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PRÉFACE 


L'accueil  fait  par  le  public  à  cet  ouvrage,  épuisé  depuis 
plusieurs  années,  nous  engageaità  en  donner  une  seconde 
édition,  mais  il  a  paru  nécessaire  d'en  remanier  presque 
entièrement  la  rédaction  pour  tenir  compte  des  progrès 
accomplis  dans  le  domaine  de  l'électricité.  J'ai  le  plus 
vif  regret  que  les  occupations  de  mon  ami  M.  Joubert 
ne  lui  aient  pas  permis  de  me  continuer  encore  son  pré- 
cieux concours. 

Le  fait  le  plus  marquant  dans  les  découvertes  récentes 
est  l'importance  exceptionnelle  acquise  par  les  courants 
alternatifs,  aussi  bien  dans  les  travaux  purement  scienti- 
fiques que  dans  les  applications  industrielles. 

Les  belles  expériences  de  Hertz  ont  apporté  une  con- 
firmation éclatante  à  la  théorie  de  Maxwell  sur  les  rela- 
tions qui  existent  entre  l'électricité  et  la  lumière.  Les 
deux  ordres  de  phénomènes  sont  régis  par  les  mêmes  lois 
fondamentales  ;  leur  propagation  se  fait  avec  la  même 
vitesse  et  les  propriétés  des  oscillations  électriques  pré- 
sentent l'analogie  la  plus  étroite  avec  celles  des  rayons 
lumineux.  L'ensemble  de  ces  expériences  et  des  consi- 
dérations théoriques  qui  les  ont  presque  toujours  susci- 
tées marque  une  date  qui  restera  longtemps  célèbre  dans 
l'histoire  de  la  philosophie  naturelle. 


DigmzcdbyGoOQlC 

431591 


Il  PRÉFACE. 

D'autre  part,  les  courants  alternatifs,  qui  se  produîseat 
naturellement  dans  le  jeu  des  machines,  n'eurent  d'abord 
qu'un  emploi  très  restreint,  à  peu  près  limité  à  l'entretien 
des  puissants  foyers  de  lumière.  Pour  les  autres  applica- 
tions, on  pouvait  bien  redresser  ces  courants  à  l'aide  de 
commutateurs  plus  ou  moins  imparfaits,  mais  aucune  des 
dispositions  adoptées  ne  présentait  les  qualités  de  bon 
fonctionnement  et  de  durée  qu'exige  la  pratique. 

L'anneau  Gramme  et  son  collecteur  ont  transformé  les 
effets  d'induction  en  courants  quasi-continus,  n'ayant  plus 
que  de  faibles  ondulations,  sans  étincelles  destructives  des 
organes  de  redressement,  et  c'est  seulement  à  partir  de 
cette  découverte  que  l'électricité  est  devenue  véritablement 
un  agent  industriel. 

Enfin,  une  étude  plus  approfondie  des  courants  alter- 
natifs, soit  simples,  soit  combinés  entre  eux  de  manière 
à  obtenir  ce  qu'on  appelle  des  champs  tournants,  a  per- 
mis de  les  introduire  directement  dans  la  pratique  et  de 
faire  entrer  dans  une  phase  nouvelle  la  question  du  trans* 
port  de  l'énergie  à  grande  distance. 

Les  modifications  apportées  au  texte  primitif  et  tes  dé- 
veloppements nouveaux  qu'exige  l'état  actuel  de  la  science 
n'ont  pas  modifié  le  plan  général  de  cet  ouvrage. 

L'éducation  électrique  des  lecteurs  s'est  d'ailleurs  sin- 
gulièrement perfectionnée;  il  a  été  possible  d'abréger 
l'exposition  des  idées  générales,  de  réduire  et  de  simplifie}* 
plusieurs  démonstrations,  afin  de  ne  pas  trop  augmenter 
l'étendue  des  matières. 

Le  premier  volume  continuera  à  constituer  une  sorte 
de  corps  de  doctrine,  renfermant  l'ensemble  des  faits  et 
des  conceptions  qui  ont  servi  à  les  coordonner. 

Le  second  volume  sera  plus  spécialement  consacré  à 
la  discussion  des  méthodes  d'observation  et  de  mesure, 
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au  détail  des  expériences  et  à  l'examen  des  principaux 
caractères  que  présentent  les  applications  si  importantes 
de  l'électricité  dans  l'industrie. 

Au  siècle  dernier,  les  phénomènes  électriques  formaient 
un  chapitre  annexe  de  la  Physique,  sans  liaison  apparente 
avec  les  autres  parties.  Après  les  découvertesde  Coulomb, 
deVoUa,  d'Ampère  et  de  Faraday,  l'électricité  est  devenue 
une  des  branches  principales  de  cette  science,  au  même 
titre  que  la  chaleur  et  l'optique  ;  elle  tend  à  prendre 
aujourd'hui  le  premier  rang.  Son  rôle  industriel,  la 
variété  des  phénomènes  qu'elle  embrasse,  son  interven- 
tion si  générale  dans  un  grand  nombre  de  recherches 
expérimentales,  leshorizons  qu'elle  ouvre  aux  spéculations 
métaphysiques  en  font  une  science  maltresse  qui  captive 
tous  les  esprits  et  provoque  les  découvertes. 

Je  m'estimerais  heureux  d'avoir  pu  contribuer,  pour 
une  faible  part,  à  répandre  la  connaissance  de  ce  grand 
mouvement  scientifique. 

E.  Mascart. 


DigmzcdbyGoOglC 


DiailizodbyGOOgle 


LEÇONS 

SUR 

L'ÉLECTRICITÉ 

ET  LE  MAGNÉTISME 

FREHt&RE   PARTIE.  —  ÉLECTRICITÉ 

CHAPITRE  PREMIER 

PRÉLIMINAIRES 

1.  Électrisation.  —  La  plupart  des  corps  acquièrent  par  le 
frottement,  au  moins  d'une  manière  temporaire,  la  propriété 
d'attirer  les  corps  légers,  tels  que  des  fragments  de  papier, 
des  barbes  de  plume,  etc.  On  dit  alors  qu'ils  sont  électrisés 
ou  chargés  d'électricité.  Si  le  corps  attiré  vient  en  contact 
avec  le  corps  électrisé,  il  ne  tarde  pas  à  s'en  détacher  et  être 
ensuite  repoussé  :  il  est  alors  lui-même  électrisé.  Les  pro- 
priétés électriques  peuvent  ainsi  se  transmettre  d'un  corps 
à  un  autre  par  contact  ou  communication  directe. 

Par  opposition,  on  appelle  corps  à  l'état  naturel,  ou  à  l'état 
neutre,  ceux  qui  ne  présentent  pas  de  propriétés  électriques. 

2.  Conducteurs,  Isolants.  —  Sur  certains  corps,  comme  le 
verre,  la  résine,  la  soie,  le  caoutchouc,  etc,,  l'électricité  reste 
localisée  pendant  un  temps  plus  ou  moins  long  aux  points  où 
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on  l'a  produite  par  frottement  ou  par  communication.  Ce 
sont  les  corps  mauvais  conduclears  de  l'électricité. 

Pour  d'autres  corps,  au  contraire,  tels  que  les  métaux,  le 
bois  et  la  plupart  des  matériaux  qui  composent  le  sot,  l'élec- 
tricité produite  en  ua  point  se  transmet  presque  instantané- 
ment à  toute  leur  étendue,  au  moins  tant  qu'ils  sont  soustraits 
à  toute  action  extérieure  ;  ce  sont  les  corps  conducteurs  de 
l'électricité. 

On  ne  pourra  donc  conserver  l'électricité  sur  un  conducteur 
qu'en  le  supportant,  en  Y  isolant  du  sol,  par  un  corps  mauvais 
conducteur,  tel  qu'une  tige  de  verre,  de  résine,  de  caoutchouc 
durci  ou  ébonite,  des  cordons  de  soie,  etc.  De  là  le  nom  d'iso- 
lants donné  aux  corps  mauvais  conducteurs. 

En  réalité,  cette  distinction  des  corps  en  conducteurs  el 
isolants  ne  correspond  pas  à  une  différence  essentielle,  car  i 
existe  une  sorte  de  gradation  continue  de  leurs  propriétés  à 
ce  point  de  vue.  En  dehors  des  gaz  et  des  vapeurs  qui  sont 
des  isolants  presque  parfaits,  l'électricité  se  propage  sur  tous 
les  corps  plus  ou  moins  rapidement. 

De  même,  malgré  la  rapidité  avec  laquelle  l'électricité  se 
transmet  sur  les  meilleurs  conducteurs,  il  n'en  existe  pas  sur 
lesquels  la  propagation  soit  absolument  instantanée;  chacun 
d'eux  intervient  par  des  qualités  propres,  une  résistance  par- 
ticulièrCj  et  la  transmission  des  propriétés  électriques  est  un 
phénomène  de  nature  complexe. 

3.  Électroscopes.  —  Pour  reconnaître  plus  facilement  les 
propriétés  des  corps  électrisés  on  a  recours  à  des  instruments 
particuliers,  dits  électroscopes.  L'un  des  plus  simples  est 
formé  par  une  balle  de  moelle  de  sureau  suspendue  à  un  fd: 
c'est  un  pendule  électrique.  Le  pendule  est  conducteur  si  le 
fil  est  en  lin  et  suspendu  à  un  support  de  métal  relié  au  sol 
par  des  conducteurs  ;  le  pendule  est  isolé  si  le  fil  est  en  soie 
ou  si  le  support  est  lui-même  isolé  du  sol. 

II  est  préférable  d'employer  un  double  pendule  formé  par 
deux  balles  de  sureau  attachées  au  même  point  par  des  fds 
d'égale  longueur. 

Quand  on  approche  d'un  double  pendule  isolé  un  corps 
électrisé,  un  bâton  de  verre  poli  frotté  avec  de  la  flanelle,  les 
balles  sont  attirées  par  le  verre  ;  si  elles  le  touchent,  elles 
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sont  ensuite  repoussées  et,  en  outre,  se  maiotieaQent  écar- 
tées l'une  de  l'autre.  Elles  ont  été  électrisées  par  le  verre  ;  des 
actions  répulsives  s'exercent  soit  entre  les  balles,  soit  entre 
chacune  d'elles  et  le  corps  primitivement  électrisé. 

4.  Deux  électricités.  —  Dans  le  frottement  réciproque  de 
deux  corps,  tous  deux  s'électrisent,  mais  en  présentant  des 
caractères  différents. 

Disposons  à  quelque  distance  deux  doubles  pendules  isolés, 
désignés  par  a  et  A.  Frottons  l'un  contre  l'autre  deux  disques 
de  mêmes  dimensions  A  et  B,  l'un  en  verre  et  l'autre  en 
métal,  tenus  par  des  manches  isolants.  Séparant  les  disques, 
on  approche  le  premier  A  du  pendule  a  ;  les  balles  sont  atti- 
rées ;  on  laisse  établir  le  contact,  les  balles  sont  alors  repous- 
sées par  le  disque  et  se  maintiennent  écartées;  le  disque  A  de 
■verre  est  donc  électrisé  et  il  a  servi  à  électriser  par  commu- 
nication le  double  pendule  a  correspondant.  Le  disque  B  de 
métal  approché  du  second  pendule  b  donne  les  mêmes  efTets  ; 
il  est  aussi  électrisé. 

Les  choses  étant  dans  cet  état,  on  croise  l'expérience  en 
approchant  le  disque  A  du  pendule  b  et  le  disque  B  du  pen- 
d  ule  a  ;  on  constate  une  attraction  de  part  et  d'autre,  mais 
on  a  soin  de  ne  pas  laisser  les  balles  approcher  jusqu'au 
contact  des  disques.  Les  corps  en  présence  sont  électriaés, 
car  les  balles  de  chaque  pendule  se  repoussent  et  il  suffit  d'ap- 
procher de  nouveau  chacun  des  disques  du  pendule  corres- 
pondant pour  constater  encore  des  répulsions,  ce  qui  prouve 
que  les  disques  restent  électrisés. 

Il  existe  donc  au  moins  deux  modes  d'électrisation.  Deux 
corps  électrisés  par  communication  directe  sont  dits  chargés 
de  la  même  espèce  d'électricité,  et  l'on  peut  résumer  ainsi 
cette  expérience  fondamentale  :  deux  corps  chargés  de  même 
ileciricilè  se  repoussent,  deux  corps  chargés  d'électricités  dif- 
férentes s'atlirent. 

La  même  expérience  permet  de  démontrer  qu'il  n'existe  que 
deux  espèces  d'électricité.  Les  pendulesa  et  iayantété  chargés 
respectivement  par  les  deux  disques,  si  on  leur  présente  un 
corps  électrisé  d'une  manière  quelconque,  on  constate  inva- 
riablement qu'il  attire  l'un  des  systèmes  de  balles  et  repousse 
l'autre;  jamais  il  ne  repousse  les  deux  systèmes  ou  ne  les 
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attire  tous  deux,  en  tant,  du  moins,  qu'on  l'approche  assez 
lentement  pour  observer  le  premier  effet  ;  il  se  comporte  donc 
comme  le  disque  de  verre  ou  le  disque  de  métal. 

On  appelle  quelquefois  électricité  vitrée  celle  qui  se  produit 
sur  le  verre  poli  frotté  avec  du  drap,  électricité  résineuse  celle 
que  prend  la  résine  également  frottée  avec  du  drap. 

Comme  deux  corps  frottés  se  chargent  toujours  d'électri- 
cités différentes,  on  voit  par  là  que  la  nature  de  l'électricité 
produite  sur  un  corps  par  frottement  dépend  du  corps  frot- 
tant, puisque  le  drap  prend  avec  le  verre  de  l'électricité  rési- 
neuse et  avec  la  résine  de  l'électricité  vitrée. 

Les  deux  espèces  d'électricité  ont  des  caractères  opposés. 
Si,  après  avoir  frotté  les  deux  disques,  on  tes  maintient 
superposés  et  qu'on  approche  l'ensemble  d'un  pendule,  aucune 
action  apparente  ne  se  manifeste  ;  ils  sont  cependant  électrisés, 
car  il  suffit  de  les  séparer  pour  que  l'un  et  l'autre  exercent 
des  attractions.  C'est  à  cause  de  cette  opposition  de  propriétés 
qu'on  désigne  respectivement  par  les  mots  deposUive  et  néga- 
tioe  les  électricités  vitrée  et  résineuse. 

La  double  électrisation  produite  dans  le  frottement  permet 
d  établir  une  classification  des  corps,  en  plaçant  en  tète  celui 
qui  devient  positif  avec  tous  les  autres,  à  la  fin  celui  qui 
devient  toujours  négatif,  chacun  des  corps  de  la  liste  devenant 
positif  avec  ceux  qui  suivent  et  négatif  avec  ceux  qui  précè- 
dent. Toutefois,  une  pareille  classification  n'est  pas  encore 
absolue,  car  les  variations  de  température  et  les  changements 
dans  l'état  physique  des  surfaces  peuvent  y  amener  beaucoup 
d'inversions. 

5.  Masses  électriques.  —  Les  premières  expériences  suffi- 
sent à  montrer  que  les  actions  qui  s'exercent,  soit  entre  deux 
corps  électrisés,  soit  entre  un  corps  électrisé  et  un  autre  pri- 
mitivement à  l'état  neutre,  croissent  rapidement  à  mesure  que 
leur  distance  diminue.  Pour  une  même  distance  et  sur  un  sys- 
tème déterminé,  l'action  d'un  corps  varie  avec  son  étatd'élec- 
trisation;  la  quantité  d'électricité  qu'il  possède,  ou  sa  musse 
électrique,  est,  par  définition,  proportionnelle  à  cette  action. 
Deux  disques  frottés  et  maintenus  en  contact  n'ont  pas  d'ac- 
tion extérieure,  c'est-à-dire  qu'ils  exercent  des  actions  égales 
et  de  sens  contraires  ;  l'ensemble  se  comporte  vis-à-vis  de  tout 
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corps  extérieur,  électrtsé  ou  non,  comme  s'il  était  à  l'état 
neutre.  De  là  cette  conséquence  : 

Par  leur  frollemenl  réciproque,  deux  corps  prennent  des 
qaanlilés  d'éleclrtcité  égales  et  de  signes  contraires. 

C'est  là  une  loi  importante  sur  laquelle  nous  aurons  à 
revenir.  Toutes  les  fois  que  l'on  produit  sur  un  corps,  par 
frottement  ou  de  toute  autre  manière,  une  certaine  quantité 
d'^ectricité  positive,  il  se  produit  en  même  temps,  sur  d'autres 
points,  une  quantité  égale  d'électricité  négative. 

On  est  ainsi  amené  à  considérer  les  quantités  d'électricité 
comme  des  grandeurs  algébriques,  affectées  des  signes  +  ou—, 
suivant  qu'elles  sont  positives  ou  négatives.  Si  l'on  fait  inter- 
venir tous  les  corps,  conducteurs  ou  isolants,  qui  entrent  en 
jeu  dans  une  expérience,  la  somme  algébrique  des  quantités 
d'électricité,  ou  la  charge  totale  du  système,  reste  invariable; 
c'est  le  principe  de  la  conservation  de  rélectricilé. 

L'action  extérieure  de  deux  disques  superposés  étant  nulle 
h  toute  distance,  il  en  résulte  aussi  que  : 

La  loi  suivant  laquelle  l'action  varie  avec  la  dislance  est  la 
même  pour  les  deux  espèces  d'éleclricité. 

Lorsqu'une  surface  fermée  renferme  des  masses  électriques 
d'espèces  différentes,  l'action  qu'elle  exerce  sur  un  corps  élec- 
trisé  extérieur  est  la  résultante  des  actions  dues  à  chacune 
des  masses  séparément.  A  une  grande  distance  par  rapport 
aux  dimensions  de  la  surface,  cette  action  est  simplement 
proportionnelle  à  l'excès  de  l'une  des  espèces  d'électricité  sur 
l'autre,  c'est-à-dire  à  la  charge  algébrique  de  la  surface  consi- 
dérée; si  le  corps  extérieur  est  positif,  l'action  résultante  est 
une  répulsion  ou  une  attraction,  suivant  que  la  chargé  totale 
comprise  dans  la  surface  est  positive  ou  négative. 

6.  Champ  électrique.  ~  Électrisation  induite.  —  Étincelle. 
—  On  donne  le  nom  de  champ  électrique  à  toute  l'étendue  de 
l'espace  dans  lequel  se  fait  sentir  l'action  d'un  système  de 
corps  électrisés  ;  une  quantité  donnée  d'électricité  positive  y 
éprouverait  dans  un  sens  déterminé,  qui  est  la  direction  du 
champ,  une  action  plus  ou  moins  grande,  qui  représente 
l'intensité  du  champ.  Le  champ  peut  être  indéfini  si  les  corps 
sont  à  l'air  libre  ;  il  est  limité  quand  on  opère  dans  une  enceinte 
fermée  par  des  corps  conducteurs. 
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L'attraction  des  corps  légers  semble  indiquer  qu'une  action 
électrique  peut  se  manifester  entre  un  corps  électrisé  et  un 
autre  corps  à  l'étal  neutre,  mais  l'analyse  du  phénomène 
montre  que  ce  dernier  s'est  lui-même  électrisé. 

Quand  un  double  pendule,  primitivement  neutre,  est  attiré 
par  un  corps  électrisé,  on  reconnaît  aisément  que  les  deux 
balles  se  maintiennent  écartées.  Toutes  choses  égales,  l'attrac- 
tion des  balles  et  leur  divergence  sont  plus  manifestes  si  le 
pendule  est  conducteur.  Dans  les  deux  cas,  la  répulsion  réci- 
proque des  balles  primitivement  neutres  montre  qu'elles  sont 
aussi  électrisées;  cette  électrisation  à  distance  est  dite  élec- 
Irisation  par  influence  ou  induite. 

D'une  manière  générale,  un  conducteur  isolé  introduit  dans 
un  champ  électrique  s'électrise  ;  sa  surface  se  partage  en  deux 
régions  différentes,  chargées  de  quantités  égales  d'électricités 
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contraires,  de  sorte  que  la  charge  totale  reste  nulle,  conformé- 
ment au  principe  de  la  conservation  de  l'électricité  (5). 

Approchons  d'une  sphère  S  (fig.  i)  chargée  d'électricité 
positive,  par  exemple,  un  cylindre  métallique  isolé  AB,  primi- 
tivement à  l'état  neutre,  aux  extrémités  duquel  sont  attachés 
de  doubles  pendules  à  fils  conducteurs  a  et  b.  Les  deux 
pendules  divergent  aussitôt,  de  part  et  d'autre  du  plan  de 
symétrie;  les  deux  extrémités  du  cylindre  sont  donc  élec- 
trisées. Les  pendules  a  s'inclinent  vers  la  sphère  S  influente 
ou  inductrice  :  l'extrémité  antérieure  A  est  donc  négative.  On 
pourrait  voir  aussi  que  les  pendules  />  s'inclinent  en  sens 
contraire,  mais  l'effet  est  très  faible  h  cause  de  l'accroisse- 
ment de  distance  ;  pour  rendre  l'expérience  plus  démonstra- 
tive, on  touche  la  sphère  S  avec  une  boule  de  métal,  ou  un 
petit  disque,  que  l'on  tient  par  un  manche  de  verre;  cette 
boale  d'épreuve,  ou  ce  plan  d'épreuve,  ayant  pris  de  l'électri- 
cité positive,  on  l'approche  ensuite  des  pendules  b,  ils  sont 
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repoussés  :  l'extrémité  postérieure  B  du  cylindre  est  donc 
positive.  Ces  deux  régions  de  signes  contraires  sont  séparées 
par  une  certaine  ligne  neutre  h  sur  laquelle  aucune  électri- 
sation  n'est  appréciable,  soit  par  un  double  pendule,  soit  par 
une  boule  d'épreuve. 

Les  deux  charges  induites,  positive  et  négative,  sont  égales, 
car  le  cylindre  revient  à  l'état  neutre  quand  on  enlève  la  sphère 
inductrice,  ou  encore,  le  champ  résultant  de  la  sphère  et  du 
cylindre,  à  une  distance  assez  grande  par  rapport  aux  dimen- 
sions du  système,  reste  te  même  que  si  le  cylindre  n'exis- 
tait pas. 

La  ligne  neutre  L  étant  plus  rapprochée  de  l'extrémité  anté- 
rieure A,  la  charge  moyenne  par  unité  de  surface  est  plus 
grande  pour  l'électricité  négative. 

En  même  temps,  la  distribution  sur  la  sphère  a  été  modiûée. 
En  touchant  successivement  par  une  boule  d'épreuve  les 
extrémités  du  diamètre  horizontal,  on  reconnaît,  par  l'action 
de  cette  boule  sur  le  pendule  b,  que  la  charge  est  notablement 
plus  grande  sur  la  face  située  en  regard  du  cylindre. 

Enfin,  quand  on  rapproche  progressivement  ia  sphère  du 
cylindre,  la  divergence  des  pendules  augmente  et  la  ligne 
neutre  marche  vers  l'extrémité  A. 

Pour  une  distance  suffisamment  faible,  un  trait  de  feu,  une 
étincelle,  se  produit  entre  les  deux  corps.  Dès  lors,  l'électricité 
négative  disparaît  du  cylindre  et  la  sphère  a  perdu  une  partie 
équivalente  de  sa  charge  positive;  l'étincelle  annule  l'une  par 
l'autre  des  quantités  ^ales  d'électricités  contraires  et  produit 
l'effet  d'une  communication  conductrice  entre  les  deux  corps 
avant  leur  contact.  Il  y  a  eu  simplement  partage  de  la  charge 
primitive  entre  la  sphère  et  le  cylindre. 

Si  l'on  met  le  cylindre  en  communication  au  soi  par  l'extré- 
mité B  ou  par  un  point  quelconque,  les  pendules  b  retombent 
et  les  pendules  a  divergent  davantage;  la  charge  négative 
augmente  et  la  chai^  positive  disparaît  au  sol. 

Un  conducteur  non  isolé  s'électrise  ainsi  dans  un  champ 
électrique,  comme  faisant  partie  d'un  même  système  avec  la 
Terre.  Dans  ce  cas,  une  étincelle  fait  disparaître  toute  électri- 
sation;  le  corps  primitif  A  est  déchargé. 

On  s'explique  maintenant  qu'un  corps  éleclrisé  puisse  attirer 
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un  corps  neutre;  ce  dernier  est  électrisé  par  induction;  l'ac- 
tion apparente  est  la  résultante  de  l'attraction  qui  s'exerce 
sur  les  parties  voisines,  chargées  d'électricités  contraires,  et 
de  la  répulsion  plus  faible  sur  les  parties  éloignées  qui  ont 
de  l'électricité  de  même  signe. 

7.  Équilibre  des  condacteurs.  —  Électrisation  superficielle. 
—  Sur  les  corps  isolants,  l'électricité  peut  être  distribuée 
d'une  manière  quelconque,  suivant  les  circonstances  de  sa 
production. 

Il  n'en  est  plus  de  môme  pour  les  conducteurs.  Le  caractère 
général  de  l'induction  est  qu'une  électrisation  se  produit  en 
tout  point  où  existe  un  champ  électrique.  L'équilibre  n'est 
établi  pour  un  conducteur  que  si  le  champ  électrique  est  nul 
dans  toute  son  étendue;  en  chaque  point,  la  résultante  des 
actions  de  l'électricité  que  possède  le  conducteur  et  de  celles 
qui  peuvent  exister  sur  des  corps  extérieurs  est  nulle.  Cette 
condition  est  nécessaire  et  suffisante. 

Un  champ  électrique  ne  peut  donc  exister,  au  moins  à 
l'état  d'équilibre,  que  dans  les  corps  mauvais  conducteurs  ou 
isolants.  Faraday  a  donné  à  ces  corps  le  nom  de  diélectriques, 
pour  rappeler  qu'ils  sont  les  milieux  dans  lesquels  les  forces 
électriques  se  manifestent  et  se  propagent. 

Priestley  avait  constaté  déjà  qu'une  boule  d'épreuve  ne 
prend  pas  d'électricité  quand  on  la  met  en  contact  avec  l'in- 
térieur d'un  gobelet  métallique  électrisé. 

Les  expériences  plus  précises  de  Cavendish  et  de  Coulomb 
ont  établi  qu'il  n'existe  aucune  trace  appréciable  d'électricité, 
à  l'état  d'équilibre,  sur  la  surface  intérieure  d'un  conducteur 
fermé.  Ainsi,  si  l'on  recouvre  une  sphère  électrisée  par  deux 
calottes  hémisphériques  tenues  par  des  manches  isolants 
et  qu'on  enlève  ensuite  ces  calottes,  la  sphère  se  trouve  ra- 
menée à  l'état  neutre. 

La  surface  d'une  cavité,  creusée  dans  un  conducteur  quel- 
conque, est  donc  à' l'étal  neutre  et  le  champ  électrique  est 
nul  dans  toute  l'étendue  de  la  cavité. 

L'électrisation  n'est  apparente  que  sur  la  surface  extérieure, 
suivant  une  loi  particulière  qui  dépend  en  même  temps  de  la 
forme  du  conducteur  et  de  la  présence  de  corps  extérieurs, 
eux-mêmes  chargés  ou  non  d'électricité. 
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8.  Induction  sur  un  conducteur  fermé.  —  Cette  localisation 
de  l'électricité  à  la  surface  des  conducteurs  a  plusieurs  consé- 
quences importantes. 

Lorsqu'un  coaducteur  isolé  s'électrise  par  induction,  cha- 
cune des  charges,  positive  et  négative,  distribuées  à  sa  sur- 
face est,  en  général,  inférieure  à  celle  du  corps  inducteur. 

En  etîet,  sur  un  point  du  cylindre  AB  (fig.  i)  situé  dans  le 
plan  de  la  ligne  neutre,  les  actions  des  couches  positive  et 
négative  qu'il  possède  sont  de  même  sens.  Pour  que  le  champ 
soit  nul,  il  faut  que  l'action  de  la  sphère  S  soit  supérieure  à 
celle  de  la  couche  négative,  qui  est  moins  éloignée,  et  l'on  com- 
prend que  sa  charge  doive  être  plus  grande. 

Les  charges  induites  deviennent  égales  à  la  charge  induc- 
trice lorsque  le  conducteur  induit  entoure  complètement  les 
masses  influentes.  Dans  ce  cas,  la  surface  interne  du  conduc- 
teur possède  une  quantité  d'électricité  contraire  dont  la  dis- 
tribution dépend  de  la  position  des  masses  influentes;  une 
masse  égale  d'électricité  de  même  signe  est  distribuée  sur  la 
surface  externe,  suivant  la  même  loi  que  si  rien  n'existait 
dans  l'intérieur. 

Pour  démontrer  cette  propriété,  Faraday  emploie  une  botte 
cylindrique  de  grande  hauteur  par  rapport  à  son  diamètre, 
isolée  et  mise  en  communication  avec  un  double  pendule. 

On  introduit  dans  le  cylindre  une  boule  de  métal  électrîsée 
portée  par  un  fîl  de  soie.  A  mesure  que  la  boule  pénètre,  la 
divergence  du  pendule  est  d'abord  croissante  et  finit  par 
rester  invariable  dès  que  l'angle  sous  lequel  la  boute  voit 
l'ouverture  devient  assez  faible.  A  partir  de  ce  moment,  la 
divergence  reste  invariable,  quelque  position  qu'occupe  la 
boule  influente,  et  l'on  verrait  par  l'emploi  d'un  plan  d'é- 
preuve que  la  distribution  extérieure  ne  change  pas  ;  la  diver- 
gence reste  encore  la  môme  si  l'on  fait  toucher  la  boute  au 
cylindre.  Or,  dans  ce  dernier  cas,  la  boule  et  le  cylindre  ne 
forment  plus  qu'un  conducteur,  toute  électrisation  interne  a 
disparu  et  le  cylindre  possède  entièrement  la  charge  qui  exis- 
tait d'abord  sur  le  corps  inducteur. 

La  quantité  d'électricité  induite  sur  un  conducteur  fermé 
est  donc  égale  k  celle  qu'on  introduit  dans  sa  cavité,  soit  par 
des  conducteurs,  soit  par  des  isolants,  et  la  distribution  exté- 
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Heure  est  iadépendante  de  la  position  des  charges  iaductrices 
situées  dans  ia  cavité. 

Cette  expérience  permet  de  vériGer  plus  rigoureusement  la 
conservation  de  l'électricité  dans  les  phénomènes  d'influence. 
Après  avoir  introduit  un  corps  électrisé  dans  le  cylindre  de 
Faraday,  on  y  introduit  des  conducteurs  neutres  et  isolés  de 
forme  quelconque  i  la  charge  extérieure  ne  change  pas. 

9.  Partage  et  addition  des  charges.  —  On  peut  diviser  en 
deux  parties  égales  la  charge  électrique  d'un  conducteur  en 
le  touchant  par  un  autre  conducteur  de  même  forme,  k  la 
condition  que  leur  ensemble  soit  symétrique  par  rapport  au 
point  de  conctact.  Si  les  conducteurs  se  touchent  d'une  autre 
manière  ou  s'ils  sont  différents,  le  partage  se  fait  suivant  une 
proportion  particulière  à  chaque  cas. 

On  peut,  de  même,  ajouter  sur  un  conducteur  une  série  de 
masses  électriques  ;  il  suffit  que  le  conducteur  présente  une 
cavité  presque  entièrement  fermée,  permettant  d'y  introduire 
des  conducteurs  électrisés  et  de  lui  transmettre  par  contact 
intérieur  l'électricité  dont  ils  sont  chargés. 

La  division  par  contacts  successifs  permettra  d'obtenir  des 
charges  décroissant  en  progression  géométrique.  En  tou- 
chant un  corps  électrisé  de  grandes  dimensions  par  une  boule 
qui  emportera  la  même  charge  à  chaque  opération,  l'intro- 
duction successive  de  cette  boule  dans  une  cavité  fournit  aussi 
le  moyen  de  donner  au  conducteur  une  charge  croissant  en 
progression  arithmétique. 

10.  Électricité  de  contact-  —  Volta  a  découvert  ce  fait 
capital  que  le  contact  de  deux  métaux  différents,  d'abord  à 
l'état  neutre,  ou  plus  généralement  de  deux  cot-ps  quelconques 
à  la  même  température,  suffît  pour  les  constituer  dans  deux 
états  électriques  différents  et  les  charger  respectivement  de 
quantités  égales  d'électricités  contraires. 

On  peut  répéter  l'expérience,  sous  la  forme  indiquée  pré- 
cédemment (4)  pour  les  disques  de  verre  et  de  métal,  en 
prenant  deux  disques  métalliques  isolés,  l'un  en  zinc  et  l'autre 
en  cuivre.  Toutefois  les  charges  électriques  sont  alors  beau- 
coup plus  faibles  et  exigent,  pour  être  manifestées,  l'emploi 
d'électroscopes  très  délicats. 

A  ce  point  de  vue,  on  doit  considérer  te  frottement  comme 
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une  forme  particulière  de  contact  ;  il  est  à  remarquer,  en  effet, 
que  la  pression  exercée  dans  le  frottement  n'a  pas  grande 
influence  et  qu'elle  a  surtout  pour  efTet  de  multiplier  tes 
points  de  contact  des  surfaces  isolantes. 

Il  résulte  de  cette  propriété  nouvelle  que  le  partage  de 
l'électricité  entre  deux  sphères  conductrices  de  même  rayon 
ne  se  fait  également  que  si  elles  sont  de  nature  identique  et 
à  la  même  température.  Mais  rien  n'est  changé  à  la  propo- 
sition fondamentale  que  la  somme  algébrique  des  charges  est 
la  même  avant  et  après  le  contact. 

Dans  toutes  les  expériences  relatives  à  l'emploi  des  con- 
ducteurs, on  devra  aussi  supposer  en  toute  rigueur  qu'ils 
sont  formés  du  même  métal  et  en  équilibre  de  température. 

il.  Loi  des  actions  électriques.  —  L'action  qui  s'exerce 
entre  deux  corps  électrisés  de  petites  dimensions  par  rapport 
à  ta  distance  qui  les  sépare  est  dirigée  suivant  la  droite  qui 
les  joint.  Cette  action  est,  par  définition,  proportionnelle  à  la 
quantité  d'électricité  que  possède  chacun  d'eux,  c'est-à-dire 
au  produit  de  leurs  charges. 

En  mesurant  par  la  torsion  d'un  til  métallique  ta  répulsion 
ou  l'attraction  qui  s'exercent  entre  deux  petites  boules  con- 
ductrices électrisées.  Coulomb  a  trouvé  que  les  actions  élec- 
triques sont  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dislance. 

La  même  expérience  permet  de  vérifier  que,  dans  te  partage 
entre  deux  corps  conducteurs,  la  quantité  d'électricité  se 
conserve,  car  si,  dans  l'expérience  précédente,  on  touche  l'une 
des  boules  électrisées  par  une  boule  identique  à  l'état  neutre, 
que  l'on  enlève  ensuite,  l'action  à  la  même  distance  est  devenue 
moitié  moindre. 

L'unité  dé  mesure  pour  les  masses  électriques  reste  arbi- 
traire, car  on  a  vérifié  seulement  que  l'action  de  deux  corps 
électrisés  est  proportionnelle  au  produit  des  quantités  d'élec- 
tricité qu'ils  possèdent,  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance. 

Si  l'on  choisit  une  unité  arbitraire,  q  et  q'  étant  les  quan- 
tités d'électricité  des  deux  corps  et  r  leur  distance,  l'action 

réciproque  peut  être  représentée  par  A^ï.;  elle  est  répulsive 

ou  attractive  suivant  que  les  quantités  q  et  q'  sont  de  même 


DigmzcdbyGoOglC 


12  ÉLECTRICITÉ. 

signe  ou  de  signes  contraires.  Dans  cette  formule,  k  est  un 
coenicient  dont  la  valeur  dépend  des  unités  choisies  pour 
l'électricité,  la  force  et  la  distance. 

Pour  éviter  l'introduction  de  ce  coefficient  k,  qui  complique 
inutilement  les  formules,  on  convient  de  prendre  pour  unité 
d'éleciricilé  la  quantité  qui,  agissant  dans  l'air  sur  une  quan- 
tité égale  à  l'unité  de  distance,  produit  une  action  égale  à 
l'unité  de  force;  les  quantités  d'électricité  sont  ainsi  expri- 
mées en  fonction  d'unités  dites  éleclroslatiques. 

La  direction  et  l'intensité  d'un  champ  électrique  en  un  point 
sont  la  direction  et  l'intensité  de  l'action  qui  s'exercerait  sur 
une  masse  positive  égale  à  l'unité  placée  en  ce  point,  l'intro- 
duction de  cette  masse  étant  supposée  ne  modifier  en  rien  la 
distribution  d'électricité  sur  le  système;  plus  exactement, 
l'action  qui  s'exercerait  sur  une  masse  infiniment  petite  dq 
peut  être  représentée  par  l'expression  Fdq,  dans  laquelle  F  est 
l'intensité  du  champ. 

Pour  abréger  le  langage,  on  considère  l'action  réciproque 
comme  s'exerçant  entre  les  masses  électriques,  mais  il  est 
toujours  sous-entendu  qu'il  s'agit  de  l'action  des  corps  qui 
en  sont  chargés.  Lorsque  deux  corps  éleclrisés  ont  des  dimen- 
sions notables  par  rapport  à  leur  distance,  chaque  élément 
de  volume  ou  de  surface  de  l'un  deux  agit  sur  chacun  des 
éléments  de  l'autre.  L'ensemble  de  toutes  ces  forces  équivaut, 
suivant  les  cas,  à  une  résultante  unique  ou  à  une  résultante 
et  un  couple. 

Pour  deux  sphères  conductrices  électrisées.  en  particulier, 
la  distribution  de  l'électricité  sur  chacune  d'elles  dépend  de 
leur  distance;  l'action  résultante  reste  dirigée,  par  symétrie, 
suivant  la  ligne  des  centres,  mais  elle  n'est  pas  rigoureuse- 
ment en  raison  inverse  du  carré  de  leur  distance. 

Cette  remarque  fait  comprendre  qu'il  serait  nécessaire,  dans 
les  expériences  de  Coulomb,  de  tenir  compte  du  mode  de  dis- 
tribution des  charges  électriques  dans  chaque  cas  particulier, 
mais  le  défaut  de  précision  est  dû  principalement  à  l'influence 
des  corps  étrangers  aux  boules  électrisées. 

12.  Hypothèses  sur  la  nature  de  l'électricité.  ~  Les  expé- 
riences permettent  ainsi  de  mesurer  l'électricité.  C'est  une 
grandeur  de  nature  spéciale,  parfaitement  définie  au  point  de 
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vue  mécanique,  affectée  d'un  signe  comme  une  quantité  de 
mouvement,  et  la  théorie  des  phénomènes  peut  être  établie, 
en  partant  uniquement  des  lois  expérimentales,  sans  le  se- 
cours d'aucune  hypothèse. 

A  cause  de  la  facilité  avec  laquelle  l'électricité  se  propage 
dans  les  conducteurs,  on  l'a  souvent  assimilée  à  un  fluide, 
comme  on  expliquait  autrefois  les  effets  de  conductibilité 
caloriSque  par  la  propagation  d'un  fluide  particulier.  Le  mou- 
vement des  corps  électrisés  serait  produit  par  l'action  des  élé- 
ments de  fluide  qui,  ne  pouvant  se  mouvoir  dans  les  diélec- 
triques, entraînent  avec  eux  la  matière  pondérable.  On 
admettra  en  même  temps  que  les  masses  pondérables  s'atti- 
rent et  qu'elles  attirent  les  masses  électriques,  toutes  ces 
forces  obéissant  à  la  loi  du  carré  des  distances. 

Quant  au  caractère  de  dualité  que  présentent  les  phéno- 
mènes, on  en  a  rendu  compte  de  deux  manières. 

rt'après  Frankl^p.  un  corps  à  l'état  neutre,  de  masse  pondé- 
rable M,  renferme  une  quantité  normale  d'électricité  Q,  déflnie 
par  la  condition  que  l'action  totale  du  corps  sur  une  masse 
électrique  extérieure  </  soit  nulle.  Désignant  par  a  un  coefll- 
cient  relatif  à  l'action  des  unités  de  masse  de  natures  diffé- 
rentes, l'attraction  à  l'unité  de  distance  sera  donc 

9(«M-Q)  =  o, 

c'est-à-dire  que  ie  rapport  des  masses  électrique  et  pondé- 
rable dans  un  corps  neutre  a  une  valeur  constante  a. 

L'action  de  deux  corps  neutres  (M,  Q)  et  (M',  Q')  se  réduit  à 
celle  des  masses  M  et  Q  sur  M',  puisque  l'action  des  deux  pre- 
mières sur  Q'  est  nulle.  Si  l'on  désigne  par  b  le  coefficient 
relatif  aux  masses  pondérables,  cette  action  est,  en  tenant 
compte  de  la  relation  précédente, 

M'(AM-|-rtQ)-^MM'(A-Ho*); 

elle  représente  l'attraction  universelle. 

Dans  le  même  ordre  d'idées,  un  corps  devient  électrisé  posi- 
tivement ou  négativement,  quand  on  augmente  ou  que  l'on 
diminue  sa  charge  normale. 

Pour  deux  corps  ainsi  constitués  (M,  Q,  </)  et  (M',  Q',  tj'),  les 
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excès  de  charge  q  et  q'  étant  positifs  ou  négatifs,  l'action  des 
masses  M  et  Q  du  premier  sur  le  second  se  réduit  à  l'attrac- 
tion universelle,  puisque  cette  action  est  nulle  sur  la  niasse 
électrique  supplémentaire  q' ;  l'action  de  q  sur  l'ensemble 
(M',  Q)  est  également  nulle,  et  il  ne  reste  que  l'action  de  q  sur  q, 
La  résultante  est  alors 

._^,     I^.J^  ^^\{b -^  a-')  ^  qq' . 

Le  dernier  terme,  qui  représente  la  répulsion  électrique, 
est  de  beaucoup  prédominant.  Les  coefficients  b  ei  a  doivent 
donc  être  très  petits  ;  il  est  même  permis  de  supposer  que  l'un 
ou  l'autre  est  égal  à  zéro,  sans  que  l'expression  cesse  de 
comprendre  l'attraction  universelle. 

L'hypothèse  des  deux  fluides,  imaginée  par  Symmer  et 
adoptée  par  Coulomb,  au  moins  à  titre  provisoire,"  consiste  à 
admettre  qu'il  existe  deux  fluides  ditTércni^que  les  éléments 
d'un  même  fluide  se  repoussent,  que  les  fluides  différents 
s'attirent,  et  qu'un  corps  naturel  renferme  des  quantités  équi- 
valentes des  deux  fluides,  formant  le  fluide  neutre.  Un  corps 
est  électrisé  positivement  ou  négativement,  suivant  qu'il  pos- 
sède un  excès  de  l'un  ou  l'autre  des  deux  fluides. 

Comme  la  quantité  de  fluide  neutre  contenue  dans  un  corps 
peut  être  modifiée,  il  n'y  a  pas  lieu  d'admettre  que  la  matière 
pondérable  agisse  sur  le  fluide  électrique.  L'action  de  deux 
corps  électrisés  (M,  q)  et  (M',  q')  se  réduit  donc  à  l'attraction 
universelle  6MM'  et  à  la  répulsion  électrique  qq'. 

Le  moindre  défaut  de  ce  genre  d'hypothèses  est  qu'elles 
sont  superflues.  En  outre,  rien  ne  semble  indiquer,  dans  les 
expériences,  qu'il  y  ait  une  limite  k  l'électrisation  des  corps;  il 
serait  alors  nécessaire  d'admettre  que  la  charge  normale  d'un 
corps,  dans  la  théorie  de  Franklin,  ou  que  sa  charge  de  fluide 
neutre,  dans  la  théorie  de  Symmer,  est  illimitée,  conséquence 
évidemment  contradictoire  avec  la  notion  même  d'un  fluide 
matériel. 

Au  lieu  de  faire  intenenir  les  forces  à  distance,  qui  ont 
beaucoup  perdu  de  leur  crédit,  la  science  tend  aujourd'hui  à 
expliquer  les  actions  apparentes  par  les  modifications  méca- 
niques du  milieu  ambiant.  Cette  idée  était  émise  déjà  par 
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Ampère,  en  1822,  dans  !"étude  des  courants  électriques. 
LaiBé  (')  peasait  également  que  l'intervention  du  fluide  éthéré, 
sagement  conduite,  «  doit  trouver  le  secret,  ou  la  véritable 
cause  des  effets  que  l'on  attribue  au  calorique,  à  l'électricitt^, 
au  magnétisme,  à  l'attraction  universelle,  à  la  cohésion  et 
aux  affinités  chimiques  ». 

Guidé  par  des  conceptions  analogues,  Faraday  considère 
que  tout  se  passe  dans  le  milieu  diélectrique  où  tes  forces  se 
manifestent.  Éleclriser  un  corps  ne^  serait  autre  chose  que 
modifier  la_^truclure. du  milieu, diélectrique,  et  les  actions 
réciproques  des  corps  électrisés  seraient  le  résultat  des  réac- 
tions élastiques  de  ce  milieu.  Il  reste  à  imaginer  la  constitu- 
tion des  milieux  capables  de  produire  de  pareils  effets,  mais, 
quelles  que  soient  les  difficultés  du  problème,  la  suite  des 
découvertes  ultérieures  n'a  fait  que  confirmer  de  plus  en  plus 
les  vues  de  Faraday. 

13.  DeusitéB  électriques.  —  Un  certain  jiombrc  des  expres- 
sions employées  dans  l'étude  de  l'électricité  ont  pour  origine 
l'idée  des  fluides  :  il  n'y  a  pas  d'inconvénient  sérieux  à  les 
conserver,  si  l'on  a  soin  de  les  définir  par  les  propriétés 
mathématiques  et  expérimentales  auxquelles  elles  correspon- 
dent, dans  le  but,  comme  l'écrivait  Coulomb,  <  de  présenter, 
avec  le  moins  d'éléments  possible,  les  résultats  du  calcul  et 
de  l'expérience  et  non  d'indiquer  les  véritables  causes  de 
l'électricité  {').  . 

C'est  ainsi  que  l'idée  de  fluide  a  conduit  à  la  notion  de  la 
densité  éleclr'tque.  Si  l'électricité  occupe  toute  l'étendue  d'un 
corps,  comme  dans  le  cas  d'un  diélectrique,  et  qu'elle  y  soit 
distribuée  d'une  manière  uniforme,  la  densité  cubique  p  est 
la  quantité  d'électricité  qui  existe  dans  l'unité  de  volume. 
Si  la  distribution  est  irrégulière,  la  densité  en  un  point  est 
le  rapport  qui  existe  entre  la  charge  électrique  d'un  élément 
de  volume  en  ce  point  et  l'élément  de  volume  lui-même. 

Les  corps  conducteurs  en  équilibre  n'ont  d'électricité  qu'à 
leur  surface.  Si  la  distribution  est  uniforme,  la  densité  super- 
ficielle a  est  la  quantité  d'électricité  qui  existe  sur  l'unité  de 

.';  Lah^..  Lefan*  «nr  ta  théorie  mathémaliqae  de  l'étattidlr  de»  corpt  totidei, 
p.  333.  Paris.  ISâî. 
;')  CovuniB,  Hûloire  de  l'Airadémie  de*  tcieitee*  pour  17x8,  p.  6"3. 
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sui^ace.  Dans  le  cas  général,  la  densité  superficielle  en  un 
point  est  le  rapport  de  la  charge'd'uD  élément  de  surface, 
pris  autour  de  ce  point,  à  l'étendue  de  Télément. 

Dans  l'hypothèse  des  fluides,  il  faut  bien  admettre  que  la 
couche  électrique  superficielle  a  une  épaisseur  finie  et  qu'elle 
pénètre  jusqu'à  une  certaine  profondeur,  si  petite  qu'on  le 
voudra,  dans  le  conducteur  ou  dans  le  milieu  diélectrique  qui 
l'entoure.  L'expérience  ne  permettant  pas  de  déterminer  l'é- 
paisseur de  cette  couche,  on  peut  supposer  la  densité  variahie 
avec  une  épaisseur  constante  de  la  couche,  ou  la  densité 
constante  avec  une  épaisseur  variable. 

Si  l'on  admet,  par  exemple,  que  le  conducteur  soit  couvert 
d'une  couche  homogène  de  densité  p  dont  l'épaisseur  en  un 
point  est  k,  la  charge  par  unité  de  surface,  ou  la  densité 
superficielle,  sera  <s  =  ph.  Si  faible  que  l'on  suppose  l'épais- 
seur h,  la  densité  cubique  p  peut  être  choisie  assez  grande 
pour  que  le  produit  pA  ait  une  valeur  finie. 

On  voit  que,  abstraction  faite  de  toute  idée  de  fluide,  les 
expressions  de  densité  cubique  ou  de  densité  superflcîelle  ont 
une  signiflcation  purement  mathématique  ou  expérimentale, 
indépendante  de  toute  hypothèse. 

14.  Conséquence  de  l'électrisation  BupeHicielle.  —  La  loi  de 
distribution  de  l'électricité  sur  les  conducteurs  en  équilibre 
dépend  de  leur  forme.  On  peut  la  déterminer,  par  expérience, 
comme  le  faisait  Coulomb,  en  comparant  les  charges  que 
prend  en  deux  points  différents  un  petit  plan  d'épreuve  (6), 
mis  en  contact  avec  la  surface.  Il  est  assez  évident  que  cette 
charge  est  en  chaque  cas  proportionnelle  à  la  densité  élec- 
trique de  la  surface  au  point  touché. 

Cette  distribution  doit  se  faire  de  manière  que  le  champ 
électrique  soit  nul  à  l'intérieur  de  chacun  des  conducteurs. 

Soit  S  (fig.  a)  la  surface  du  conducteur  étectrisé.  Par  un 
point  intérieur  P  menons  un  cdne  d'ouverture  i/u  infiniment 
petite  qui  découpe  sur  la  surface,  aux  distances  r  et  r',  des 
Éléments  dS  et  dS'  où  les  densités  respectives  sont  <r  et  a'. 

Si  les  forces  électriques  sont  proportionnelles  à  une  fonction 
f{r)  de  la  distance,  l'action  de  l'élément  dS  sur  le  point  P  est 
o  dSf{r),  celle  de  l'élément  dS  est  /dS'f[r"\,  et  ces  actions  sont 
directement  opposées.    En  appelant  0  et  0'  les   angles    des 
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rayons  vecleurs  PM  et  PM'  avec  les  normales  N  et  N'  à  1 
surface  aux  points  correspondants,  on  a 


La  résultante  des  actions  de  ces  deux  éléments  sur  le  point 
P  peut  donc  s'écrire 

Lorsque  la  surface  considérée  est  une  sphère,  les  angles 
0  et  S'  sont  égaux.  Ea  outre,  si  la  sphère  est  isolée  et  sous- 


traite à  toute  action  étrangère,  la  distribution  est  homogène, 
et  les  densités  a  et  a'  sont  égales. 

Le  champ  total  est  nul  au  point  P  si  les  actions  des 
éléments  opposés  dS  et  dS'  sont  égales;  il  suffît  pour  cela  que 
l'on  ait  la  relation 

r^f(r)  —:  r''fir')  ^=  const., 

c'est-à-dire  que  les  forces  électriques  soient  en  raison  inverse 
du  carré  4?  1»  jistançe. 

La  loi  de  Coulomb  satisfait  donc  à  la  condition  d'équilibre 
sur  un  conducteur  sphérique  et  c'est  la  seule.  On  peut  le 

Éleclr.  et  Mxgn.  —  i.  a 
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voir  d'une  manière  simple  par  le  raisonnement  suivant  dû  à 
M.  Bertrand  (')■ 

Quel  que  soit  f{r),  on  peut  choisir  deux  valeurs  /-,  et  ;-a  telles 
qu'entre  ces  deux  valeurs  de  la  variable.  Je  produit  r^f(r)  soit 
toujours  croissant  ou  décroissant  quand  r  augmente. 

Construisons  une  sphère  (tig.  3)  dont  le  diamètre  soit  égal 
à  la  somme,  ri  +  fg,  et  considérons  le  point  P  qui  partage  le 
diamètre  dans  les  deux  segments  r,  et  rj.  Sur  ce  point,  fac- 
tion résultante  des  éléments  opposés  d'à  et  dS',  déterminés 
par  un  cône  d'ouverture  rfu,  est 

Toutes  les  valeurs  de  /■  et  de  ;■'  sont  comprises  entre  les 


limites  ri  et  rj  et,  sur  une  même  corde,  r  est  toujours  plus 
petit  que  r';  la  valeur  de  r^f{r),  relative  aux  éléments  de  la 
calotte  supérieure  DAC,  sera  toujours  plus  petite  ou  toujours 
plus  grande  que  celle  de  r'^f[r')  relative  à  ceux  de  la  partie 
inférieure  DBC  ;  il  en  sera  de  même  pour  l'action  totale  de 
ces  deux  calottes.  Le  champ  ne  peut  donc  être  nul,  à  moins 
que  r^f{r)  ne  soit  une  constante,  c'est-à-dire  que  la  fonc- 
Uon  f{r)  ne  soit  précisément  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance. 

Réciproquement,  Ia.distribution  superlîcielle  est  une  consé- 
quence de  la  loi  du  carré  de  la  distance.  En  efTet,  l'électrisa- 

[<)  J,  Beutrakh,  Journal  de  phyiiqae,  t.  li,  p.  41S,  1H73. 
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tioQ  d'une  sphère  isolée  se  compose  nécessairement  de  cou- 
ches concentriques  homogènes.  En  un  point  P  l'action  des 
couches  extérieures  est  nulle  ;  celle  du  noyau  de  rayon  OP  est 
dirigée  suivant  la  normale  OP  par  raison  de  symétrie.  Une 
masse  électrique  en  ce  point  ne  peut  être  en  équilibre,  puis- 
qu'elle serait  sollicitée  vers  la  surface. 

Si  te  fait  de  la  distribution  superficielle  de  l'électricité  sur 
le  conducteur  en  équilibre  est  établi  avec  une  grande  rigueur, 
la  loi  des  distances  sera  démontrée  au  même  degré  d'exac- 
titude. En  répétant  l'expérience  de  Cavendish  (7)  avec  des 
soins  particuliers,  Maxwell  a  constaté  qu'une  sphère,  après 
avoir  été  recouverte  par  des  calottes  hémisphériques,  ne 
conserve  pas  j^W  ^^  ^^  charge  primitive. 


La  méthode  de  Coulomb  est  loin  de  comporter  une  telle 
approximation. 

15.  Couches  BphériqueB.  —  L'aclion  d'une  couche  aphériqae 
homogène  sur  un  point  extérieur  est  la  même  que  si  toute  la 
charge  était  concentrée  au  centre  de  la  sphère. 

Soit,  en  effet,  une  surface  sphérique  S  (fig.  4)>  de  rayon  R, 
recouverte  d'une  couche  homogène  de  densité  a.  Son  action 
sur  le  point  extérieur  A  est  dirigée  suivant  la  droite  OA,  par 
raison  de  symétrie. 

Pour  un  élément  dS  situé  en  M,  à  la  distance  r  du  point  A, 
sur  une  droite  qui  fait  l'angle  a  avec  AO,  la  composante 

parallèle  à  OA  de  l'action  exercée  au  point  A  est    — j-  cos  a. 
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Considérons  le  point  A'  conjugué  de  A  par  rapport  à  la 
sphère,  c'est-à-dire  tel  qu'on  ait 

OA.OA'  =  R.,        ou        ^  =  i. 

Les  triangles  OMA'  et  OAM  sont  semblables,  comine  ayant 
un  angle  commun  en  0  et  les  côtés  adjacents  proportionnels; 
l'angle  OMA'  est  donc  égal  à  «. 

En  appelant  D  la  distance  OA  et  /■'  la  distance  A'M,  les 
mêmes  triangles  donnent  : 

r       p_    R 

Si  l'on  désigne  par  dbi  l'angle  du  cdne  qui  a  pour  sommet  le 
point  A'  et  pour  base  l'élément  dS,  on  a  donc 

adScosct         r'^dià         R* 
— 7i— =  °-r^  =  'Di''"' 

et  l'action  totale  de  la  sphère  est 


On  voit  que  l'action  est  la  même  que  si  toute  la  charge  Q  était 
concentrée  au  centre  de  la  sphère. 

Si  le  point  P  est  très  voisin  de  la  surface,  D  i=  R  et  l'action 
de  ta  couche  est  égale  à  4~'-  Comme  ce  résultat  est  indépen- 
dant du  rayon  de  ta  sphère,  on  doit  prévoir  qu'il  est  aussi 
vrai  pour  toute  autre  surface. 

La  composante  parallèle  à  OA  de  l'action  exercée  sur  le 
point  A  par  l'élément  d^  ne  dépend  que  de  l'angle  <^ii>;  elle  est 
donc  la  même  pour  un  élément  dS'  situé  en  M'  opposé  au  pre- 
mier par  rapport  au  point  Jr. 

Il  en  est  ainsi  pour  tous  les  éléments  de  la  calotte  CB'C, 
comparés  deux  à  deux  aux  éléments  de  la  calotte  CBC. 

Le  plan  GC  partage  donc  la  surface  de  la  sphère  en  deux 
parties  dont  les  actions  sur  le  point  P  sont  égales,  chacune 
d'elles  étant  la  moitié  de  celle  de  la  couche  totale. 
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A  mesure  que  le  point  A  s'éloigne,  les  deux  calottes  tendent 
à  devenir  égales;  s'il  est  infiniment  voisin  de  la  surface,  la 
calotte  antérieure  devient  infiniment  petite  et  son  action  sur 
un  point  inflniment  voisin  se  réduit  à  aro.  Ce  résultat  doit 
être  encore  vrai  pour  un  élément  de  surface  quelconque. 

16.  Sphère  formée  de  couchea  homogènes.  —  L'action 
exlérieure  d'une  sphère  formée  de  couches  concentrigaes 
homogènes  est  la  même  que  si  la  masse  totale  était  concentrée 
au  centre  de  la  sphère. 

Si  l'on  considère  un  point  P  intérieur,  à  la  distance  r  du 
centre,  on  peut  partager  la  masse  totale  en  deux  parties,  l'en- 
semble des  couches  extérieures  et  le  noyau  sphérique  de 
rayon  r.  L'action  des  couches  est  nulle  et  il  ne  reste  h  consi- 
dérer que  celle  du  noyau. 

Lorsque  la  densité  cubique  p  de  la  masse  agissante  est 
constante,  cette  action  intérieure  est  simplement  proportion- 
nelle à  la  distance,  car  elle  a  pour  expression 


1  4,  . 4 


r^p- 


3-'' 


Supposons  que  la  densité  en  un  point  soit  proportionnelle 
à  la  puissance  n  de  sa  distance  »  au  centre,  p  ~  au".  L'action 
sur  le  point  P  de  la  couche  d'épaisseur  du  est 

p^du^^w-*-^du 
et  l'action  totale 


-^r«" 


Cette  action  est  constante  pour  n=  —  i  ;  elle  augmente  ou 
diminue,  à  mesure  qu'on  s'éloigne  du  centre,  suivant  que  « 
est  plus  grand  ou  plus  petit  que  —  i . 

La  masse  totale  de  la  sphère  étant 
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on  peut  écrire 


D'une  manière  générale,  si  y  est  la  masse  extérieure  au 
noyau  du  rayon  r,  p,  la  densité  moyenne  de  la  sphère  entière 
et  p  la  densité  moyenne  des  couches  extérieures,  on  a 

ou,  en  appelant  Fi  l'action  ^^  sur  la  surface. 


■"-■^[-(-£)a- 


L'action  intérieure  peut  être  d'abord  croissante  à  partir  de 
la  surface,  puis  atteindre  un  maximum  et  devenir  ensuite  dé- 
croissante jusqu'au  centre.  C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple, 
pour  les  variations  de  la  pesanteur  dans  l'intérieur  du  globe. 
Il  faut,  pour  cela,  que  l'on  ait 


Si  l'épaisseur  R  — r  =  A  est  très  petite  par  rapport  à  R,  cette 
condition  peut  s'écrire 

La  densité  moyenne  de  la  terre  est  environ  5,3  et  celle  delà 
surface  a, 5;  la  condition  est  réalisée,  puisque 

P         2,5 

—  =  -^r-L,  —  0,45. 
P„         3,J 

17.  Système  de  mesures  C.  G.  S.  ~  L'emploi  d'unités  de 
mesure  arbitraires  dans  les  différents  problèmes  de  physique 
présente  le  grave  inconvénient  qu'il  est  souvent  impossible  de 
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comparer  les  expériences  et  q«e,  dans  les  cas  les  plus  favora- 
bles, cette  comparaison  ne  peut  être  faite  que  par  des  réduc- 
tions laborieuses. 

La  plupart  des  déterminations  numériques  dans  les  phéno- 
mènes se  ramènent  aux  unités  fondamentales  de  la  mécanique, 
c'est-à-dire  aux  unités  de  longueur,  de  temps  et  de  force  ou 
de  masse. 

Pendant  longtemps,  on  a  pris  comme  unité  de  force  le  poids 
d'un  corps,  tel  que  le  kilogramme  des  Archives;  mais  ce 
choix  ne  constitue  pas  un  véritable  étalon,  puisque  l'effort 
réel  exercé  par  un  tel  corps,  sur  un  plan  ou  sur  un  dynamo- 
mètre à  ressort,  dépend  de  la  valeur  actuelle  de  ta  gravité, 
c'est-à-dire  de  la  hauteur  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  ou 
de  la  latitude  à  laquelle  on  fait  l'expérience.  Une  seule  chose 
est  définie,  c'est  la  masse  du  corps  choisi  comme  étalon.  C'est 
en  raison  de  cette  difficulté  qu'il  convient  de  remplacer 
l'unité  de  force  par  une  unité  de  masse. 

Pour  l'étude  du  magnétisme,  et  en  particulier  du  magné- 
tisme terrestre,  Gauss  avait  pris,  comme  unités,  le  millimètre, 
la  masse  du  milligramme  et  ta  seconde  de  temps  moyen. 

Ces  unités  sont  généralement  trop  petites  dans  beaucoup  de 
phénomènes,  et  conduisent  A  représenter  les  valeurs  numéri- 
ques des  grandeurs  réelles  par  des  nombres  trop  grands. 

L'usage  se  répand  de  plus  en  plus  d'adopter  les  unités  pro- 
posées par  l'AsBociatioD  britannique,  qui  sont  le  centimètre, 
la  masse  du  gramme  et  la  seconde  de  temps  moyen. 

On  convient  alors  d'exprimer  une  grandeur  quelconque  par 
sa  valeur  numérique,  en  la  faisant  suivre  au  besoin  du  sym- 
bole C.  G.  S.  qui  rappelle  les  unités  fondamentales,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  de  désigner  par  un  nom  particulier  la  nature 
de  celte  grandeur. 

Deux  exceptions,  cependant,  se  sont  introduites  dans  ta 
pratique,  c'est  la  dyne  (Sûvavit;)  pour  l'unité  de  force,  et 
l'erjf  (IpYw)  pour  l'unité  de  travail.  Il  est  facile  d'établir  les 
relations  qui  existent  entre  ces  grandeurs  et  les  unités  habi- 
tuelles de  la  mécanique,  qui  sont  le  kilogramme  et  le  kilo- 
gramme-mètre. 

La  dyne  est  la  force  qui  agissant  sur  la  masse  du  grantme, 
lui  imprimerait  une  accélération  d'un  centimètre  par  seconde. 
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D'autre  pari,  le  poids  d'un  gramme  imprimerait  à  sa  propre 
masse  l'accélération  g  due  à  la  pesanteur,  c'est-à-dire,  à  Paris, 
g^iSi  ou  981  centimètres  par  seconde.  La  proportionnalité  des 
forces  aux  accélérations  donne  alors 


I  dyne  —  -5-  — i^—  =  i™b, 00008. 

'  981        0,981  y 

De  même,  un  erg  est  le  travail  d'une  dyne  sur  un  corps  qui 
se  déplace  d'un  centimètre  dans  la  direction  de  la  force, 
c'est-à-dire 


**  981100      9,81  X  loT      9,81x10' 

I  kitogramme-mëtre  —  9,81  x  10'  ergs. 

D'après  les  expériences  de  Joule,  l'équivalent  mécanique 
de  la  chaleur  serait  d'environ  4^5  kilogrammes-mètres  b  Paris; 
c'est  le  travail  nécessaire  pour  dégager  une  calorie,  c'est-à- 
dire  pour  élever  de  1°  centigrade  la  température  d'une  masse 
d'eau  pesant  un  kilogramme. 

Si  l'on  rapporte  la  calorie  à  la  masse  du  gramme,  ce  qu'on 
appelle  quelquefois  la  petite  calorie,  l'équivalent  de  la  chaleur 
devient  mille  fois  moindre.  En  désignant  cet  équivalent  par  J, 
on  aura  donc 

J  —  o,425''8"'  =  4,17  X  10'  ergs. 

Les  travaux  récents  semblent  indiquer  une  valeur  un  peu 
plus  élevée,  très  voisine  de  4,'9-io'  ergs,  ce  qui  correspon- 
drait à  4*7  kilogrammes-mètres  pour  la  calorie  rapportée  au 
kilogramme. 
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CHAPITRE    DEUXIÈME 


18.  Champ  électrique.  —  Lignes  de  force.  —  Laissant 
d'abord  indéterminée  la  loi  des  distances,  nous  admettrons, 
comme  un  fait  d'expérience,  que  l'action  de  deux  corps  élec- 
trisés  de  petites  dimensions  est  dirigée  suivant  la  droite  qui 
les  joint  et  ne  varie  qu'avec  la  distance,  en  un  mot  qu'elle 
satisfait  à  la  définition  des  forces  dites  centrales;  enfin, 
qu'elle  est  proportionnelle  (5)  au  produit  des  quantités  d'élec- 
tricité que  possèdent  les  deux,  corps. 

On  considère,  en  outre,  comme  évident,  que  l'action  réci- 
proque de  deux  corps  électrisés  se  ramène  au  calcul  des 
actions  qui  s'exercent  entre  les  masses  élémentaires  qui 
constituent  leurs  charges  électriques. 

Quelle  que  soit  encore  l'unité  à  laquelle  on  rapporte  les 
masses  électriques,  la  direction  et  l'intensité  du  champ  (ou  la 
force  électrique)  en  un  point  sont  la  direction  et  ta  grandeur 
de  l'action  F  que  subirait  l'unité  d'électricité  positive  placée 
en  ce  point;  l'action  du  champ  sur  une  masse  infiniment 
petite  dq  serait  Frfy.  Pour  un  système  déterminé,  la  force 
électrique  est  une  simple  fonction  des  coordonnées. 

Le  champ  n'existe  que  dans  les  diélectriques;  il  est  en 
général  illimité;  il  peut  être  aussi  limité,  par  exemple,  dans 
le  cas  où  toutes  les  masses  agissantes  sont  comprises  dans 
un  conducteur  fermé  :  la  surface  interne  du  conducteur  limite 
alors  le  champ. 

Une  ligne  de  force  dans  le  champ  électrique  est  une  ligne 
tangente  en  chaque  point  à  la  direction  du  champ.    Une 
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pareille  ligne  est  évidemment  continue  tant  qu'elle  ne  ren- 
contre pas  des  masses  agissantes;  elle  ne  peut  présenter  de 
points  anguleux  que  si  la  force  électrique  devient  nulle, 
auquel  cas  des  branches  difTérentes  peuvent  se  couper  au 
point  de  force  nulle. 

19.  Surfaces  de  niveau-  —  Supposons  que,  dans  un  sys- 
tème en  équilibre  électrique,  les  charges  soient  fixées  aux 
positions  qu'elles  occupent,  et  considérons  deux  points  quel- 
conques M  et  N  (fig.  5). 

Le  travail  produit  par  l'action  du  champ  sur  la  masse  q,  qui 
irait  de  M  en  N,  est  égal  et  de  signe  contraire  au  travail  qui 
correspond  à  la  marche  inverse  de  N  en  M  par  le  même 


chemin.  Ces  travaux  sont  d'ailleurs  indépendants  de  la  tra- 
jectoire suivie,  d'après  l'hypothèse  même  des  forces  centrales. 
S'il  en  était  autrement,  il  serait  possible,  en  faisant  circuler 
la  masse  q  entre  les  points  M  et  N,  par  deux  chemins  dififé- 
rents,  d'obtenir  un  travail  positif  supérieur  au  travail  négatif 
pour  chacun  des  cycles,  c'est-à-dire  de  trouver  ainsi  la  solu- 
tion du  mouvement  perpétuel. 

Pour  un  élément  da  du  chemin  parcouru,  faisant  l'angle  s 
avec  ta  force  électrique  F,  que  nous  appellerons  souvent  le 
champ,  pour  abréger  te  discours,  le  travail  est  ^ Fc^cose.  Si 
deux  points,  tels  que  M  et  P,  sont  tellement  placés  que  l'on 
puisse  tracer  de  l'un  6  l'autre  un  chemin  qui  soit  en  chaque 
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point  perpendiculaire  à  la  direction  du  champ,  le  travail  élé- 
mentaire et  le  travail  total  sont  nuls.  L'ensemble  des  trajec- 
toires émanant  du  point  M  et  qui  satisfont  à  cette  condition 
constituent  une  surface  de  nioeau  électrique.  Donc 

Une  surface  de  niveau  électrique  est  orthogonale  aux  ligne» 
de  force.  Le  travail  nécessaire  pour  déplacer  une  masse 
électrique  d'un  point  à  un  autre  de  cette  surface  est  nul,  quel 
que  soit  d'ailleurs  le  chemin  suivi. 

20.  Potentiel-  —  Force  électromotrice.  —  Le  point  N  étant 
supposé  invariable,  le  travail  qui  correspond  au  chemin  MN 
ne  dépend  que  des  coordonnées  du  point  M.  Ce  travail  est 
le  même  pour  un  chemin  quelconque  PN,  si  le  point  P  est 
situé  sur  la  surface  de  niveau  S  qui  passe  par  le  point  M, 
puisque  le  travail  relatif  au  chemin  MP  est  nul;  on  peut  donc 
le  représenter  par  yV,  V  désignant  une  fonction  des  coor- 
données qui  a  une  valeur  constante  sur  toute  la  surface  de 
niveau  S.  La  fonction  V  joue  un  rôle  capital  dans  l'étude  des 
phénomènes  électriques  ;  c'est  ce  que  l'on  appelle  le  potentiel 
sur  la  surface  S. 

Sur  la  surface  de  niveau  S,  qui  passe  par  un  autre  pointMi, 
le  potentiel  a  une  autre  valeur  V,.  Le  travail  relatif  au  che- 
min MMi  est  la  différence  des  travaux  qui  correspondent  & 
deux  chemins  quelconques  allant  de  M  en  N  et  de  M,  en  N, 
c'est-à-dire  yCV  — V,).  En  d'autres  termes. 

Le  travail  relatif  au  déplacement  de  l'unité  d'électricité  posi- 
tive entre  deux  points  quelconques  de  deux  surfaces  de  niveau 
est  constant;  c'est  la  différence  V  — Vi  des  polentiels  de  ces 
deux  surfaces. 

Si  l'on  suppose  que  les  points  considérés,  tels  que  P  etPi, 
soient  sur  une  même  ligne  de  force,  laquelle  est  normale  à 
toutes  les  surfaces  de  niveau  qu'elle  rencontre,  le  travail 
relatif  à  un  élément  dn  de  celte  ligne  est  Pdn,  ce  qui  donne 


-f^ 


Entre  deux  surfaces  de  niveau,  le  travail  ?(V  — V,)  subi  par 
une  masse  électrique  se  présente,  comme  celui  de  la  pesan- 
teur, sous  la  forme  d'un  produit  de  deux  facteurs  :  l'un  de 
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ces  facteurs  q  correspond  au  poids  du  corps,  et  l'autre  V  —  V| 
à  la  hauteur  de  chute. 

Une  charge  électrique  positive,  ahandonnée  à  elle-même 
dans  un  champ,  tend  à  marcher  suivant  une  ligne  de  force, 
abstraction  faite  de  la  vitesse  acquise,  vers  les  points  où  le 
potentiel  est  plus  faible  ;  une  charge  négative  marcherait  vers 
les  hauts  potentiels. 

Dans  tous  les  cas,  la  différence  de  potentiel  V  — Vi  entre 
deux  points  peut  être  considérée  comme  la  cause  du  mouve- 
ment de  l'électricité  ;  on  ta  désigne  souvent  sous  le  nom  de 
force  êlectromolrice. 

Les  potentiels  définis,  comme  on  l'a  fait,  par  le  travail 
relatif  au  mouvement  d'une  masse  électrique  qui  marche  vers 
le  point  N,  dépendent  évidemment  des  coordonnées  de  ce 
point,  mais  par  une  quantité  constante,  qui  disparaît  dans  la 
différence  V  — Vi,  puisque  celle-ci  est  défmie  par  les  surfaces 
S  et  S,.  Les  potentiels  n'interviennent  d'ailleurs  dans  les 
phénomènes  que  par  leurs  différences. 

2i.  Expression  du  champ  par  le  potentiel.  —  Si  l'on  consi- 
dère une  surface  de  niveau  S' infiniment  voisine  de  S,  et  que 
dn  soit  la  distance  PP'  de  ces  surfaces  au  point  P,  on  a 

Fdn  =  V  _  V 1^  -  (V  -  V)  =  -  dV, 

Ainsi,  la  force  électrique,  ou  le  champ  en  un  point,  est  la 
dérivée,  prise  en  signe  contraire,  du  potentiel  V  par  rapport 
à  la  normale  à  la  surface  de  nioeau  qui  passe  en  ce  point. 

Si  l'unité  de  masse  se  déplace  suivant  une  direction  quel- 
conque P.C  d'une  quantité  dx,  et  que  X  soit  la  composante  du 
champ  parallèle  à  cette  direction,  le  travail  est  Xdi.  La  dif- 
férence correspondante  V  — V  est  l'accroissement  relatif  au 
seul  changement  de  la  variable  jr.  En  désignant  les  dérivées 
partielles  par  le  symbole  à,  pour  éviter  toute  confusion,  on  a 
donc 

àV 
Xd.r  =  -  (V  -  V)  ^  -  ^  d.v. 
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POTENTIEL. 


Si  l'on  applique  la  même  règle  à  trois  coordonnées  rectan- 
gulaires, il  en  résulte 


w 


c'est-à-dire  que  la  composante  du  champ  sutvanl  une  direc- 
tion quelconque  est  égale  el  de  signe  contraire  à  la  dérivée 
partielle  du  potentiel  relative  à  cette  direction. 
Le  champ  lui-même  aura  pour  expression 

22.  Potentiel  pour  la  loi  du  carré  des  distances.  —  L'exis- 
tence du  potentiel  et  l'exactitude  des  propriétés  qui  précèdent 
sont  indépendantes  de  la  loi  suivant  laquelle  varientles  actions  ■ 
élémentaires  avec  la  distance. 

Quand  on  admet  la  loi  de  Coulomb  (11),  avec  les  unités 
électrostatiques,  le  potentiel  s'exprime  d'une  manière  très 
simple  en  fonction  des  masses  électriques  et  des  distances. 

Supposons  d'abord  que  le  système  électrique  se  réduise  à 
une  quantité  positive  q  localisée  au  point  0.  En  un  point  P 

situé  à  la  distance  /-,  le  champ  est  -^  et   dirigé   suivant   la 

droite  OP.  Les  surfaces  de  niveau  sont  des  surfaces  sphéri- 
ques  ayant  pour  centre  le  point  0  et  l'on  a 


Le  potentiel  n'ayant  été  défini  qu'à  une  constante  près,  par 
la  notion  du  travail,  on  peut  égaler  à  zéro  In  constante  de 
cette  dernière  équation,  c'estrà-dire  admettre  que  le  potentiel 
de  la  masse  (j  est  nu!  à  t'inlini.  Ce  potentiel  à  la  distance  r  est 
donc  le  quotient  de  la  masse  par  k  distance. 

S'il  existe  plusieurs  masses  différentes  e/,  q',  q'...  respecti- 
vement localisées  aux  points  0,  O',  0'...,  le  travail  relatif  au 
déplacement  de  l'unité  d'électricité  est  la  somme  des  travaux 
qui  correspondent  à  chacune  des  masses.  Pour  un  point  P 
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situé  aux  distances  r  de  q,  >■'  de  y',  r°de  q",...  la  valeur  du 
potentiel  est  donc 

(3)       v=î+i:+c+ =sz. 


En  d'autres  termes,  le  polenliel  d'an  système  électrique  en 
un  point  est  la  somme  des  quotients  de  chacune  des  masses  par 
sa  distance  au  point  considéré. 

Le  potentiel  V  tend  à  s'annuler  k  une  distance  très  éloignée 
du  système  des  masses  électriques;  il  devient  rapidement 
nul,  en  particulier,  lorsque  la  somme  algébrique  des  masses 
agissantes  est  égale  à  zéro. 

23.  Équilibre  électrique  des  condncteors.  —  Lorsque  les 
charges  électriques  sont  situées  dans  les  corps  isolants,  ou 
.  diélectriques,  elles  ne  peuvent  se  déplacer  qu'avec  la  matière 
pondérable.  Dans  les  conducteurs,  qui  laissent  un  libre  pas- 
sage à  l'électricité,  le  champ  doit  être  nul  pour  l'état  d'équi- 
libre. Les  dérivées  du  potentiel,  qui  représentent  les  compo- 
santes du  champ,  sont  donc  nulles;  par  suite,  le  polenliel  est 
constant  dans  toute  l'étendue  d'un  conducteur  en  équilibre. 

La  surface  même  du  conducteur,  qui  jouit  également  de 
cette  propriéte,  est  aussi  une  surface  de  niveau,  à  laquelle 
les  forces  extérieures  sont  normales.  Donc  : 

Les  lignes  de  force,  dans  le  diélectrique,  émanent  normale- 
ment des  conducteurs  et  y  aboutissent  suivant  une  direction 
normale. 

La  Terre  étant  un  corps  conducteur,  son  potentiel  doit 
être  considéré  comme  constant. 

Si  la  masse  totale  d'électricité  qui  existe  sur  la  Terre  et 
dans  le  voisinage  de  sa  surface  était  nulle,  le  potentiel  du  sol 
serait  nul.  On  ne  peut  pas  affirmer  qu'il  en  soit  ainsi,  mais 
les  potentiels  n'intervenant  dans  les  expériences  que  par  leurs 
différences,  il  est  permis  d'admettre  que  te  potentiel  du  sol 
est  nul,  d'où  résulte  la  définition  suivante  : 

Le  potentiel  d'un  système  électrique  en  an  point  est  le  tra- 
vail que  subirait  l'unité  d'électricité  positive  en  allant  de  ce 
point  à  la  surface  du  sol,  par  an  chemin  quelconque. 

C'est  le  travail  qu'il  faudrait  dépenser  pour  amener  au  point 
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considéré  l'unité  de  niasse  électrique  positive  depuis  un  poiot 
quelconque  de  la  surface  du  sol. 

24.  Flux  de  !orce.  —  Soit  S  (Gg.  6)  une  surface  arbitraire  et  6 
l'angle  que  fait  le  champ  F  en  un  point  M  avec  la  normale  N  à 
la  surface  ;  la  composante  normale  du  champ  est  Fn  =  F  cos  El. 

On  appelle  quantité  de  force,  ou  flux  de  force,  au  travers 
de  l'élément  rfS  au  voisinage  du  point  M,  le  produit  de  l'élé- 
ment par  la  composante  normale  du  champ,  c'est-à-dire 

F„<iS^FdScose. 

Le  flux  de  force  par  unité  de  surface  est  égal  numérique- 
ment à  la  composante  normale  du  champ. 
Cette  expression  de  flux  de  force  a  pour  origine  le  phéno- 


■»f-  '■ 


mène  de  l'écoulement  des  fluides.  Si  l'on  imagine  qu'un 
liquide,  à  l'état  de  régime  permanent,  traverse  l'élément  dS 
avec  une  vitesse  F,  le  produit  F^rfS  représente  le  volume  de 
liquide  qui  coule  au  travers  de  l'élément  dS  pendant  l'unité 
de  temps,  ou,  plus  brièvement,  le  flux  de  liquide  correspon- 
dant à  cet  élément. 

Les  propriétés  suivantes  justifieront  complètement  cette 
analogie  du  flux  de  force  et  du  flux  de  liquide. 

La  notion  des  lignes  de  force  est  due  à  Faraday,  et  cet 
éminent  physicien  a  montré  tout  le  parti  qu'on  en  peut  tirer 
dans  l'étude  des  phénomènes  électriques.  Faraday  appelait 
nombre  de  lignes  de  force  ce  que  nous  désignons  ici  par  flax 
de  force.  La  dénomination  de  flux  semble  préférable,  d'abord 
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pour  simplifier  le  langage,  et  ensuite  parce  que  cette  expres- 
sion correspond  mieux  au  caractère  de  continuité  que  pré- 
sente la  grandeur  que  l'on  veut  évaluer. 

25.  Cas  d'ane  saiiace  fermée.  —  Supposons  que  le  champ  F 
soit  produit  par  une  masse  q,  située  en  P  à  la  distance  r  de 
l'élément  de  surface  d^,  et  désignons  par  clu  l'aire  apparente 
de  cet  élément  vu  du  point  P. 

Les  relations  F=:-^  et  rfScos9  =  /-*(i(i)  donnent 

FdS  cos  û  ~  qd>ù. 

Si  l'élément  rfS  fait  partie  d'une  surface  fermée  S,  à  laquelle 
la  masse  q  est  extérieure,  le  cône  dm  découpe  aussi  en  M'  ua 
autre  élément  rfS',  sur  lequel  le  flux  de  force  a  la  même 
valeur  qdui. 

Considérant  comme  positives  les  composantes  normales 
du  champ  dirigées  vers  l'extérieur  de  la  surface  S,  et  comme 
négatives  celles  qui  sont  dirigées  vers  l'intérieur,  les  llux  de 
force  auront  des  signes  correspondants.  La  somme  algébrique 
des  flux  de  force  relatifs  aux  éléments  dS  et  d^',  déterminés 
par  le  même  cdne  dui,  est  donc  nulle,  et  il  en  est  de  même 
pour  tous  les  éléments  analogues.  Par  suite,  le  flux  total  de 
force,  émané  de  la  masse  extérieure  q  et  qui  sort  de  la  sur- 
face S,  a  une  valeur  nulle. 

Lorsque  la  surface  continue  S  n'est  pas  entièrement  convexe, 
la  droite  PM  peut  la  couper  eu  un  nombre  pair  de  points  ;  les 
flux  relatifs  à  tous  les  éléments  déterminés  par  le  uône  diin 
ont  la  valeur  constante  qdtn,  mais  on  doit  les  considérer 
alternativement  comme  positifs  et  négatifs,  de  sorte  que  leur 
somme  algébrique  est  encore  nulle. 

Si  la  masse  q  est  située  dans  l'intérieur  de  la  surface  S,  le 
flux  de  force  relatif  à  l'élément  rfS  est  aussi  f/dw,  mais  alors 
ce  flux  conserve  le  même  signe  pour  tous  les  éléments,  et  le 
flux  total  relatif  à  l'ensemble  des  cônes  tiu  qui  correspondent 
à  la  surface  entière  est 


■'I' 


-Ik-h- 


En  d'autres  termes,  le  flux  total  de  force  qui  émane  d'une 

DigmzcdbyGoOglC 


POTENTIEL. 


matse  électrique,  dans  toutes  les  directions,  est  le  produit  de 
cette  masse  par  4"  • 

Il  est  clair  que,  si  la  surface  S  présente  des  parties  concaves, 
ie  cône  rfw  dirigé  dans  un  sens  peut  découper  un  oombre 
impair  d'éléments  pour  lesquels  la  somme  algébrique  des 
flux  de  force  est  encore  qdia. 

Supposons  maintenant  que  le  système  électrique  soit  cons- 
titué par  des  masses  quelconques,  les  unes  extérieures,  et  les 
autres  intérieures  k  la  surface  S. 

La  composante  normale  F„  du  champ  résultant  est,  en 
chaque  point,  la  somme  algébrique  des  composantes  nor- 
males relatives  k  toutes  les  masses  agissantes;  le  flux  de 
force  sur  l'élément  dS  est  aussi  la  somme  des  flux  produits 
par  ces  diEférentes  masses.  Par  suite,  le  flux  total  relatif  à  la 
surface  fermée  S  est  la  somme  des  flux  qui  correspondent 
séparément  h  toutes  les  masses. 

Comme  le  flux  produit  par  chacune  des  masses  extérieures 
est  nul,  et  que  celui  d'une  masse  intérieure  q  est  4^f<  le  flux 
total  de  force  qui  sort  de  la  surface  est,  en  désignant  par  Q 
la  somme  des  masses  intérieures, 

(6)  î^4-:i:î-4-Q. 

Ainsi,  dans  un  champ  électrique,  le  flux  total  de  force 
qui  sort  d'une  surface  fermée,  c'est-à-dire  l'excès  du  flux 
des  forces  qui  sortent  sur  le  (lux  des  forces  qui  entrent,  est 
le  produit  de  4'^  par  la  quantité  d'électricité  située  à  l'intérieur 
de  la  surface. 

Ce  flux  est  d'ailleurs  la  somme  des  valeurs  FadS  relatives 
h  chaque  élément.  En  remplaçant  la  composante  normale  du 
champ  par  sa  valeur  en  fonction  du  potentiel,  l'équation  (6) 
peut  s'écrire 


(-)  ,  =  4=Q-/F.rfS  =  -J| 


On  peut  en  faire  immédiatement  une  application.  Suppo- 
sons qu'une  sphère,  soustraite  à  toute  action  étrangère,  pos- 
sède une  chaîne  électrique  Q,  distribuée  uniformément  sur 

Êttclr.  el  Magn.  —  r.  3 
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-  la  surface  ou  répartie  en  couches  concentriques  homogènes. 
Sur  une  surface  spbérîque  extérieure  de  rayon  r,  ]e  champ  F 
est  normal  en  chaque  point,  par  raison  de  symétrie,  et  le  flux 
total  de  force  a  pour  expression 


4T.r'F  =  iTÇl,      d'où      F=^- 

L'action  extérieure  de  la  sphère  considérée  est  donc  la 
même  que  si  toute  la  masse  agissante  était  conceatrée  au 
centre,  propriété  qu'on  avait  établie  déjà  (15)  par  des  consi- 
dérations directes. 

Le  potentiel  extérieur  de  la  sphère  est  aussi  le  même  que 
si  toute  la  masse  était  concentrée  au  centre. 

26.  Équations  de  Laplace  et  de  Poisson.  —  Le  flux  de  force 
qui  sort  d'un  élément  de  volume  dxdjdz  peut  s'exprimer  en 
fonction  des  composantes  X,  Y  et  Z  du  champ  électrique 
et  de  leurs  dérivées. 

Le  flux  qui  entre  par  la  face  dy  dz  de  cet  élément  de  volume 
est  "^iyiz,  et  celui  qui  sort  par  la  face  opposée 


X  +  ^ii 


'^djdz; 


pour  ces  deux  faces,  l'excès  du  flux  sortant  est  -p  dxdjdz. 

En  répétant  le  même  raisonnement  pour  les  deux  autres  , 
systèmes  de  faces,  on  voit  que  le  flux  total  de  force  qui  sort 
de  l'élément  a  pour  expression 

Si  le  milieu  renferme  des  masses  agissantes  distribuées 
d'une  manière  continue,  et  que  p  soit  la  densité  au  point 
considéré,  la  masse  comprise  dans  l'élément  de  volume  est 
pdxdjrdz;  comme  le  flux  de  force  sortant  est  égal  au  produit 
de  cette  masse  par  4^,  il  en  résulte 

,.,       dX      d\'      dZ  /d'W      d»V      d^\\      , 
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Lorsque  la  densité  p  est  nulle,  on  a 


,  ,  d\      d\      dZ 


c'est  ce  qu'on  appelle  Vèqualion  de  continuiU  du  vecteur  F, 
dont  les  composantes  rectangulaires  sont  X,  Y  et  Z. 

La  somme  des  trois  dérivées  secondes  partielles  du  poten- 
tiel V  par  rapport  aux  coordonnées  est  une  quantité  qui  in- 
tervient souvent  dans  les  calculs  ;  en  la  représentant  par  JlV, 
pour  abréger  l'écriture,  on  peut  écrire 

(lo)  AV--4-P- 

Si  la  densité  p  des  masses  agissantes  est  nulle  au  point 
considéré,  l'équation  se  réduit  à 

(il)  àS=.o. 

Ainsi,  la  somme  des  dérivées  partielles  des  composantes  du 
champ  par  rapport  aux  coordonnées  correspondantes,  ou  la 
somme  des  trois  dérivées  secondes  partielles  du  potentiel, 
prises  en  signe  contraire,  est  égale  en  chaque  point  au  produit 
de  4i^  par  la  densité  de  la  masse  agissante. 

Sous  la  seconde  forme  (i  i),  ce  théorème  avait  été  énoncé 
par  Laplace,  dans  un  mémoire  sur  la  théorie  de  l'anneau  de 
Saturne;  l'équation  plus  générale  (lo)  est  due  k  Poisson. 

Dans  un  corps  conducteur  en  équilibre,  le  champ  doit  être 
nul.  Les  dérivées  premières  du  potentiel  étant  toujours  nulles. 
il  en  est  de  même  des  dérivées  secondes  ;  il  en  résulte  AV  =  o 
et,  par  suite,  p  =  o.  Il  ne  peut  donc  exister  aucune  masse 
électrique  à  l'intérieur  d'un  conducteur  en  équilibre,  quelles 
que  soient  les  conditions  de  l'expérience,  et  la  distribution 
est  purement  superËcielle  (ii). 

Réciproquement,  il  est  aisé  de  voir  que  la  loi  du  carré  de  la 
distance  est  la  seule  qui  satisfasse  à  l'équation  de  Laplace. 
En  efTet,  le  potentiel  V  d'une  masse  unique  à  la  distance  r  est 
une  fonction  f{r)  de  la  distance.  En  prenant  des  axes  rectan- 
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gulaires  passant  par  la  masse  prise  comme  origine,  on  a 


r«-(-?)®- 


La  somme  des  expressions  semblables  relatives  aux  trois 
coordonnées  donne 

iv=r«+'fM=^^r '■■''■'<'■'■ 

Pour  que  cette  expression  soit  nulle,  il  faut  que  le  pro- 
duit r^f'^r)  soit  une  constante,  et  l'on  peut  écrire 

/"M 

Le  champ  produit  par  la  masse  considérée  est  donc  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance  et  le  potentiel,  à  une 
constante  près,  en  raison  inverse  de  la  distance. 

27.  Dérivéessecondea  du  potentiel  sar  une  surface  de  niveau. 
—  Si  les  surfaces  de  niveau  sont  des  sphères  concentriques, 
le  champ  F  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  r  au 
centre  commun,  puisque  le  flux  de  force  est  constant  au  tra- 
vers des  surfaces  successives  ;  on  a  donc 

d'V      aA       aF 


Prenant  l'axe  desz  suivant  la  normale  à  la  surface,  les  deux 
autres  seront  dans  le  plan  tangent  ;  en  comptant  l'axe  des  z 
dans  le  sens  de  la  force,  it  vient 

d>\  _  aF 
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et,  par  suite,  d'après  le  théorème  de  Laplace, 

d^\  _  â»\  _      F 
dx^  ~  dy*  ~       r' 

Si  la  surface  de  niveau  est  de  forme  quelconque,  on  voit 
aisément  que  la  dérivée  seconde  du  potentiel  suivant  la  tan- 
gente à  une  section  normale  est  la  même  que  pour  le  cercle 
osculateur  correspondant.  L'axe  des  z  étant  toujours  normal, 
et  les  deux  autres  suivant  les  tangentes  aux  sections  princi- 
t)ales  dont  les  rayons  de  courbure  sont  Ri  et  Rt,  on  aura 

(>*V__F       d'V_       F 
dx'~      R,'     ^  "~      R,' 


et,  par  suite. 


-<h 


28.  Formule  de  Green.  —  La  masse  totale  Q  d'électricité 
que  renferme  une  surface  est  la  somme  des  charges  pdc  des 
différents  éléments  de  volume.  L'équation  (7)  peut  donc 
s'écrire,  en  tenant  compte  de  (10), 

(la)  r^rfS  =  -  f^%pdv=  C^Vd». 

Cette  équation  est  un  cas  particulier  d'une  formule  plus 
générale  due  à  Green. 
Considérons  l'intégrale 

dans  laquelle  U  et  V  sont  des  fonctions  Hnies  et  continues 
des  coordonnées.  Cette  intégrale,  étendue  au  volume  enve- 
loppé par  une  surface  fermée  S,  se  compose  de  trois  termes 
semblables,  que  l'on  peut  intégrer  par  parties  de  la  manière 
suivante  : 
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Dans  le  second  membre  Tîniégrale  doit  être  étendue,  pour 
le  premier  terme,  à  toute  la  surface  S  et,  pour  le  second,  au 
volume  limité  par  cette  surface.  En  opérant  de  même  pour 
les  autres  coordonnées,  la  somme  des  iatégrales  relatives  h  la 
surface  S  sera 

Or,  si  l'on  considère  V  comme  un  potentiel,  ce  qui  n'enlève 

rien  àla  généralité  delà  démonstration,  l'expression  —  —djdz, 

ou  Xdjdz,  représente  le  flux  de  force  qui  traverse  l'élément 
de  surface  djdz,  c'est-à-dire  la  projection  d'un  élément  dS  de 
la  surface  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  s.  Il  en  est 
de  même  pour  les  autres  termes,  de  sorte  que  la  parenthèse 
représente,  au  signe  près,  le  flux  de  force  qui  traverse  cet 
élément  de  surface.  Cette  parenthèse  est  donc  égale  à  —F^dS, 


Cette  formule,  due  à  Green,  conduit  immédiatement  à  plu- 
sieurs conséquences  importantes. 

Si  l'on  permute  les  fonctions  U  et  V,  et  que  l'on  prenne 
ensuite  la  différence  des  expressions  analogues,  le  dernier 
terme  disparaît  ;  il  reste  alors 

(■4)       J(UiV-ViU)*=J(u^-V^)iS. 

En  y  faisant  U  =  i,  on  retrouve  l'équation  précédente  {la). 
Lorsque  les  fonctions  U  et  V  sont  identiques,  il  vient 

,„/v.v../vS.s-/[(-)v(-)v(£y].. 

Si  la  fonction  V  est  le  potentiel  d'un  système  électrique,  la 
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parenthèse  du  dernier  terme  représente  le  carré  du  champ  F, 
ce  qui  donne 

(i6)  f\àYds'^:  fv^rfS-  fF'di-, 

ou,  d'après  le  théorème  de  Poisson, 

(17)  4r.  Cwpdp  =.-  Ç\^dS-t-  Cv^di: 

Lorsque  les  fonctions  ne  renferment  que  deux  variables  a:  etf, 
ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  dans  l'étude  des  propriétés  d'un 
ensemble  de  cylindres  indéfinis,  parallèles  h  l'axe  des  z,  si  l'on 
appelle  dS  un  élément  de  surface  dxdy,  et  da  un  élément  de 
contour  de  la  courbe  qui  limite  le  système,  les  équations 
deviennent 


(i4)'         Au  AV  -  V AUyS  r^  r^U  ^ 


29.  Théorème  de  Stokea.  —  Si  l'on  considère  une  courbe 
fermée  dans  un  champ  électrique,  et  deux  surfaces  différentes 
ayant  cette  courbe  comme  contour  commun,  le  flux  de  force 
est  le  même  pour  ces  deux  surfaces,  pourvu  qu'il  n'y  ait  pas 
de  matière  agissante  dans  l'intervalle;  ce  flux  est  donc  indé- 
pendant de  la  forme  de  la  surface,  et  doit  pouvoir  s'exprimer 
en  fonction  des  valeurs  du  champ  sur  le  contour. 

Plus  généralement,  soient  i^,  G,  H  les  composantes  rectan- 
gulaires d'un  oectear  J,  fonction  des  coordonnées,  c'est-à-dire 
d'une  quantité  défînie  par  sa  grandeur  et  sa  direction.  Ima- 
ginons qu'un  mobile  suive  une  courbe  C  dans  un  sens  déter- 
miDé.  Pour  un  élément  ds  du  trajet,  où  le  vecteur  /  fait 
l'angle  t  avec  la  vitesse  du  mobile,  le  produit  /(^cose,  qui 
représente  le  travail  élémentaire  d'une  force  /,  est  égal  à  la 
somme  des  travaux  relatifs  aux  composantes  F,  G  et  H.  Le 
travail  T  correspondant  à  une  étendue  fluie  de  la  trajectoire. 
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ou  rint^rale  du  vecteur  suivaut  cette  ligna,  a  donc  l'une 
des  deux  expressions 

(i8)  T=  fjdscosi^.  ÇiFdx+Gdy-^Hdz). 

Si  la  courbe  C  est  fermée,  on  peut  imaginer  qu'elle  forme  le 
contour  d'une  surface  arbitraire  S,  dont  l'une  des  faces  sera 
considérée  comme  positive,  l'autre  négative.  Pour  fixer  les 
idées,  on  appellera  aens  direct  du  mouvement  sur  la  courbe 
celui  d'un  mobile  qui  aurait  la  face  positive  à  sa  gauche. 

Supposons  maintenant  que  l'on  partage  la  surface  S  en  un 
nombre  quelconque  de  parties,  et  que  leurs  contours  soient 
parcourus  dans  le  sens  direct.  Chacune  des  portions  de  courbe 
séparant  deux  aires  voisines  sera  parcourue  dans  deux  sens 
difTérents,  suivant  qu'elle  sera  considérée  comme  appartenant 
à  l'un  ou  l'autre  des  contours.  Si  donc  on  applique  l'intégrale 
précédente  k  toutes  les  parties  de  la  surface,  les  termes  rela- 
tifs aux  trajets  intérieurs  disparaissent,  il  ne  reste  que  les 
termes  correspondant  au  contour  extérieur. 

Cette  considération  permet  de  transformer  l'intégrale  T  en 
un  fiox  au  travers  de  la  surface  S,  c'est-à-dire  en  une  inté- 
grale sur  la  surface. 

Appelant  X,  Y  et  Z  les  composantes  d'un  vecteur  F,  fonc- 


tion des  coordonnées,  de  direction  telle  qu'il  entre  par  la  face 
négative  de  la  surface  S,  le  flux  de  ce  vecteur  qui  traverse  la 
surface  est  la  somme  des  flux  relatifs  aux  trois  projections  de 
la  surface. 
Pour  un  élément  de  surface  ABCD  (lîg.  7)  rectangulaire, 
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dont  les  câtés  sont  èiy  &\.iz,  le  flux  du  vecteur  F  est  "^Ldydz. 
Le  contour  de  l'élément  étant  parcouru  dans  le  sens  direct, 
indiqué  par  les  flèches,  si  F,  G  ci  H  sont  les  composantes 
du  vecteur  /  au  centre  0  de  l'éiément,  la  composante  paral- 
lèle à  l'axe  des  z  est  égale  à  H —  dy  sur  le  côté  AB,  de 

longueur  dz,  et  le  travail  I // —  -r—  ^J]  *'-■  Sur  le  côté 
opposé  CD,  où  le  mouvement  a  lieu  en  sens  contraire,  le  tra- 
vail est  —  (  H-^-  -  -T-  dy\  dz;  la  somme  de  ces  travaux  est 

donc  — -;—   drdz. 

Sur  les  deux  autres  côtés  DA  et  BC,  le  travail  de  la  com- 
posante G  est  -H  -p  dz  dy. 

Si  l'on  choisit  le  vecteur  F  de  façon  que  le  flux  au  travers 
de  l'élément,  c'est-à-dire  y^dydz,  soit  égal  &  la  ligne  intégrale 
de  /  le  long  du  contour,  il  en  résulte 


En  permutant  les  lettres,  on  obtiendra  une  relation  ana- 
logue pour  les  autres  composantes,  ce  qui  donne 


x= 

àG 

ÔH 

"  àz 

"•»)-' 

Y  = 

ôH 

ÔF 

~  ds 

dz' 

àF 

àG 

Z  - 

~àx~ 

àx' 

(■9) 

Le  Bux  fi  du  vecteur  F  dans  la  surface  considérée,  étant 
égal  au  travail  T  du  vecteur  /  sur  le  contour,  pourra  donc 
se  représenter  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  expressions 

ç  =  Ç{Fdj:  -+-  Gdy  -^  Hdz)  =  ÇÇiXdxdz-i-^dzda:  ■+-  Idxdy), 
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les  composantes  X,  Y  et  Z  étant  remplacées  par  leurs  valeurs 
(■9)  en  fonction  des  composantes  du  vecteur  /. 

Inversement,  le  flux  du  vecteur  F  (X,  Y,  Z)  dans  la  surface  S 
peut  s'exprimer  par  la  ligne  intégrale  d'un  vecteur  /  le  long 
du  contour.  Mais  ce  vecteur  n'est  pas  entièrement  déterminé, 
les  équations  (19)  ne  donnant  que  les  différences  des  dérivées 
partielles  des  composantes  ;  il  n'en  peut  d'ailleurs  être  autre- 
ment, puisqu'il  est  permis  d'ajouter  sur  le  contour  un  vecteur 
quelconque  dont  la  ligne  intégrale  soit  nulle. 

On  a  aussi 

àz       i)f       âxdf      àxôz       \dj:^       ôy^  ) 


membre  peut  s'écrire 

ax  \dcr       or        oz  J  dx 

en  posant 

,,      dF     ÔG      àH 
as      oy       az 

Le  même  raisonnement  appliqué  aux  autres  coordonnées 
donne  les  trois  équations 


<)Y 

<ÎZ 

de 

d=  " 

63- - 

^  dx 

-^F, 

dZ 

à\ 

m 

-AG, 

dx 

as  ' 

"à. 

dX 

dY 

de 

-\H. 

ij' 

ilx  ' 

ù:  ~ 

M 


Désignant  par  U  une  fonction  quelconque  des  coordonnées, 
les  équations  (19)  seront  encore  satisfaites  si  l'on  remplace  le 
vgeteur  primitif/  par  un  autre  vecteur  /'  (/",  G',  H')  dont  le» 
composantes  sont 

ax  oy  az 
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On  a,  en  elTet,  pour  l'une  quelconque  de  ces  équations, 

OG'       dH'  _  dG      OH 
dz        dy  ~~  dz        dy 

et  la  valeur  Q'  de  la  fonction  6  relative  au  vecteur  /'  est 

e' 1=8+ AU. 

Or,  on  peut  toujours  égaler  à  zéro  la  quantité  6'  — AU,  ce 
qui  revient  à  prendre  pour  la  fonction  U  le  potentiel  d'un 
système  dont  la  densité  p  en  chaque  point  est  définie  par  la 
condition  6'-t-4"P  =  o-  H  en  résulte  ©  — o,  c'est-à-dire  que 
le  vecteur  /satisfait  à  l'équation  de  continuité;  la  fonction  6 
disparaît  alors  des  équations  (20). 

Lorsque  le  vecteur  F  est  un  champ  électrique,  l'expression 
X(ir  -(-  \dj  -H  Tdz  est  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des 
coordonnées,  puisqu'elle  représente  le  travail  du  champ  sur 
l'unité  de  niasse  qui  décrit  le  chemin  di  dont  les  projections 
sont  dx,  dy  et  dz,  c'esl/^-dire  la  variation  correspondante  —  dSf 
du  potentiel  entre  deux  surfaces  de  niveau. 

Les  premiers  membres  des  équations  (ao)  sont  donc  nuls 
et,  si  l'on  fait  6  =  0,  il  reste 

AF:=o,      AG  -.0,       A/f=o. 

Finalement,  on  peut  représenter  le  flux  de  force  d'un  champ 
dans  une  su£:&££  par  la  ligne  intégrale  d'un  vecteur  continu  /, 
d^it  les  composantes  satisfont  à  l'équation  de  Laplace. 

30.  Tubes  de  force.  —  On  appelle  lube  de  force  un  canal 
limité  latéralement  par  des  lignes  de  force  et,  par  suite,  ortho- 
gonal aux  surfaces  de  niveau. 


Considérons  un  tube  de  force  terminé  par  deux  surfaces 
quelconques  S  et  S'  (lig.  8)  et  appliquons  l'équation  (7)  au 
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volume  aiosi  défini.  La  surface  latérale  ne  donne  rien  dans 
l'intégrale,  puisqu'en  chaque  point  la  composante  normale  de 
la  force  est  nulle;  l'intégrale  se  réduit  donc  aux  deux  termes 
fournis  par  les  surfaces  terminales. 

Supposons  d'abord  que  le  canal  ne  renferme  aucune  masse 
électrique.  L'intégrale  doit  être  nulle,  ce  qui  donne 


CFndS-h  CF:dS'  =  o. 


Les  deux  termes  relatifs  aux  surfaces  terminales  sont  ainsi 
^aux  en  valeurs  absolues  et  de  signes  contraires,  c'est-à-dire 
que  le  (lux  de  force  est  le  même  à  l'entrée  et  à  la  sortie  da 
canal. 

Le  flux  de  force  est  donc  le  même  à  travers  une  section 
quelconque  d'un  canal  orthogonal  ;  il  se  conserve,  comme  le 
débit  d'un  liquide  en  mouvement  dont  la  vitesse  en  chaque 
point  serait  égale  &  la  force  électrique  et  parallèle  b  sa  di- 
rection. C'est  une  autre  traduction  de  la  condition  de  conti- 
nuité {9). 

Si  la  section  du  canal  est  inflniment  petite  et  les  surfaces 
terminales  normales  à  la  force,  l'équation  se  réduit  à 

FdS^F'dS- 

d'où  il  résulte  que  la  force  électrique  ou  le  champ  en  chaque 
point  da  labe  est  en  raison  inverse  de  la  section. 

31.  Théorème  de  Conlomb.  —  Considérons  sur  un  conduc- 
teur en  équilibre  un  élément  de  surface  cfS,  et  menons  à  l'exté- 
rieur le  canal  correspondant  jusqu'à  la  rencontre  d'une  sur- 
face de  niveau  Si  inOniment  voisine.  Prolongeant  le  canal  à 
l'intérieur  du  conducteur  d'une  manière  quelconque,  termi- 
nons-le par  une  surface  arbitraire  Si  ;  appliquons  ensuite  le 
théorème  au  volume  limité  par  les  surfaces  S,  et  Sj  et  la  sur- 
face latérale  du  canal.  La  force  est  nulle  sur  toute  la  surface  Si 
qui  fait  partie  du  conducteur,  et  la  composante  normale  est 
nulle  sur  la  surface  latérale  du  canal  ;  il  n'y  aura  donc  de  flux 
de  force  que  pour  la  surface  extérieure  dS,.  La  densité  super- 
Gcielle  de  l'électricité  sur  l'élément  dS  étant  7,  la  masse  totale 
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comprise  dans  le  volume  considéré  est  edS.  En  appelant  F  la 
valeur  du  champ  sur  l'élément  dSi,  il  en  résulte 

FdS,  =  4T.adS. 

Comme  les  deux  surfaces  sont  infiniment  voisines  et  paral- 
lèles, on  a  dS,  =dS,  et  il  reste 

F  =  4". 

Ainsi,  le  champ  électrique  en  un  point  infiniment  voisin 
d'un  conducteur  en  équilibre,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les 
masses  agissantes,  est  le  produit  par  4i:  de  la  densité  électrique 
au  voisinage  de  ce  point. 

C'est  une  propriété  qui  avait  déjà  été  établie  directement 
pour  la  sphère  (15). 

On  peut  écrire  encore 

_  F  __  i_dV 

41  ~       4^  dn 

La  densité  superficielle  à  la  surface  d'un  conducteur  en  équi- 
libre peut  ainsi  être  exprimée  en  fonction  du  champ  extérieur 
ou  du  potentiel. 

32.  Éléments  correspondants.  —  Considérons  enfin  un  tube 
de  force  infiniment  étroit  situé  entre  les  surfaces  de  deux 
conducteurs  auxquelles  il  aboutit  normalement. 

Les  deux  éléments  de  surface  </S  et  dS'  découpés  par  le 
tube  sont  dits  correspondants. 

Prolongeons  le  tube  de  part  et  d'autre  jusque  dans  l'inté- 
rieur des  conducteurs,  où  nous  le  supposerons  terminé  par 
deux  surfaces  arbitraires.  Le  flux  de  force  est  nul  sur  toute 
la  surface  du  volume  ainsi  déterminé,  puisque  la  force  est 
tangente  le  long  des  parois  latérales  et  nulle  aux  deux  extré- 
mités qui  font  partie  des  conducteurs.  Quant  aux  masses  élec- 
triques, si  on  désigne  par  a  et  a'  les  densités  sur  les  éléments 
correspondants  dS  et  dS',  leur  somme  est  ffdS  -+-  o'dS'.  Celte 
somme  doit  être  nulle,  ce  qui  donne 

<:dS--=-<:'dS'. 
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Ainsi,  deux  éléments  correspondants  contiennent  des  quan- 
tités d'électricilé  égales  et  de  signes  contraires. 

Si  les  deux  surikcea.  ea  regard  sont  des  plans  parallèles^  les 
lignes  de  force  sont  normales  aux  plans  et  les  éléments  cor- 
respondants deviennent  égaux;  il  reste  alors 


Dans  ce  cas,  le  champ  F  est  constant  entre  les  deux  plans 
et  égal  à  4^3;  par  suite,  le  potentiel  varie  dans  l'intervalle 
proportionnellement  à  la  distance  à  l'une  des  surfaces.  Si 
l'épaisseur  de  cet  intervalle  est  e,  V  et  V  étant  les  potentiels 

V V' 

respectifs  des  plans  S  et  S',  le  champ  est  aussi  égal  à 

Le  potentiel  U  à  la  distance  x  du  premier  plan  est  alors     - 

Le  champ  4^=^  provient  de  deux  actions  égales  produites 
respectivement  par  les  deux  surfaces  électrisées.  Il  en  résulte 
que  l'action  extérieure  d'un  plan  électrisé  de  densité  o  est  cons- 
tante, égale  à  airtr,  et  que  son  potentiel  varie  comme  —  a'saj-; 
il  est  facile  de  vérifier  directement  ces  deux  théorèmes. 

Les  densités  sur  les  éléments  correspondants  sont  encore 
égales  et  de  signes  contraires  lorsque  les  deux  conducteurs, 
sans  être  plans,  sont  inflniment  voisins,  parce  qu'alors  les 
éléments  de  surface  dS  et  dS'  peuvent  être  considérés  comme 
égaux  entre  eux. 

33.  Champ  uniforme.  —  Lorsque  les  lignes  de  force  sont 
parallèles  entre  elles,  les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans 
parallèles.  Le  flux  de  force  est  constant  dans  un  tube  cyUn- 
drique  et  il  a  la  même  valeur  pour  deux  tubes  quelconques  de 
même  section,  puisque  le  champ  est  défini  par  la  différence 
des  potentiels.  On  dit  alors  que  le  champ  est  uniforme. 

Réciproquement,  si  la  force  électrique  dans  un  champ  est 
constante  en  grandeur  et  en  direction,  tes  surfaces  de  niveau 
sont  nécessairement  des  plans  parallèles. 

34.  Surface  électriaée  séparant  deux  milianx.  —  Supposons 
enûn  qu'une  surface  électrisée  S  (lig.  9),  n'appartenant  pas  à 
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un  corps  conducteur,  sépare  deux  diélectriques  différents,  et 
considérons  un  élément  dS  sur  lequel  la  densité  est  u. 

Menons  par  le  contour  de  cet  élément  un  canal  orthogonal 
terminé  par  deux  bases  égales  et  parallèles  à  dS,  de  hauteur 
telle  que  la  surface  latérale  soit  infiniment  petite  par  rapport 
6  celles  des  bases.  Le  flux  de  force  relatif  aux  parois  de  ce 


cylindre  est  négligeable  par  rapport  au  flux  qui  traverse  les 
bases.  En  appelant  F  et  F  les  valeurs  du  champ  dans  les  deux 
milieux  au  voisinage  de  cet  élément,  on  aura 

i-!idS  =  FjS-F„dS, 

4xar-_.F;,-F„. 

Donc  la  différence  des  composantes  normales  du  champ,  de 
part  et  d autre  d'une  surface  électrisée,  est  égale  au  produit  de 
4t:  par  la  densité  sur  la  surface. 

Ce  théorème  comprend,  comme  cas  particulier,  celui  de 
Coulomb  (31)  où  S  est  la  surface  d'un  conducteur. 

Considérons  deux  points  P  et  P'  situés  au  milieu  des  bases 
du  cylindre  précédent.  L'action  F  au  point  P  se  compose  de 
l'action  de  toutes  les  masses  extérieures  à  l'élément  et  de 
l'action  — /de  cet  élément.  Quand  on  passe  de  P  en  P'  l'action 
des  masses  extérieures  ne  change  pas  d'une  manière  sensible, 
mais  celle  de  l'élément  change  de  signe  et  devient  -hf.  Comme 
cette  action  /  est  d'ailleurs  normale  par  symétrie,  la  com- 
posante normale  du  champ  varie  de  +2/^  ce  qui  donne 

F;-F„r-,;2/':-^4^5, 

f—.  arîT. 
L'action  d'un  élément  de  surface  sur  un  point  infiniment 


DigmzcdbyGoOglC 


4S  ELECTRICITE, 

voisin  est  donc  la  même  que  celle  d'un  plan  indéfini  de  même 
densité  (32).  C'est  encore  une  propriété  qui  avait  été  déjà 
démontrée  pour  la  sphère  (15). 

La  composante  normale  du  champ  étant  seule  modiRée, 
les  composantes  langentielles  de  F  et  F'  restent  égales  de  part 
et  d'autre  de  la  surface.  Appelant  i  et  i"  les  angles  de  leurs 
directions  avec  la  normale  d'un  même  côté  de  la  surface,  on  a 

F'sini"=  Fflini. 

L'équation  précédente  donne  d'ailleurs 

F'cosi"  —  Fcos  i  ^  45*'; 
on  en  déduit 

tangt  _  ^  _|_    4^^^     _  ^  ^  4^ 
tangi"  Fcosf  F« 

Les  forces  électriques  éprouvent  donc  une  sorte  de  rtf^nr-  . 
iion,  lorsqu'elles  rencontrent  ""p  supfncp;  (^Ipjpfpcj^o  On  peut 
remarquer  en  passant  que,  la  loi  de  réfraction  étant  détermi- 
née par  le  rapport  des  tangentes  des  angles  de  la  normale 
avec  les  forces,  il  ne  se  présentera  pas  de  phénomène  analogue 
à  la  réflexion  totale. 

35.  Preasion  électrostatique.  —  Les  masses  électriques  oc- 
cupent à  la  surface  du  conducteur  une  couche  très  mince  dont 
l'épaisseur  est  nécessairement  finie.  Comme  elles  ne  peuvent 
exister  dans  le  conducteur  lui-même,  la  couche  doit  être  li- 
mitée à  la  surface  et  occuper  une  partie  du  milieu  diélectrique 
qui  l'entoure. 

Si  S  est  la  surface  d'un  conducteur,  le  champ  intérieur  F 
est  nul  ;  le  champ  extérieur  F  est  normal  et  égal  à  ^t.c.  Comme 
il  se  compose  de  l'action  aicff  de  l'élément  d&  et  celle  des 
autres  masses,  cette  dernière  est  aussi  égale  à  2ita. 

La  charge  idS  de  l'élément  ne  subit  que  l'action  aie?  des 
masses  étrangères;  l'effort  mécanique  qu'elle  subit  est  donc 

■}.T.<!.':dS  =  -iT.zHS, 

de  sorte  que  l'action  p  par  unité  de  surface  est 

p  --  2Z3*. 
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On  peut  écrire  aussi,  en  appelant  F  =  iT:e  le  champ  extérieui* 
au  voisinage  du  conducteur. 


^(M^^^^> 


Ainsi,  l'électricité  répandue  sur  chaque  unité  de  surface  est 
poussée  vers  l'extérieur  par  une  force  mécanique  égale  à  aita*, 
proportionnelle  au  carré  de  la  densité.  Cette  pression  éleclro- 
slaliqae,  ou  tension  électrique,  est  contrebalancée  par  la  résis- 
tance du  milieu  diélectrique. 
I  I  Lorsque  les  conducteurs  sont  dans  l'air,  cette  action  a  pour 
effet  de  diminuer  la  pression  atmosphérique  à  leur  surface. 
Si  la  pression  était  primitivement  P  par  unité  de  surface  sur 
les  corps  à  l'état  neutre,  elle  deviendra  après  l'électrisation, 
en  chaque  point  de  ta  surface  des  conducteurs, 


Ainsi  une  bulle  de  savon  isolée  doit  augmenter  de  volume 
par  Télectrisation  et  reprendre  son  volume  primitif  quand  on 
la  ramène  à  l'état  naturel.  Cette  remarque  suITirait  pour  ex- 
pliquer l'expérience  dans  laquelle  Van  Marum  a  constaté  que 
la  force  ascensionnelle  d'un  ballon  rempli  d'hydrogène  aug- 
mente quand  on  l'électrise,  si  l'on  était  sûr  d'avoir  éliminé 
toute  autre  cause  d'action  directe  ('). 

L'ensemble  des  pressions  électrostatiques  qui  s'exercent 
normalement  en  chacjue  poiùt  de  la  surface  d'un  conducteur 
équivaut,  en  général,  à  une  force  et  à  un  couple.  Le  résultat 
auquel  on  arrivera  par  ce  tnode  de  calcul  est  évidemment 
identique  à  celui  que  donnerait  la  considération  directe  des 
actions  des  masses  extérieures  sur  les  différentes  masses 
électriques  du  conducteur,  que  l'on  supposerait  fixées  à  la 
matière  pondérable. 

|i)  Vas  Marl'k,  Exp.  du  Mmé€  Teyler,  l.  Il,  p.  218:  Leydc,  1787. 


Éltclr.  et  Magn.  —  i.  .  i 

DigmzcdbyGoOglC 


CHAPITRE   TROISIÈME 

ÉQUILIBRE     ÉLECTRIQUE 

THÉORÈMES    GÉNÉRAUX 

36.  Émisaion  et  absorption  de  forces  par  les  masses  élec- 
triques.   -^  Le  flux  de  force  qui  se  propage  dans  un  tube 
1     orthogonal  reste  constant,  comme  nous  l'avons  vu  (28),  tant 
que  ce  tube  ne  rencontre  aucune  masse  agissante  ;  le  sens  de 
la  propagation  est  celui  vers  lequel  le  potentiel  diminue. 
!         Si  le  tube  rencontre  une  quantité  ^  d'électricité,  le  flux  de 
force  prend,  au  lieu   du   passage,    un    accroissement   4'=^, 
qu'il  conserve  ensuite,  tant  que  le  tube  ne  rencontre  pas  de 
'  nouvelles  masses.  Si  !a  masse  rencontrée  est  sur  ta  surface 
;  d'un  conducteur,  cette  masse  est  telle  qu'elle  réduit  à  zéro 
1  le  flux  de  force  propagé  par  le  tube  ;  on  peut  donc  dire,  de 
;  deux  éléments  correspondants  dS   et  dS'  où  les   densités 
'  sont  a  et  <j',  que  l'électricité  positive  de  l'élément  rfS  émel 
!  un  flux  de  force  i'^dS,  lequel  va  s  absorber  k  l'autre  bout  du 
tube  dans  la  quantité  égale  d'électricité  négative  située  sur 
l'élément  dS'. 

Dans  les  idées  de  Faraday,  il  n'existerait  pas  de  tubes  de 
force  indéflnis;  un  tube  émanant  d'un  corps  électrisé  irait 
toujours  aboutir  quelque  part  sur  un  autre  corps,  de  manière 
à  induire  sur  l'élément  correspondant  une  quantité  d'électri- 
cité égale  et  de  sigoe  contraire.  Il  ne  pourrait,  d'après  cela, 
exister  nulle  part  une  quantité  absolue  et  indépendante  d'élec- 
tricité, positive  ou  négative,  qui  n'aurait  pas  k  l'autre  extré- 
mité du  tube  sa  quantité  complémentaire. 
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Aucune  ligne  de  force  ne  peut  exister  entre  deux  points 
chargés  de  même  électricité.  Il  n'en  peut  exister  également 
entre  deux  points  au  même  potentiel.  Enfin,  une  ligne  de 
force  particulière  peut  correspondre,  sur  un  conducteur,  à  un 
point  non  charçé  d'électricité. 

37.  En  dehors  des  masses  agissantes,  le  potentiel  ne  peut 
être  maximom  ou  minimiim.  —  Une  masse  isolée  q  concen- 
trée en  un  point  peut  être  regardée  comme  une  couche  ré- 
pandue sur  un  conducteur  très  petit.  Si  la  masse  q  est  posi- 
tive, le  point  A  qu'elle  occupe  est  un  centre  d'émission  de 
force  pour  toutes  tes  directions  ;  si  elle  est  négative,  c'est  pour 
toutes  les  directions  un  centre  d'absorption.  Dans  les  deux 
cas,  les  surfaces  de  niveau  voisines  sont  des  surfaces  fer- 
mées; elles  tendent  à  devenir  sphériques,  car  à  une  distance 
très  petite  r  du  point  A,  le  potentiel  des  masses  extérieures 
devient  négligeable  devant  le  potentiel  de  la  masse  q. 

Les  surfaces  de  niveau  étant  fermées  autour  de  A,  le  poten- 
tiel en  ce  point  est  un  maximum,  si  la  masse  q  est  positive, 
et  un  minimum  si  elle  est  négative. 

Réciproquement,  partout  où  le  potentiel  présente  un  maxi- 
mum ou  un  minimum,  il  y  a  de  l'électricité. 

En  effet,  à  partir  d'un  point  A  de  maximum,  le  potentiel  est 
décroissant  dans  toutes  les  directions,  les  surfaces  de  niveau 
voisines  sont  nécessairement  fermées,  et  le  flux  de  force  ?  qui 
traverse,  par  exemple,  une  surface  sphérique  S  très  petite 
comprenant  le  point  A  a  une  valeur  finie.  Il  y  a  donc  dans 
l'intérieur  de  celte  surface  une  quantité  q  d'électricité  positive 
telle  que  4xy  — ç. 

De  même,  un  minimum  de  potentiel  est  un  centre  d'absorp- 
tion de  force  et  il  existe  en  ce  point  une  masse  correspondante 
d'électricité  négative. 

38.  Points  et  lignes  d'équilibre.  —  Soit  V„  le  potentiel  en 
un  point  fixe  P,,  V  le  potentiel  en  un  point  voisin  P,  situé  en 
dehors  des  masses  agissantes,  dont  les  coordonnées  par  rap- 
port &  des  axes  passant  par  le  premier  sont  j:,  y  et  s. 

On  peut  développer  le  potentiel  V  en  fonction  des  puis- 
sances croissantes  des  coordonnées  et  écrire 

V  =  V„-+-H,-hH,+ +  H^-H 
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le  terme  H,  étant  une  fonction  homogène  du  premier  degré 
des  coordonnées  du  point  P,  H3  une  fonction  du  second  de- 
gré   Hn  du  n  degré.... 

L'équation  de  Laplace  devra  être  satisfaite  séparément  pour 
chacune  de  ces  fonctions  et  on  aura,  en  général, 

dx'         (Jj=         dz'   '~ 

Si  la  fonction  H,  est  identiquement  nulle,  c'est-à-dire  si 
les  trois  dérivées  partielles  du  potentiel  sont  nulles  en  P^,  ce 
point  est  un  point  singulier  de  la  surface  de  niveau  V,;  la 
force  électrique  y  est  nulle,  c'est  un  point  d'équilibre. 

Pour  les  points  voisins,  on  pourra  négliger  les  puissances 
des  coordonnées  supérieures  k  la  seconde,  et  l'expression  du 
potentiel  se  céduit  h 


L'équation  Ha  =  o  représente  le  cône  du  second  degré  des 
tangentes  à  la  surface  de  niveau  au  point  d'équilibre  P^. 

Si  la  fonction  Hj  est  elle-même  identiquement  nulle,  ainsi 
que  quelques-unes  des  suivantes,  et  que  H„  soit  la  première 
fonction  du  développement  qui  ne  s'évanouisse  pas,  l'équation 
Hn  =  o  représentera,  de  même,  le  cône  du  n"  degré  des  tan- 
gentes à  la  surface  de  niveau  au  point  P^,, 

Si  deux  nappes  du  cône  se  coupent,  chaque  ligne  d'intersec- 
tion est  tangente  à  l'intersection  des  nappes  correspon  dames 
de  la  surface  de  niveau,  c'est-à-dire  à  une  ligne  d'équilibre  qui 
passe  par  ie  point  P„. 

I.  —  Si  la  surface  de  niveau  au  point  P^  est  formée  de  deux 
nappes  qui  se  coupent,  l'intersection  se  fait  à  angle  droit. 

Lorsque  la  surface  de  niveau  est  formée  de  deux  nappes 
seulement,  le  cône  du  second  degré  tangent  en  un  point  P, 
de  la  ligne  d'intersection  se  réduit  à  deux  plans.  Si  l'on  prend 
la  tangente  à  cette  ligne  pour  axe  des  z,  l'équation  du  cône 
Ha  3=0  ne  renfermera  pas  de  terme  en  s.  Pour  satisfaire  à  l'équa- 
tion de  Laplace,  qui  se  réduit  à 

<)»Hj      d»Hi 
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il  faut  alors  que  les  coefficients  des  termes  en  x'  et  jr*  soient       "^ 
égaux  et  de  signes  contraires,  de  sorte  que  l'équation  du  cône 
est  de  la  forme 

eile  représente  deux  plans  rectangulaires. 

Considérons,  comme  exemple,  le  cas  d'un  conducteur  Adont 
la  surface  est  chargée  eu  partie  d'électricité  positive  et  d'élec- 
tricité négative,  comme  dans  les  phénomènes  d'influence 
électrique  (6)  ;  ia  ligne  de  séparation  des  deux  couches  est 
une  ligne  nealre.  La  force  est  nulle  en  tous  les  points  de  la 
ligne  neutre  et  il  y  a  dans  le  diélectrique  une  autre  surface 
de  niveau,  au  même  potentiel  que  le  conducteur,  qui  le  coupe 
normalement  le  long  de  cette  ligne.  On  remarquera  que  cette 
surface  de  niveau  particulière  sépare  les  lignes  de  force 
émanant  du  conducteur  A  de  celles  qui  viennent  y  aboutir. 
On  pourrait  donc  aussi  la  considérer  comme  une  surface  li- 
mite des  lignes  de  force. 

II.  —  Si  la  surface  de  niveau  est  formée  de  n  feuillets  se 
coupant  suivant  la  même  ligne,  les  inlerseclions  successives  ont 

lieu  soas  l'angle '-• 

Toutes  les  .fonctions  H  du  développement  du  potentiel,  à 
partir  d'un  point  P„  de  la  ligne  d'équilibre  sont  nulles  identi- 
quement jusqu'à  celle  de  degré  n,  puisque  le  cône  tangent  est 
formé  de  n  nappes.  Pour  que  l'équation  Hn  =  o  représente  n 
plans  passant  par  l'axe  de  z,  elle  ne  doit  pas  renfermer  de 
termes  en  z.  L'équation  de  Laplace  se  réduit  donc  à 

d«H„      d»H„ 
ou,  en  coordonnées  polaires,  en  posant 
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La  fonction  de  degré  n  qui  satisfait  à  cette  équation  est 


En  l'égalanl  à  zéro,  la  condition  cos  {«6+ a„):=o  représente 
n  plans  passant  par  l'axe  des  z  et  dont  les  angles  successifs 

sont  égaux  à  -■  Les   feuillets  de  la    surface  de   niveau  se 

coupent  donc  aussi  successivement  sous  le  même  angle. 

39.  L'état  d'équilibre  est  anique.  —  On  peut  remarquer, 
d'abord,  que  la  superposition  de  deux  états  d'équilibre  est  un 
état  d'équilibre. 

En  effet,  dans  chacun  des  deux  états  d'équilibre  le  poten- 
tiel est  constant  sur  tous  les  conducteurs.  La  superpositioQ 
des  deux  systèmes  de  couches  électriques  produit  en  chaque 
point  un  potentiel  égal  à  la  somme  des  potentiels  relatifs  aux 
deux  états  primitifs.  Le  potentiel  est  donc  encore  constant  sur 
chacun  des  conducteurs  et  l'équilibre  existe. 

Il  en  résulte  que,  si  l'on  change  dans  un  rapport  constant  ta 
densité  électrique  en  chaque  point,  on  obtiendra  un  nouvel 
état  d'équilibre,  puisque  l'opération  revient  à  superposer  deux 
ou  plusieurs  états  d'équilibre  identiques. 

Un  système  de  conducteurs  A,,  Aj,  Aj dont  les  charges 

électriques  sont  toutes  nattes  séparément,  est  nécessairement 
à  l'étal  neutre. 

Désignons,  en  effet,  par  V,,Va,  Vj les  potentiels  de  ces 

différents  conducteurs,  et  soit  V,  le  plus  grand. 

Il  ne  peut  y  avoir  dans  le  diélectrique  aucun  point  où  le 
potentiel  soit  plus  élevé  que  V,,  puisqu'il  n'y  a  pas  de 
maximum  de  potentiel  en  dehors  des  masses  agissantes.  Le 
potentiel  baisse  donc  dans  tous  les  sens  à  partir  du  conduc- 
teur Al,  toutes  les  lignes  de  force  émanent  de  ce  conducteur 
et  aucune  n'y  aboutit.  Comme  la  somme  des  flux  de  force  doit 
être  nulle,  puisque,  par  hypothèse,  la  charge  totale  de  A.,  est 
nulle,  on  voit  que  tous  les  flux  de  force  élémentaires  sont  nuls. 
La  densité  est  donc  nulle  sur  toute  la  surface  et,  par  suite, 
le  conducteur  n'est  pas  électrisé. 

Le  conducteur  A),  étant  à  l'état  neutre,  n'exerce  aucune 
action  sur  les  conducteurs  voisins;  on  peut  le  supprimer  et 


DigmzcdbyGoOglC 


ÉQUILIBRE   ÉLECTBIÇLE.  55 

raisonner  de  la  même  manière  sur  le  conducteur  suivant  Ai. 
On  démontrera  ainsi  successivement  que  tous  les  conducteurs 
sont  à  l'état  neutre. 

Supposons  maintenant  que  les  conducteurs  Ai,  Aa,  A| , 

ayant  des  charges  Q,,  Qa,  Qj ,  différentes  de  zéro,  il  y 

ait  deux  états  d'équilibre  possibles,  tels  que  les  densités  sur 

A|,  A:,  Aj ,  soient  a,,  ag,  uj ,  dans  le  premier  état  et 

o|,  a^,  sj. ....,  dans  le  second. 

En  changeant  les  signes  de  toutes  les  masses  électriques 
du  deuxième  état,  on  aura  encore  un  état  d'équilibre,  lequel, 
superposé  au  premier,  donnera  un  nouvel  étal  d'équiUbre  où 
la  charge  totale  sera  nulle  sur  chacun  des  conducteurs. 

Dans  ce  cas,  la  densité  doit  être  nulle  partout,  d'après  la 

remarque  précédente.  On  a  donc  a,  =: a',,  ^j ^ o,,  5j  =:  o, ; 

par  suite,  la  distribution  est  la  même  dans  les  deux  états, 
et  l'équilibre  est  unique. 

Si  le  système  proposé  comprenait  des  masses  fixes,  on  pour- 
rait toujours  les  supposer  sur  des  conducteurs  infiniment 
petits  et  rien  ne  serait  changé  aux  raisonnements.  Le  théorème 
est  donc  général. 

40.  Surfaces  fermées.  —  La  considération  des  surfaces  fer- 
mées conduit  à  plusieurs  propriétés  très  simples. 

I.  —  Si  le  potentiel  est  constant  sur  une  surface  fermée  S  ne 
renfermant  pas  de  masse  agissante,  il  est  constant  dans  tout 
l'intérieur. 

En  effet,  le  potentiel  ne  pourrait  varier  à  l'intérieur  de  la 
surface  S  sans  atteindre  en  un  point  une  valeur  maximum  ou 
minimum,  ce  qui  est  impossible  puisqu'il  n'y  a  pas  d'élec- 
tricité (31). 

Si  la  surface  considérée  est  la  surface  extérieure  d'un  con- 
ducteur, on  voit  que  le  potentiel  est  constant,  non  seulement 
dans  la  masse  du  conducteur,  ce  qui  est  une  conséquence  déjà' 
déduite  des  conditions  de  l'équilibre,  mais  dans  les  cavités 
que  celui-ci  peut  renfermer. 

II.  —  Si  une  surface  à  potentiel  constant  comprend  une  por- 
tion du  diélectrique,  le  potentiel  est  constant,  non  seulement 
dans  l'espace  intérieur,  mais  dans  tout  l'espace  extérieur,  en 
deftors  des  masses  agissantes. 

En  effet,  le  potentiel  étant  constant  à  l'intérieur,  aucune 
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ligne  de  force  ne  traverse  la  surface;  toutes  celles  qui  pour- 
raient la  rencontrer  devraient  y  naître  ou  s'y  absorber,  ce  qui 
est  impossible,  puisque  la  surface  ne  porte  pas  d'électricité. 
Aucune  ligne  de  force  ne  rencontre  donc  la  surface. 

Puisqu'il  n'y  a  aucune  ligne  de  force  rencontrant  la  sur- 
face, le  potentiel  e^t  constant  à  l'extérieur  dans  son  voisinage 
immédiat;  on  peut.donc  tracer  tout  autour  une  nouvelle  sur- 
face S'  jouissant  de  la  mfime  propriété,  sur  laquelle  on  répé- 
tera le  même  raisonnement,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  à 
la  condition  de  rester  en.  dehors  des  masses  agissantes. 

Ce  dernier  théorème  a  été  démontré  par  Gauss,  d'une 
manière  différente,  au  moyen  du  lemme  suivant  : 

III.  —  Si  une  surface  spkérique  ne  renferme  aucune  masse 
agissante,  le  potentiel  au  centre  est  la  moyenne  des  valeurs  du 
potentiel  aux  différents  points  de  la  surface. 

En  effet,  soit  R  le  rayon  de  la  sphère,  q  une  des  masses 
agissantes  située  en  un  point  extérieur  P  à  une  distance  r  du 
centre,  et  u  la  distance  au  point  P  d'un  élément  (fS  de  la  sur- 
face ;  la  valeur  moyenne,  sur  la  surface,  du  potentiel  dû  à  la 
masse  q  a  pour  expression 

V  -_i_rî^. 

"      4itRV    « 

L'intégrale  représente  aussi  la  valeur  en  P  du  potentiel 
d'une  couche  homogène  de  deosit^  f*!'''  recouvrirait  la  sphère  ; 

elle  est  donc  égale  (34)  à  ^^. 

Il  en  résulte  que  la  valeur  moyenne  Vn  du  potentiel  sur  ta 

sphère  est  -,  c'est-à-dire  égale  à  la  valeur  du  potentiel  de 

la  masse  q  au  centre  de  la  sphère. 

Ce  raisonnement  s'étend  évidemment  è  un  système  de 
masses  quelconques. 

Cela  posé,  supposons  que  dans  une  portion  du  diélectrique 
limitée  par  la  surface  S,  le  potentiel  ait  une  valeur  constante  V; 
si  la  valeur  du  potentiel  était  différente  de  V  à  l'extérieur,  il 
serait  toujours  possible  de  tracer  une  sphère  ayant  son  centre 
&  l'intérieur  de  S  et  ne  rencontrant  à  l'extérieur  que  des 
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points  OÙ  te  potentiel  aurait  une  valeur  toujours  plus  grande 
ou  toujours  plus  petite  que  V  ;  mais  alors  la  valeur  moyenne 
du  potentiel  sur  la  sphère  serait  différente  de  sa  valeur  au 
centre.  Le  potentiel  à  l'extérieur  de  la  surface  S  ne  peut  donc 
être  différent  de  V. 

IV.  —  Lorsqu'une  surface  fermée  S  enveloppe  toutes  les 
masses  agissantes  el  que,  sur  celte  surface,  le  potentiel  a  une 
valeur  constante  V,  il  a  en  chacun  des  points  extérieurs  une 
valeur  comprise  entre  V  et  zéro. 

Supposons  V  positif..  Comme  le  potentiel  est  nul  à  l'înGni, 
il  ne  peut  avoir  en  un  point  P  extérieur  à  la  surface  une  valeur 
supérieure  à  V,  sans  quoi  il  y  aurait  quelque  part  un  maximum 
de  potentiel  et,  par  suite,' des  miasses  électriques,  ce  qui  est 
contraire  &  t'hypothèsi;.  De  même,  te  potentiel  en  P  ne  peut 
pas  être  plus  petit  que  zéro,  sans  quoi  il  y  aurait  un  minimum. 
Le  potentiel  à  l'extérieur  est  donc  compris  entre  V  et  zéro. 
Il  ne  peut  même. être  égal  à  V,  à  moins  que  V  lui-même  ne 
soit  nul.  En  effet,  il  ne  peut  être  égal  à  V  sans  être  un 
maximum  par  rapport  aux  points  voisins  ou  sans  faire  partie 
d'une  région  &  potentiel  constant  qui  s'étendrait  jusqu'à  la 
surface  S  ;  mais,  dans  ce  dernier  cas,  d'après  le  théorème 
précédent,  le  potentiel  serait  constant  dans  tout  le  diélec- 
trique et  ne  pourrait  avoir  que  la  valeur  zéro,  puisqu'il  est  nul 
à  l'infini. 

V.  —  Une  surface  conductrice  S  qui  renferme  toutes  les 
masses  agissantes  ne  peut  avoir  d'électricité  que  d'une  seule 
espèce. 

En  effet,  soit  V  le  potentiel  de  la  surface  que  nous  suppo- 
serons positif,  P'il  y  avait  de  l'électricité  négative  en  un  point  A, 
des  lignes  de  force  aboutiraient  k  ce  point  et  il  faudrait  qu'il 
y  eut  quelque  part  un.  point  extérieur  P  où  le  potentiel  eut 
une  valeur  supérieure  à  V,  ce  qui  est  impossible  d'après  le 
théorème  précédent. 

VI.  —  Lorsque,  dans  an  système  en  équilibre,  an  corps  con- 
ducteur enveloppe  diverses  masses  électriques,  la  somme  algé- 
brique des  quantités  d'électricité  situées  à  l'intérieur  et  sur  la 
surface  interne  du  conducteur  est  nulle. 

Soient  q,  g',  q", les  masses  comprises  k  l'intérieur  du 

conducteur  A  (fig.  lo)  el  Q  la  masse  de  la  couche  répandue  sur 
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la  surface  interne  S  ;  ajoutons  qu'il  peut  y  avoir  de  l'électri- 
cité sur  la  surface  extérieure  S'  et  d'autres  niasses  situées  en 
dehors.  Sur  une  surface  fermée  Si  prise  dans  le  conducteur 
et  comprenant  toutes  les  masses  internes,  la  force  est  nulle  en 
chaque  point. 

Le  flux  de  force  relatif  fc  cette  suriace  est  donc  nul  et,  par 
conséquent,  la  somme  algéhrique  des  masses  qu'elle  renferme 
est  nulle.  On  a  donc  : 


Q-l~y-l-f  T^? 


ou     Q_-\-^q  =  o 


La  couche  Q  développée  par  influence  sur  la  surface  S  est 
égale  et  de  signe  contraire  à  la  somme  algébrique  des  masses 
comprises  dans  la  cavité.  Cette  couche  absorbe  le  flux  de 


force  qui  émane  des  masses  intérieures.  Le  système  de  cette 
"couche  et  des  masses  qu'elle  comprend  donne  un  potentiel  nul 
et  une  action  nulle  en  tout  point  extérieur. 

Lorsque  le  conducteur  A  est  en  communication  avec  le  sol, 
son  potentiel  est  nul;  si  donc  il  n'y  a  pas  d'autres  masses 
agissantes  que  celles  qui  sont  comprises  dans  la  cavité,  la 
surface  extérieure  S'  est  à  l'état  neutre  et  le  potentiel  est  nul 
partout  en  dehors  de  la  cavité. 

Une  masse  électrique  Q'  mise  sur  ta  surface  S' isolée  y  prend 
une  distribution  indépendante  des  masses  intérieures.  Elle 
produira  un  potentiel  constant  V  dans  toute  l'étendue  du 
conducteur  A  et  des  cavités  qu'il  renferme,  et  ce  potentiel 
s'ajoutera  en  chaque  point  au  potentiel  déjà  existant.  Celte 
masse  Q'  n'aura  donc  aucune  influence  sur  l'équilibre  des 
masses  intérieures. 
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VII.  —  S'il  n'y  a  pas  d'autres  masses  agissantes  que  celles 
qui  sont  comprises  dans  la  cavité  et  si  le  conducteur  Â.  était 
primitivement  à  ['état  neutre,  sa  charge  totale  doit  rester  nulle  ; 
en  même  temps  qu'une  couche  Q  sur  la  surface  intérieure  S, 
il  se  produira  une  couche  égale  et  contraire  Q'  sur  la  surface 
extérieure  S'  et  on  aura 


-q  - 


Cette  couche  Q',  égale  à  la  somme  algébrique  des  masses 
intérieures  et  de  même  signe,  est  en  équilibre  d'elle-même, 
quelle  que  soit  la  position  des  masses  intérieures. 

On  trouve  ainsi  la  loi  de  Faraday  :  La  qaaniilé  d'électricilé 
indaile  par  un  système  électrique  sur  un  corps  conducteur  qui 
l'enveloppe  est  égale  à  la  quantité  inductrice. 

VIII,  — L'action  qaedes  masses  électriques  données  exercent 
fi  l'extérieur  d'une  surface  fermée  quelconque  est  la  même  que 
celle  d'une  couche  de  même  masse  répandue  sur  cette  surface 
suivant  une  certaine  loi. 

Soit  Q  la  somme  des  masses  données,  que  l'on  peut  fixer 
respectivement  aux  points  qu'elles  occupent,  comme  si  elles 
appartenaient  à  des  corps  isolants  ;  une  surface  S  de  forme 
quelconque  les  renferme.  Supposons  que,  pour  un  instant, 
on  remplace  cette  surface  par  un  feuillet  conducteur  infiniment 
mince  relié  au  sol  ;  la  surface  interne  de  ce  feuillet  se  recou- 
vrira d'une  masse  — Q  dont  le  potentiel  pour  tous  les  points 
e.xtérieurs  est  égal  et  de  signe  contraire  à  celui  des  masses 
intérieures.  Une  couche  -t-Q  distribuée  de  la  même  manière 
sur  la  surface  S  aura  donc  partout  à  l'extérieur  un  potentiel 
ôgal  et  de  même  signe  que  celui  des  masses  considérées. 

En  général,  cette  couche  ne  sera  pas  en  équilibre  d'elle- 
même,  c'est-à-dire  qu'elle  n'aura  pas  la  distribution  qui  résul- 
terait de  la  forme  de  la  surface  et  de  l'action  des  masses  exté- 
rieures; les  lignes  de  force  ne  la  coupent  pas  normalement. 

IX.  —  La  couche  -hQ  sera  en  équilibre  d'elle-même,  si  la 
surface  S  est  une  surface  de  niveau  du  système  primitif. 

Désignons  par  Q'  l'ensemble  des  masses  extérieures.  Les 
lignes  de  force  du  champ  à  l'extérieur  de  la  surface  S  ne 
changent  pas  quand  on  remplace  les  masses  intérieures  par 
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la  coucfae  Q  de  même  masse  distribuée  sur  la  surface  ;  ces 
lignes  étant  normales  à  S  par  hypothèse,  la  couche  Q  qui  la 
recouvre  est  en  équilibre  et  le  potentiel  a  une  valeur  cons- 
tante V. 

On  pourra  donc,  pour  les  points  extérieurs,  remplacer  le 
système  des  masses  intérieures  par  une  masse  égale  en  équi- 
libre sur  une  surface  de  niveau  qui  l'entoure,  la  densité  étant 
déterminée  en  chaque  point  par  la  condition 

°  ~  4-  ~      4-  drt  ■ 

Cette  substitution  modifie  le  champ  à  l'intérieur  de  la  sur- 
face S;  dans  le  cas  actuel,  le  potentiel  intérieur  est  devenu 
constant  et  égal  à  V,  puisqu'il  est  constant  sur  la  surface  et 
que  la  cavité  ne  renferme  plus  d'électricité. 

Si  le  potentiel  est  constant,  le  champ  est  nul;  le  système 
extérieur  Q'  et  la  couche  Q  exercent  donc  en  chaque  point  de 
l'intérieur  de  S  des  actions  égales  et  contraires;  une  couche 
—  Q  exercerait  des  actions  égales  et  de  même  signe  que  celle 
des  masses  Cy.  On  peut' donc,  pour  tous  les  points  intérieurs 
à  la  surface  de  niveau  S,  substituer  à  l'action  des  masses 
extérieures  celle  d'une  couche  en  équilibre  égale  aux  masses 
intérieures  et  de  signe  contraire. 
(        X.  —  Il  en  résulte  les  théorèmes  suivants  : 
I        Si  l'on  considère  une  surface  de  niveau  S  dans  un  système 
'    électrique  quelconque;  on  peut  : 

1°  Poar  tous  les  points  extérieurs,  remplacer  les  masses 
Jrilérieures  par' une  masse  Q,  égale  et  de  même  signe,  en  équi- 
libre sur  celle  surface; 

2.°  Pour  les  points  intérieurs,  remplacer  les  masses  extérieures 
par  la  même  masse  Q  changée  de  signe,  c'esl-à-dire  par  une 
masse  égale  et  contraire  aux  masses  inlérieures,  cette  couche 
élanl  encore  en  équilibre. 

41.  Théorème  de  Gaass.  —  Étant  donnés  deux  systèmes 
électriques,  l'un  formé  de  masses  q,,  qi,  q^,. ..  dont  le  po- 
tentiel est  V,  l'autre  de  masses  yj,  q^,  q!,, et  de  potentiel 

V,  on  aura 
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c"esl-à-dir€  que  la  somme  des  masses  élémentaires  du  premier 
système,  mullipliées  respectivement  par  la  valeur  du  potentiel 
du  second  système  au  point  que  chacune  d'elles  occupe,  est 
égale  à  la  somme  analogue  relative  aux  masses  du  second 
système;  les  sommes  doivent  être  remplacées  par  des  inté- 
grales si  les  masses  occupent  une  étendue  finie. 

Cette  proposition  est  une  identité;  car  si  l'on  remplace  les 
potentiels  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  masses  et  des 
distances,  les  deux  membres  de  l'équation  représentent  la 
somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  chaque  masse 
d'un  système  par  une  masse  de  l'autre  système  et  divisant  le 
produit  par  la  distance  qui  les  sépare. 

On  peut  aussi  remarquer  que  les  sommes  considérées  dési- 
gnent le  travail  qu'il  faudrait  dépenser  pour  amener  respecti- 
vement en  présence  l'un  de  l'autre,  depuis  l'infini  jusqu'à  la 
position  qu'ils  occupent,  les  deux  systèmes  supposés  rigides  ; 
dans  l'un  et  l'autre  cas,  ce  travail  est  évidemment  le  même. 

Lorsque  les  deux  systèmes  sont  formés  des  mômes  con- 
ducteurs Ai,  Aj,  Aj, en  équilibre  électrique,  le  potentiel 

est  constant  sur  chaque  conducteur;  si  leurs  charges  sont 

respectivement  Q,,  Qa,  Q,, et  Q[,  Qâ,  QJ ,  dans  les 

deux  états,  l'équation  devient 


Q.v;  H-  QïVs + Q,v; + -=  q;  V, + QiVj  -i-  q;v,  -t-. . 


42.  Corollaires.  —  Les  théorèmes  suivants,  comme  l'a 
montré  M.  Bertrand  (<),  peuvent  être  considérés  comme  des 
corollaires  du  théorème  de  Gauss. 

I.  —  Si  un  conducteur  A  à  l'étal  neutre,  isolé  ou  non,  est 
soumis  à  VacHon  d'une  masse  électrique  q  placée  successive- 
ment en  deux  points  P  et  P'  du  diélectrique,  le  potentiel  dû  à 
la  charge  induite  en  A  sera  le  même  au  point  P'  dans  le  premier 
cas  qu'au  point  P  dans  le  second. 

Remarquons  d'abord  qu'on  peut  toujours  considérer  un  point 
quelconque  du  diélectrique  comme  le  centre  d'une  sphère  con- 
ductrice intîniment  petite,  puisque  la  charge  que  prend  cette 
sphère  est  toujours  nulle,  et  donne  toujours  en  son  centre  un 
potentiel  égal  à  zéro. 

(1)  J.  Beuthami,  Jûamal  dt  phytique  (1],  t.  III,  p.  73;  ISI^. 


r/.  L 
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Si  le  corps  A  est  en  communication  avec  le  sol,  on  aura  à 
considérer  les  deux  états  d'équilibre  suivants  : 

Polenllels.         Charges. 

(  Sphère  P  V  q 

1°  j  Sphère  P'  V  o 

{  Corps  A  o  X 

I  Sphère  P  V  o 

a"  j  Sphère  P'  V  q 

{  Corps  A  o  d-' 

Le  théorème  de  Gauss,  appliqué  à  ces  deux  états,  se  réduit  à 

jV'  =  yV,       ou      V  =  Y. 

Si  le  corps  A  est  isolé,  son  potentiel  n'est  pas  égal  à  zéro, 
mais  sa  charge  totale  est  nulle  dans  les  deux  états  et  le  résultat 
final  est  le  même. 

II.  —  Si,  de  deux  conducteurs  A  et  B,  chacun  est  porté  suc- 
cessivement au  potentiel  V,  l'autre  étant  en  communication  avec 
le  sol  et  par  suite  au  potentiel  zéro,  la  quantité  d'électricité 
développée  par  influence  sur  le  dernier  est  la  même  dans  les 
deux  cas. 

On  a,  en  effet,  dans  les  deux  états  : 


,  t  A  V  X 

'    |B  o  ~Q 

*    I  B  Y  j: 

Le  théorème  de  Gauss  donne  encore 

Q'V  =  QV,       ou      Q'  =  Q. 

43.  Théorème  d'Earnahaw.  —  Un  corps  éleclrisé  ne  peut  pas 
être  en  équilibre  stable  dans  un  champ  électrique. 

Soit  un  corps  électrisé  A  placé  dans  un  champ  produit  par 
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des  masses  extérieures,  et  supposons  fixées  toutes  les  masses, 
y  compris  celle  de  A. 

Désignons  par  q  la  charge  d'un  élément  de  volume  de  A  en 
un  point  P  où  le  potentiel  des  masses  extérieures  est  V. 
L'énergie  potentielle  du  corps  dans  le  champ,  c'est-à-dire  le 
travail  qu'il  faudrait  dépenser  pour  l'y  amener  depuis  l'infini, 
a  pour  expression 

(0  Wr.^îV, 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre  stable,  il  faut  que  dans  une  direc- 
tion quelconque  la  dérivée  de  l'énergie  soit  nulle  ou  positive. 

Soient  X,  j,^;,  les  coordonnées  du  point  P,  q,  y;,  ï  celles  d'un 
point  P,,,  pris  à  l'intérieur  du  corps  A,  et  a,  b,  c  celles  du 
point  P  par  rapport  à  trois  axes  nouveaux  parallèles  aux  pre- 
miers et  passant  par  le  point  P„  ;  on  aura 

ji-.-.-.a-hï, 
jL..b-hr„ 


Le  potentiel  V  peut  être  considéré  comme  une  fonction  de 
a,  b,  c  et  de  5,  ï),  Ç.  Si  le  corps  A  est  astreint  à  se  déplacer 
parallèlement  à  lui-même,  les  quantités  a,  b,  c  restent  cons- 
tantes et,  par  suite, 

A,.      ^*V      d'Y      d»V      d^\      d»\      d'Y 
*  '  dx*        uj"      dr*        «;■'       *r,*        d^" 

Cette  somme  étant  nulle  pour  chacun  des  termes  ^V  du 
second  membre  de  l'équation  (  i  ),  puisque  V  représente  le  poten- 
tiel des  masses  extérieures,  on  aura  aussi 

.„,    dm    dm    anv 

f);'         th;'         dl' 

L'énergie  W  est  donc  une  fonction  des  coordonnées  du 
point  P„  et  cette  fonction  satisfait  à  l'équation  de  Laplace, 
tant  que  l'équation  (2)  est  elle-même  satisfaite.  On  peut  sup- 
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poser  que  le  point  P„  reste  compris  à  rintérieur  d'une  sphère 
de  rayon  r  assez  petit  pour  que  le  corps  considéré  A  ne  ren- 
contre aucune  des  masses  extérieures.  Pour  tout  déplacement 
parallèle  à  l'un  des  rayons  de  cette  sphère,  la  variation  d'énergie 
potentielle  sera 


L'équation  de  Green  (26),  appliquée  k  la  surface  de  cette 
sphère,  donne 

L'intégrale  du  premier  membre  devant  être  nulle,  il  en 
résulte  que  la  dérivée  -r—  est  négative  pour  certaines  direc- 
tions et  positive  pour  d'autres  ;  par  conséquent  le  corps  A 
n'est  pas  en  équilibre,  et  i!  tend  h  se  déplacer  vers  les  régions 
pour  lesquelles  l'énergie  W  diminue. 

Il  y  a  équilibre  si  la  dérivée  -p-  est  toujours  nulle,  c'est- 
à-dire  si  l'énergie  est  constante  ou  passe  par  un  maximum 
ou  un  minimum  absolu.  On  a  alors 

et,  de  même,  pour  les  autres  coordonnées. 

Les  composantes  X,  Y,'  Z  du  «hainp.<prodwt  par  les  masses 
extérieures  peuvent  être  développées  en  fonction  des  puis- 
sances croissantes  des  coordonnée^  a,i,  c  et  des  composantes 
X^,,  Yj,  Z,  relatives  au  point  P,,  ce  qui  donne 


X^X,-|-H,  +  H,+ +H„+. 


les  termes  H,, H,, Hn...  étant  des  fonctions  homogènes 

des  degrés  i ,  a n . . .  des  coordonnées  a,  b  et  c.  Il  en  ré- 
sulte 

DigmzcdbyGoOglC 


ÉQUILIBRE  ÉLECTRIQUE.  65 

Pour  que  cette  équation  soit  satisfaite,  il  est  nécessaire 
que  tous  les  coefQcients  du  développement  soient  nuls  ;  cette 
condition  exige  d'abord  que  toutes  les  dérivées  de  X  soient 
nulles,  puisque  la  position  du  point  P,  est  arbitraire,  et  ensuite 
que  l'on  ait 

Il  faut  donc,  ou  que  la  masse  totale  Q  du  corps  A  soit  nulle, 
ou  que  les  composantes  X^  Y,  et  Z,  du  champ  soient  nulles 
elles-mêmes. 

Ainsi,  pour  qu'un  corps  électrisé  soit  en  équilibre,  il  faut 
que  le  champ  soit  nul  ou  que,  le  champ  étant  uniforme,  la 
charge  électrique  du  corps  soit  nulle. 

Nous  avons  supposé  pour  cette  démonstration  que  l'élec- 
Iricité  était  fixée  sur  ie  corps  A  et  que  les  masses  extérieures 
formaient  elles-mêmes  un  système  rigide.  Le  théorème  s'ap- 
plique, k  plus  forte  raison,  au  cas  où  le  système  renfermerait 
des  corps  conducteurs.  Si  l'équilibre  stable  n'existe  pas  quand 
on  introduit  des  liaisons  dans  le  système,  il  existe  encore 
moins  lorsqu'on  supprime  ces  liaisons,  par  exemple,  lorsque 
les  corps  électrisés  sont  en  partie  conducteurs,  ce  qui  laisse 
plus  de  jeu  au  déplacement  des  masses  électriques. 


ÉQUILIBRE  DES   CONDUCTEURS 

44.  Conditions  d'équilibre.  —  Le  problème  général  de  l'équi- 
libre électrique,  quand  il  ne  s'agit  que  des  corps  conduc- 
teurs, peut  s'énoncer  ainsi  : 

Les  conducteurs  étant  donnés  de  forme  et  de  position,  les 
uns  isolés,  les  autres  en  communication  avec  le  sol,  les  pre- 
miers chargés  d'une  quantité  donnée  d'électricité,  déterminer 
le  potentiel  en  chaque  point. 

Le  problème  revient  à  déterminer  une  fonction  V  des 
coordonnées  soumise  aux  conditions   suivantes  : 

1*  La  fonction  doit  devenir  nulle  à  l'infini  et  prendre  une 
ÊUclr.  et  Mêgn.  -  i.  5 
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valeur  constante  sur  chacun  des  conducteurs,  cette  valeur 
étant  zéro  sur  tous  !es  conducteurs  non  isolés; 

2°  La  fonction  satisfait  à  l'équation  de  Laplace  dans  toute 
l'étendue  diélectrique  et  à  l'intérieur  des  conducteurs,  puisque 
la  densité  électrique  est  nulle  en  tous  ces  points; 

3°  En  chaque  point  de  la  surface  des  conducteurs  la  den- 
sité superficielle  est  déterminée  par  le  théorème  de  Coulomb 
(31),  de  sorte  que  la  chaîne  totale  Q  de  l'un  des  conducteurs 
a  pour  expression 


«-/— i/^ 


Ces  trois  conditions  sont  suffisantes,  puisqu'elles  déterminent 
un  état  d'équilibre  satisfaisant  aux  données  de  la  question,  et 
qu'il  n'y  a  pour  le  système  qu'un  seul  état  d'équilibre. 

Le  problème  présente  le  plus  souvent  de  grandes  difficultés 
au  point  de  vue  mathématique.  Il  n'a  été  résolu  d'une  aia- 
nière  complète  que  dans  un  petit  nombre  de  cas  particuliers, 
dont  nous  étudierons  plus  loin  les  principaux,  mais  on  peut 
déduire  de  l'énoncé  plusieurs  propriétés  remarquables. 

45.  Remarques.  —  Supposons  d'abord  que,  parmi  tous  les 

conducteurs  en  présence  A,,  Ai,  A,, ,  un  seul  A|,  étant  isolé, 

ait  reçu  une  charge  Q,  et  que  tous  les  autres  soient  en  com- 
munication avec  le  sol. 

Lorsque  l'équilibre  est  établi,  ie  potentiel  a  une  valeur 
constante  Vt  sur  te  conducteur  Ai,  et  il  est  nui  sur  tous  les 
autres  conducteurs.  Supposons  Vi>o. 

Dans  toute  l'étendue  du  diélectrique  le  potentiel  ne  peut 
être  ni  supérieur  à  Vt  ni  inférieur  à  zéro,  et  il  est  compris 
entre  V,  et  o  (40,  IV).  Il  en  résulte  que  les  conducteurs  en 
communication  avec  le  sol  ne  possèdent  que  de  l'électricité 
négative;  car  si  leur  surface  présentait  des  régions  positives, 
il  en  partirait  des  lignes  de  force  qui  se  dirigeraient  vers  des 
points  où  le  potentiel  serait  plus  faible,  c'est-à-dire  négatif, 
et  ces  points  n'existent  pas. 

Toutes  les  lignes  de  force  du  champ  émanent  donc  exclusi- 
vement du  conducteur  A,  ;  les  unes  vont  aboutir  aux  conduc- 
teurs en  communication  avec  le  sol,  les  autres  s'éloignent 
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indéfiniment.  Il  en  résulte  que  la  somme  des  charges  néga- 
tives de  ces  conducteurs  est  une  fraction  seulement  de  celle 
qui  existe  sur  Ai  ;  les  deux  charges  ne  seraient  égales  que  si 
l'un  des  conducteurs  en  communication  avec  le  sol  entourait 
complètement  A,. 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  en  présence  du  conduc- 
teur Ai  d'autres  conducteurs  isolés  At,  Ag, ,  d'abord  à 

l'état  neutre  et  dont  la  charge  totale  est  ainsi  restée  nulle. 

Le  potentiel  est  encore  positif  et  plus  petit  que  Vi  dans 
toute  l'étendue  du  diélectrique.  11  a  une  valeur  constante  sur 
chacun  des  autres  conducteurs  ;  cette  valeur  est  positive, 
puisque  tous  les  conducteurs  ont  une  partie  de  leur  surface 
chargée  d'électricité  positive,  qu'il  en  émane,  par  conséquent, 
des  lignes  de  force,  et  que  ces  lignes  de  force  se  propagent 
vers  des  régions  où  le  potentiel  est  partout  positif. 

Soit  Ai  celui  des  conducteurs  isolés  dont  le  potentiel  Vi 
est  le  plus  élevé  ;  une  portion  de  sa  surface  est  négative,  il 
reçoit  donc  des  lignes  de  force.  Aucune  de  ces  lignes  de  force 
ne  lui  vient  du  sol,  ni,  par  hypothèse,  des  autres  conducteurs, 
dont  le  potentiel  est  plus  faible  ;  toutes  proviennent  donc  du 
conducteur  A,,  et  par  suite  Va  est  plus  petit  que  V,.  Comme, 
d'ailleurs,  les  lignes  de  force  reçues  par  Ai  ne  forment  pas  la 
totalité  de  celles  qui  sont  émises  par  Ai,  chacune  des  couches 
positive  et  négative  qui  forment  la  charge  nulle  de  Aa  est  plus 
petite  que  la  charge  totale  de  A,. 

On  raisonnerait  de  mËme  pour  tous  les  autres  conducteurs  ; 
ainsi,  le  suivant  par  ordre  de  grandeur  du  potentiel,  At  par 
exemple,  reçoit  des  lignes  de  force  de  A,  et  de  A,  et  ces  der- 
nières peuvent  être  considérées  comme  provenant  indirecte- 
ment de  A).  Sur  chacun  des  conducteurs  isolés,  la  charge 
négative  est  donc  moindre  que  la  charge  positive  de  A,,  à 
moins  que  l'un  d'eux  ne  forme  une  surface  fermée  envelop- 
pant complètement  le  conducteur  Ai . 

46.  Relations  entre  les  charges  et  les  potentiels.  —  Dési- 
gnant toujours  par  A|,Aj,  Â|, ,  les  conducteurs,  soient 

Qt,  Qïi  Qj. T  leurs  charges  respectives  et  V|,  V,,  V», , 

les  potentiels  correspondants. 

Supposons  d'abord  tous  les  conducteurs  isolés,  à  l'état 
neutre  et  au  potentiel  zéro.  Si  nous  donnons  à  l'un  d'eux  A,, 
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une  charge  positive  égale  à  l'unité,  sod  potentiel  devient  an ,  et 

ceux  des  autres  conducteurs  sont  respectivement  «n,  «x, 

Si,  au  lieu  d'une  charge  égale  à  l'unité,  on  donnait  fa  A|  la 
chaîne  Qi,  tous  les  potentiels   seraient  multipliés  par  Qi, 

c'est-à-dire  respectivement  oïdQi,  aiiQnaaiQi) De  même, 

si  l'on  décharge  Ai  et  qu'on  donne  à  Aj  la  chai^  Qi,  les 

potentiels  deviendront   ix,iQj,  ix„Qt,  cei,Q ;  et  ainsi  de 

suite.  Or  l'état  final,  quand  tous  les  conducteurs  reçoivent 
simultanément  leurs  charges  respectives,  est  la  superposition 
de  tous  les  états  obtenus  ainsi  successivement  ;  on  aura 
donc,  pour  exprimer  le  potentiel  de  chacun  des  conducteurs, 
une  équation  de  la  forme 


(i)  V„  =  «„,Q,-Ha„,Q,-ha„,Q,  +  . 


et,  par  suite,  autant  d'équations  semblables  qu'il  existe  de 
conducteurs  dans  le  système. 

On  en  conclut  le  théorème  suivant  : 

Dans  an  système  électrique  quelconque  en  équilibre,  les 
potentiels  des  divers  conducteurs  peuoent  s'exprimer  linéaire' 
menl  en  fonction  des  charges. 

Parmi  les  p'  coefficients  des  équations  .(>)>  ^^^^  '^  '^^^  ^^ 
p  conducteurs,  le  coefficient  «m»  exprime  le  potentiel  du  con- 
ducteur Am  quand  il  est  chargé  de  l'unité  d'électricité,  tous 
les  autres  étant  à  l'état  neutre;  un  coefficient  tel  que  «„„  dé- 
signe le  potentiel  que  prend,  en  même  temps,  un  des  conduc- 
teurs tel  que  A». 

Il  est  facile  de  voir  que  ces  derniers  coeflîcients  satisfont 
à  la  condition 

{')  «».=.».. 

En  effet,  considérons  les  deux  états  successifs  où  chacun 
des  conducteurs  A„  et  A„  est  seul  chargé  de  l'unité  d'élec- 
tricité, tous  les  autres  étant  à  l'état  neutre  ;  'le  théorème  de 
Gauss  (41)  donne  immédiatement  l'équation  (3). 

La  remarque  faite  plus  haut  (45)  montre  que  tous  les  coef- 
ficients a  sont  positifs  et  qu'un  coefficient  tel  que  a„„  n'est 
jamais  supérieur  fa  a„„  ou  a^a- 
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Si  t'oD  résout  les  équatioas  (i)  par  rapport  aux  charges, 
on  aura  p  équations  de  le  forme 

(3)  Qm=^Y-.V,-l-Y„»V,+ h-t™,V,, 

contenaot />'  coefficients  dont  la  signification  est  évidente. 

Le  coefficient  Yn>n>  exprime  la  charge  qu'il  faut  donner  au 
r-nndnrtftiir  A-  pour  le  porter  à  l'unité  de  potentiel,  tons  les 
autres  étant  au  potentiel  zéro.  Cecoenicient,quijoue  un  grand 
rôle  dans  la  théorie  de  l'électricité,  est  appelé  la  capacHà-àu. 
conducteur  A„  ;  nous  y  reviendrons  dans  un  instant. 

Un  coefficient  tel  que  Yhb,  exprime  la  charge  que  prend,  en 
même  temps,  par  induction,  le  conducteur  An  en  commu- 
nication avec  le  sot  ;  on  pourrait  l'appeler  le  coefficieni  dè- 
teclricité  induite  sur  A.  par  km. 

L'application  du  théorème  de  Gauss,  dans  le  cas  de  deux 
états  successifs  où  chacun  des  conducteurs  A„  et  A„  est  porté 
a  l'unité  de  potentiel,  les  autres  communiquant  avec  le  sol, 
montre  que  ces  coefficients  sont  encore  égaux  deux  à  deux  et 
qu'on  a  la  condition 


qui  n'est  qu'une  extension  du  théorème  démontré  plus  haut 
(42,  II)  pour  deux  conducteurs. 

Si  on  se  reporte  à  la  remarque  du  n°  45,  il  est  facile  de  voir 
que,  tandis  que  les  coefficients  Ymm.  qui  expriment  les  capa- 
cités, sont  tous  positifs,  les  coefficients  d'électricité  induite, 
tels  que  -(nm  sont  tous  négatifs  ;  de  plus,  que  la  somme  de  tous 
ceux  qui  sont  relatifs  à  l'induction  exercée  par  un  même  con- 
ducteur n'est  jamais  supérieure,  en  valeur  absolue,  à  la  capa- 
cité de  ce  conducteur  lui-même.  Par  exemple,  on  a  toujours 

Ymm-1-(Y.™  +  Ya™  + -\-fpm)>0, 

à  moins  que  l'un  des  conducteurs  An  en  communication  avec 
le  sol  n'enveloppe  complètement  le  conducteur  A„.  Dans  ce 
cas,  on  aurait 
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et  les^  — 2  autres  coefficients  relatifs  au  conducteur  A™,  tels 
que  Yini,  fam, tpm,  Seraient  nuis. 

41.  Analogie  thermique  de  l'équilibre  électrique-  —  Il  est 
intéressant  de  rapprocher  du  problème  que  nous  venons  de 
traiter,  deux  autres  problèmes  relatifs  à  des  phénomènes  tout 
différents  mais  qui,  au  point  de  vue  analytique,  présentent 
l'analogie  la  plus  complète;  celui  de  la  propagation  de  la  cha- 
leur dans  un  milieu  homogène  et  celui  du  mouvement  per- 
manent d'un  liquide  incompressible  et  sans  frottement. 

En  résumé,  le  problème  électrique  est  caractérisé  par 
l'existence  d'une  fonction  des  coordonnées  V  qui,  s'annulant  à 
l'infini,  a  une  valeur  constante  sur  chacun  des  conducteurs, 
et  satisfait  pour  tous  les  points  du  diélectrique  à  l'équation 
de  Laplace  AV  — o. 

En  désignant  par  X,  Y  et  Z  les  composantes  du  champ  en 
un  point  P,  la  quantité 

représente  le  flux  total  de  force  qui  sort  de  l'unité  de  vo- 
lume pris  en  ce  point,  et  l'équation  AV  =  o  exprime  que  ce 
flux  est  nul  dans  le  diélectrique  ou  à  l'intérieur  d'un  conduc- 
teur, c'est-à-dire  là  où  il  ne  se  trouve  pas  d'électricité.  C'est 
la  condition  de  continuité  du  champ  (26). 

Imaginons  maintenant  que,  dans  un  problème  d'électricité 
statique,  on  remplace  le  milieu  Isolant  par  un  milieu  conduc- 
teur de  la  chaleur,  homogène  et  isotrope,  c'est-à-dire  qui 
jouisse  des  mêmes  propriétés  dans  toutes  les  directions,  et 
chacun  des  conducteurs  électrisés  par  des  sources  qui  déga- 
gent ou  absorbent  de  la  chaleur,  de  manière  à  maintenir  sur 
les  surfaces  des  températures  constantes,  égales  respective- 
ment en  valeur  numérique  aux  potentiels  primitifs,  de  sorte 
que  pour  chacun  de  ces  conducteurs  ont  ait  (  ;=:  V. 

Une  fois  l'équilibre  établi,  chaque  point  du  milieu  sera  à 
une  température  déterminée  et  l'on  pourra  tracer  des  surfaces 
isothermes,  c'est-à-dire  d'égale  température  ou  d'égal  niveau 
thermique.  Il  est  évident  que  la  température  d'un  point  P  com- 
pris entre  deux  surfaces  isothermes  S  et  S'  est  indépendante 
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de  la  situation  des  sources,  et  qu'elle  resterait  la  même,  les 
sources  étant  supprimées,  si  l'on  maintenait  constantes  d'une 
autre  manière  les  températures  t  et  t'  de  ces  deux  surfaces. 

L'hypothèse  de  Fourier  consiste  d'abord  à  admettre,  ce  que 
l'on  peut  considérer  comme  la  simple  traduction  des  faits, 
que  la  chaleur  se  propage  de  proche  en  proche,  que  l'état 
thermique  d'un  point  n'a  d'influence  sensible  que  sur  les 
points  très  voisins  et  que  les  points  les  plus  chauds  tendent  à 
élever  la  température  des  points  les  plus  froids.  Fourier 
admet,  en  outre,  que  les  échanges  de  chaleur  ne  dépendent 
que  des  différences  de  température  et  non  de  leurs  valeurs 
absolues.  Cette  hypothèse  équivaut,  en  dernière  analyse,  à 
choisir  une  échelle  particulière  des  températures. 

Le  flux  de  chaleur  qui  traverse  un  élément  dS  d'une  surface 
isotherme  S  (fig.  ii)  est,  par  raison  de  symétrie,  normal  à 
cette  surface  et  à  toutes  les  surfaces  isothermes  qu'il  ren- 


contre. Le  flux  de  chaleur  df  qui,  dans  l'unité  de  temps,  va  de 
l'élément  dS  k  l'élément  correspondant  rfS'  d'une  surface  infi- 
niment voisine  k  la  distance  e,  est  proportionnel  à  la  surface  rfS, 
à  la  différence  inQniment  petite  de  température  t~t',  à  un 
coefficient  k  qui  ne  dépend  que  de  la  nature  du  milieu,  enfin 
à  une  fonction  f{e)  de  la  distance  de  ces  éléments. 
On  peut  donc  écrire 


d=  =  hdS- 


Si  l'on  considère  une  surface  intermédiaire  S,  à  la  tempé- 
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rature  c„  le  flux  de  chaleur  qui  va  de  dS  en  dS'  passe  d'abord 
par  rélëment  dS,  k  la  distance  é,,  ce  qui  donne 

Comme  les  difTérences  de  température  t  — 1|  et  t—t'  sont 
proportionnelles  aux  distances  normales,  par  raison  de  conti- 
nuité, la  fonction  f  est  simplement  proportionnelle  à  la  dis- 
tance. Le  flux  de  chaleur  entre  deux  éléments  correspondants 
iniiniment  voisins,  en  appelant  dt  la  variation  de  tempéra- 
ture comptée  dans  le  sens  du  flux  de  chaleur  et  dn  la  dis- 
tance des  éléments,  peut  donc  être  exprimée  par  la  formule 
suivante  : 

d<f=:-kdS^- 

Le  coefficient  k  est  le  coefficient  de  conductibilité  du  milieu. 
Il  représente  le  flux  de  chaleur  par  unilé  de  surface  entre 
deux  plans  parallèles  distants  de  l'unité  et  dont  la  différence 
de  température  serait  de  i°. 

Dans  le  cas  actuel,  le  flux  par  unité  de  surface  en  chaque 
point  a  pour  valeur 

.dt. 
'^  =  -^dh' 

il  est  proportionnel  à  la  dérivée  de  la  température  par  rapport 
à  la  normale  à  la  surface  isotherme  correspondante. 

Le  flux  de  chaleur  est  le  même  au  travers  d'un  élément  dA 
d'une  surface  quelconque  À  limité  au  même  canal.  En  appe- 
lant 0  l'angle  que  fait  cet  élément  avec  la  surface  de  niveau 
et  da  la  portion  de  la  normale  à  l'élément  ^A  comprise  entre 
les  surfaces  S  et  S',  on  a 

rf?  =  -ArfA^  cosft^-kdk^^=.-kdX~- 
an  dn  da  da 

Le  flux  au  travers  d'un  élément  de  surface  quelconque  est 
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donc  proportionnel  à  la  dérivée  partielle  de  la  température 
dans  le  milieu  par  rapport  à  la  normale  à  cette  surface. 

Puisque  l'équilibre  est  établi,  le  flux  total  de  chaleur  cor- 
l-espondant  k  une  surface  fermée  quelconque  ne  renfermant 
pas  de  source  doit  être  nul.  Soient  u,  vet  iv  les  composantes 
du  flux  en  un  point  P,  et  dxdydz  un  élément  de  volume  au 
même  point;  le  flux  qui  entre  par  l'une  des  surfaces  dydt 
est  udydz,  celui  qui  sort  par  la  surface  opposée  est  égal  à 

iu-\-—  dx\dxdz,  la  différence  est  dxdjrdz  —  ;  le  flux  total 

qui  sort  de  l'élément  est  donc 

\di^d^^  dz)~~~    \dx*~^d^ 

Ce  flux  devant  être  nul,  il  en  résulte 

du       ùv       ^^^^  ,  . 

— -J- -r- -H -î- —  ~  A  a  (  =  o. 

dx      d)-       dz 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  l'action  du  système  n'est  plus 
sensible  à  de  grandes  distances  et  que  la  température  t  qu'il 
détermine  est  nulle  à  l'iniini. 

La  fonction  t  satisfait  ainsi,  pour  chaque  point  du  milieu 
et  pour  les  limites,  aux  mêmes  conditions  que  la  fonction  V. 
On  voit,  de  plus,  que  si  la  constante  k  est  égale  à  l'unité,  les 
valeurs  numériques  du  flux  de  force  électrique  et  du  flux  de 
chaleur  pendant  l'unité  de  temps  sont  en  chaque  point  iden- 
tiques dans  les  deux  problèmes. 

48.  Analogie  hydrodynamique.  —  Considérons  maintenant 
le  problème  correspondant  d'hydrodynamique.  Supposons 
que  l'espace  occupé  primitivement  par  le  diélectrique  soit 
rempli  par  un  liquide  incompressible  et  sans  frottement  ; 
supposons,  en  outre,  que  les  conducteurs  soient  remplacés 
par  des  surfaces  poreuses  de  telle  sorte  que  le  liquide  ait  en 
chaque  point  de  leur  surface  une  vitesse  normale  et  égale  à 
la  valeur  primitive  de  la  force  électrique  au  môme  point. 
L'ensemble  des  trajectoires  des  molécules  qui  ont  traversé 
au  même  instant  l'élément  dS  de  la  surface  d'un  conducteur 
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forment  un  fdel  liquide,  qui  s'en  détache  normalement  et  pré- 
sente le  même  débit  dans  toutes  les  sections.  Comme  il  n'y 
a  nulle  part  accumulation  de  liquide,  le  flux  qui  pénètre  dans 
un  élément  de  volume  dxdydz  pris  en  «n  point  quelconque  P 
est  égal  à  celui  qui  en  sort;  or,  si  on  désigne  paru,  v,  w  les 
composantes  de  la  vitesse  au  point  P,  cette  condition  s'exprime 
encore  par  l'équation  de  continuité 

du       dv       dw 
ox      ay       az 

Le  mouvement  est  d'ailleurs  insensible  à  l'infini;  on  voit  donc 
que  la  vitesse  en  chaque  point  dépend  d'une  fonction  des 
coordonnées  satisfaisant  aux  mêmes  conditions  que  le  poten- 
tiel ou  la  température.  Partout  les  lignes  de  flux  coïncideront 
avec  les  lignes  de  force  du  problème  électrique  correspondant 
et  en  chaque  point  la  force  électrique  et  la  vitesse  du  liquide 
auront  la  même  valeur  numérique. 

La  corrélation  que  nous  venons  d'établir  présente  un  grand 
intérêt  ;  car,  s'il  est  clair  que  les  difficultés  analytiques  sont 
exactement  les  mêmes  dans  les  trois  espèces  de  problèmes,  il 
n'en  est  pas  moins  vrai  que  certaines  conséquences  se  pré- 
sentent plus  naturellement  dans  un  certain  ordre  d'idées  et 
tout  résultat  obtenu  dans  un  cas  peut  être  immédiatement 
transporté,  avec  sa  traduction  spéciale,  dans  les  deux  autres. 
On  en  trouvera  plusieurs  exemples  par  la  suite. 
^  49.  Capacités  électriques.  —  Nous  avons  appelé  (46)  capa- 
cité d'an  condacleur,  la  charge  qu'il  faut  lui  communiquer 
pour  le  porter  à  l'unité  de  potentiel,  quand  tous  les  conduc- 
teurs qui  l'enloarenl  sont  en  communicalion  avec  le  sol. 

Il  résulte  de  cette  déflnilion  que  la  capacité  d'un  conduc- 
teur dépend  non  seulement  de  sa  forme,  mais  de  la  forme 
et  de  la  position  de  tous  les  conducteurs  qui  l'entourent. 

Nous  représenterons  cette  constante  par  la  lettre  C.  Si,  les 
conditions  restant  les  mêmes,  on  donne  au  conducteur  une 
charge  Q,  son  potentiel  sera  évidemment,  en  vertu  du  prin- 
cipe de  la  superposition  des  états  d'équilibre, 

V^^.        d'où        Q^CV. 
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Le  problème  qui  consiste  à  déterminer  la  capacité  d'un 
conducteur,  dans  une  circonstance  donnée,  revient  à  cher- 
cher l'état  de  l'équilibre  du  système  formé  par  le  conducteur 
en  question  et  tous  les  conducteurs  qui  l'entourent,  ceux-ci 
étant  en  communication  avec  le  sol;  il  se  confond  donc  avec 
le  problème  général  de  l'équilibre. 

Le  mot  capacité  a  été  emprunté,  par  analogie,  à  la  théorie 
de  la  chaleur;  mais  il  est  important  de  remarquer  que,  tandis 
que  la  capacité  calorifique  d'un  corps  ne  dépend  que  de  la 
nature  et  du  poids  de  ce  corps,  la  capacité  électrique  d'un 
conducteur  ne  dépend  ni  de  sa  nature,  ni  de  son  poids,  mais 
seulement  de  sa  forme  extérieure  et  de  la  forme  et  de  la  posi- 
tion de  tous  les  conducteurs  voisins.  La  capacité  électrique 
n'est  donc  point,  comme  la  capacité  calorifique,  une  constante 
pour  le  corps  considéré. 
.J  50.  Sphère.  —  Surfaces  concentriques.  —  Quand  on  élec- 
^  trise  une  sphère  conductrice  soustraite  à  toute  action  étran- 
gère, la  chaîne  se  distribue  à  la  surface  suivant  une  couche 
uniforme,  par  raison  de  symétrie,  et  le  potentiel  de  la  sphère 
est  égal  au  quotient  de  la  charge  Q  par  le  rayon  R  (34)  ;  on  a 
alors 

Q  =  RV. 

La  capacité  de  la  sphère  est  donc  égale  au  rayon  R.  On 
voit  par  là  que  la  capacité  électrostatique  d'un  conducteur  est 
une  quantité  linéaire. 

Supposons  qu'une  sphère  conductrice  A,  de  surface  S  et  de 
rayon  R,  soit  entourée  par  un  conducteur  A'  limité  à  deux 
surfaces  sphériques  Si  et  S',  concentriques  à  la  première, 
dont  les  rayons  intérieur  et  extérieur  sont  R,  et  R'. 

La  sphère  A  ayant  une  charge  Q,  l'enveloppe  A'  possède 
une  charge  — Q  sur  la  surface  interne  Si;  nous  admettrons, 
en  outre,  qu'il  existe  sur  la  face  externe  S'  une  charge  Q'. 

Dans  la  sphère  A,  le  potentiel  V  est  constant  et  le  même 
qu'au  centre,  c'estrà-dire 


1 

Sur  un  point  de  l'enveloppe  A'  les  charges  ±Q  des  sur- 


=  *2(b^r,;^r'' 
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faces  S  et  S,  ont  un  potentiel  nul  ;  le  potentiel  V  ne  dépend 

que  de  la  couche  extérieure  Q'  et  il  est  le  même  qu'au  centre 

de  la  sphère  S' supposée  homogène,  c'est-à-dire  ^  ;  il  en  résulte 

Si  l'enveloppe  A'  a  été  maintenue  isolée  pendant  la  charge 
du  noyau  A,  Q'=Q.  La  capacité  d  de  la  sphère  A  relative- 
ment à  cette  disposition  est  donc 


Si  l'enveloppe  A'  communique  au  sol,  Q'  =  o.  En  appelant  e 
l'épaisseur  R,  — R  du  diélectrique,  la  capacité  C  est  alors 


C~i{      R.  ^  RR, 

Quelle  que  soit  la  charge  supplémentaire  Q',  la  différence 
du  potentiel  V  — V  ne  dépend  que  de  la  charge  interne  Q. 
La  capacité  du  système,  rapportée  à  cette  différence  des  po- 
tentiels, conserve  la  même  valeur. 

Si  l'épaisseur  e  du  diélectrique  est  très  petite  par  rapport 
au  rayon  R,  on  peut  remplacer  le  produit  RRi  par  R',  ce  qui 
donne 

C'est  là  une  expression  qui  s'appliquera  à  tout  autre  système 
formé  de  deux  surfaces  voisines  à  distance  constante. 

51.  CoucheB  ellipsoïdales.  —  Si  un  conducteur  lerminé  par 
la  surface  d'an  ellipsoïde  est  couvert  d'une  couche  homogène 
de  densité  p  limitée  elle-même  par  une  seconde  surface  homo- 
ikélique  à  la  première,  faction  de  la  couche  sur  un  point 
intérieur  quelconque  P  est  nulle  (Newton). 

Supposons,  en  effet,  cette  couche  très  mince  et  menons 
par  le  point  P  {fig.  13)  une  corde  MM'.  Les  portions  de  cette 


DigmzcdbyGoOglC 


ÉQUILIBRE   ÉLECTRIQUE.  77 

corde  comprises  entre  les  deux  ellipsoïdes  ont  la  m£me  lon- 
gueur /.  Si  l'on  appelle  0  l'angle  de  cette  corde  avec  la  nor- 
male N  au  point  M,  l'épaisseur  k  de  la  couche  est  /cosO.  Un 
cône  d'ouverture  angulaire  rfw  ayant  son  sommet  au  point  P 
découpe  au  voisinage  du  point  M  un  élément  de  surface  dS, 
dont  la  charge  est  d?>hf  =  pldScos^.  L'action  de  cet  élément 
sur  le  point  P  est 

pldScosi        ,, 
^-^ =  eld^; 

elle  est  égale  à  celle  qu'exerce  l'élément  opposé  dS'  découpé 
par  le  même  cône  au  point  M'  et,  par  suite,  le  champ  inté- 
rieur est  nul. 
La  densité  superficielle  au  point  M  est  a  =  kp.  Appelant 


1+  a  le  rapport  de  similitude  des  deux  ellipsoïdes,  soient 
p  et  pt  les  perpendiculaires  OR  et  0R|  abaissées  du  centre 
commun  sur  les  plans  tangents  aux  points  M  et  M|  situés  sur 
le  rayon  vecteur  OM,  lesquels  sont  parallèles,  on  a 

p,  =^(i  -+-»),       h^p,  —p=p<x,       <s=ppa. 

La  densité  a  est  donc  en  chaque  point  proportionnelle  à  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent. 
L'ellipsoïde  étant  représenté  par  l'équation 

(4)  f!  +  P  +  ?  =  '. 


DiailizodbyGOOgle 


78  ÉLECTRICITÉ. 

la  perpendiculaire  j7  est  donnée  par  l'expression 

et  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  sont  respectivement 

D'autre  part,  en  désignant  par  c  le  volume  s  r-abc  de  l'ellip- 
soïde, la  charge  totale  est 

Q  =  ..[(.+.)■-. ]p  =  3^f.  =  4:T»4eî. 

et  les  densités  aux  extrémités  des  axes  sont  respectivement 

—  —  —  =  —  :^        Q 

abc        ^%abc 

Pour  une  même  charge  Q,  ces  densités  sont  proportion- 
nelles aux  longueurs  des  axes  correspondants  ('). 

Comme  le  potentiel  intérieur  est  constant,  il  sunit  d'en  cal- 
culer la  valeur  au  centre;  on  a  donc,  en  appelant  u  le  rayon 
vecteur  OM, 

~J     u     ~ZvJ     u 
et  la  capacité  de  l'ellipsoïde  est 

^'  C~Q~3cJ      u    ^iT;abcJ      u 

[>)  Cette  propriitlé  permet  d'expliquer  ce  qu'on  appelle  le  pouvoir  det  poMtM. 
Sur  un  elUpsoîde  1res  allonKë,  en  Tonne  de  double  pointe,  si  les  quantités  Q  et  v 
restent  constantes,  la  densité  au  sommet  des  pointes  peut  crottrc  sans  limite,  et 
la  tension  électrostatique  serait  proportionnelle  au  carré  de  la  lon^eur  du  ftrand 
axe.  Dès  que  la  tension  atteint  une  cerlsine  valeur,  rdlectricilé  passe  du  con- 
ducteur sur  les  masses  d'air  qui  l'entourent,  et  celles-ci,  étant  électriaées,  s'é- 
chappent d'abord  suivant  la  direction  des  lignes  de  Torce  en  produisant  les  phé- 
nomènes connus  de  Vaigrettt  et  du  i>en(  ^leclrfqrue.  La  réaction  qui  s'exerce  sur 
la  pointe  produit  une  force  en  sens  contraire  qui  agit  fur  le  conducteur;  c'est 
l'expérience  du  loamiqaef  ilectriqae. 
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Le  problème  de  l'ellipsoïde  présente  un  intérêt  capital  en 
Mécanique  céleste  et  a  donné  lieu  à  de  nombreux  travaux. 
L'équation  générale 


(7) 


représente,  suivant  ta  valeur  de  X,  un  système  triplement 
orthogonal  (')  de  surfaces  homofocales,  des  ellipsoïdes  si  les 
trois  déoominateura  sont  positifs,  des  hyperboloîdes  k  une  ou 
deux  nappes  dans  le  cas  contraire.  Si  ces  surfaces  passent  par 
un  même  point  M  (s,  .r,  z),  les  valeurs  correspondantes  de  X 
seront  déterminées  par  les  trois  racines  de  l'équation  (7). 

A  l'extérieur  de  l'ellipsoïde  (4)  considéré,  le  champ  est 
normal  à  la  surface,  c'est-à-dire  tangent  aux  deux  hyperbo- 
loîdes homofocaux,  et  la  ligne  de  force  correspondante  est 
l'intersection  de  ces  deux  surfaces. 

Considérons  la  surface  de  niveau  S'  qui  correspond  au 
potentiel  \-\-dV;  cette  surface  est  encore  normale  à  la  ligne 
de  force  qui  passe  par  le  point  primitif  M  et  aux  hyperboloîdes 
homofocaux  correspondants;  c'est  donc  un  ellipsoïde  homo- 
focal  au  premier,  et  le  champ  extérieur  ne  change  pas  si  l'on 
porte  sur  cette  surface  la  charge  primitive  distribuée  suivant 
la  même  loi.  11  en  résulte  ce  théorème  (Maclaurin)  : 

Deux  couches  électriques  de  mime  masse  en  équilibre  sur  des 
ellipsoïdes  homofocaux  ont  le  même  champ  extérieur. 

(')  Pour  démontrer  que  ces  surfacei  sonl  orlho^nales,  remarquons  que  les 

«osinus  directeurs  de  la  normale  sonl  respectivement  proportionnels  A  —. r, 

— .  La  condition  pour  que  les  nonaalcs  relatives  i  deux  surfaces 


L'équation  (7)  dlanl  salisraitc  par  les  valeurs  ),,  et  Xi,  la  dilTéri 
miers  membres  donne 

ce  qui  exige  P  a  0,  puisque  les  racines  Xi  et  >.|  sont  inégales. 
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Si  dn  désigne  la  dislance  normale  de  deux  surfaces  de 
niveau  infîniment  voisines  S  et  S',  on  a 

La  distance  dn  des  surfaces  est  donc  en  raison  inverse  de  la 
perpendiculaire  p. 

D'une  manière  générale  (' )>  le  champ  extérieur  F  en  un  point 
quelconque  P  s'obtiendra  en  considérant  l'ellipsoïde  {7)  ho- 
mofocal  de  l'ellipsoïde  primitif  {4),  dont  ta  valeur  de  X  est  la 
racine  positive  de  cette  équation  dans  laquelle  on  remplacera 
les  coordonnées  par  celles  du  point  P.  Le  champ  est  encore 
donné  par  l'équation  (8),  dans  laquelle  on  remplacera  a*,  ^ 
et  c»  par  a*+X,  A'-t-X  et  c»  +  X;  la  valeur  de  p  étant  ainsi 
définie  par  l'équation  (5),  ses  cosinus  directeurs  sont 

p^  pj  pz 

o^^_X'      A'-i-X'      c'  +  X' 


Si  dx,  dy  et  dz  sont  les  projections  de  la  normale  rfB  =  PP' 
comprise  entre  la  surface  de  niveau  S  de  potentiel  V  qui  passe 
par  le  point  P  et  la  surface  infîniment  voisine  S'  de  potentiel 
V-HtfV,  et  dk  étant  la  variation  correspondante  du  para- 
mètre, on  a 


dx  = 


P^ 


-  ,    „  ■     v-r  (fX  :=  (ipdn  —  dk)  T 


En  répétant  !a  même  opération  sur   les  trois  termes  1 
l'équation  (7)  et  faisant  la  somme,  il  en  résulte 

(ipdn  —  (A)  —  ^:  o,         dX  =  ipdn, 

{')  Thombon  and  Ta:t,  Ailaral  PhUoiophy.  533;  iMS3. 
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et  l'équation  (8)  devient 


(9) 


.  VK+>.)(*'  +  >.)(c-+X) 


Supposons  maintenant  que  l'on  mette  une  couche  +Q  en 
équilibre  sur  la  surface  S  et  une  couche  —  Q  sur  la  surface  S'  ; 
le  potentiel  extérieur  de  l'ensemble  des  deux  couches  est  nul. 
Les  potentiels  intérieurs  de  chacune  d'elles  sont  respective- 
ment V  et  —  (V  +  rfV);  le  potentiel  intérieur  à  la  surface  S  est 
donc  constant  et  égal  k  —dV. 

Ce  problème  correspond  au  cas  d'un  conducteur  S,  autour 
duquel  serait  une  epveloppe  conductrice  non  isolée,  de  sur- 
face intérieure  S'.  La  capacité  du  système  est  alors 


En  particulier,  si  la  surfape  S  n'est  autre  que  l'ellipsoïde  (4) 
et  que  le  grand  axe  de  la  surface  S'  soit  3a',  on  a  dk  —  a'*  —  a^, 
\  —  o  et,  par  suite, 

_         a  abc  bc 


Le  potentiel  extérieur  de  cet  ellipsoïde,  déterminé  par  l'équa- 
tion (9),  est  d'ailleurs,  en  remplaçant  Q  par  i-abc-  , 


(10}     v-3_2-~r'^=. 


En  prenant  ainsi  l'infini  pour  l'une  des  limites  de  l'inté- 
grale, le  potentiel  tendra  vers  zéro  à  une  très  grande  dis- 
lance de  rellipsoïde. 

52.  Ellipsoïde  homogène.  —  L'équation  {10)  permet  de 
déterminer  le  potentiel  extérieur  d'un  ellipsoïde  homogène  ou 
formé  de  couches  homothétiques  homogènes.  Les  demi-axes 
de  l'ellipsoïde  étant  a,  b,  c,  considérons  une  surface  inté- 
rieure S  homothétique  {a^,  b^,  c9)  et  une  surface  infîniment 

ÉUetr.  et  Magn.  -  i.  6 
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voisine  S'  définie  par  ô-t-tffi.  Le  rapport  de  similitude  des 

deux  ellipsoïdes  correspoûdants  est  "-f--s--  Si  la  densité  du 

milieu  dans  cette  couche  est  p,  la  densité  supterficielle  équiva- 
lente est 

du 

Remplaçant  a,  h,  c  par  leurs  nouvelles  valeurs,  la  partie  rf\' 
du  potentiel  extérieur  due  &  cette  couche  est  alors 


(il)    rfV:=-3T:aicpfl' 


1    [ 


[(a^0>  +  >.)  (6=6' -t-X)  (c«e>4-X)]ï 
La  valeur  de  a  est  ici  une  fonction  de  6  déterminée  par 

''^^  a^t)'  -I- X  "'"  Aae» -H À  "*"  c'6'  -l-I  ~" ' 

OU,  en  posant  X  =  0'«,  d'où  rfX~e*rf«, 

(■3)  :^,  +  l^,  +  ^,=>'-- 

11  en  résulte 

et,  en  remplaçant  zOifO  par  sa  valeur  tirée  de  (i3). 


p  -  L(«"-H«)^  "^  {b-'+ur  ^  (.'+«)' J  *'"  1 VK^ 


î:a*cp  "     L(o"-l-«)'      (A'+«}^      (c«+«)»J      X  v/K+'O  (*'+«)  (0^+") 

Pour  étendre  cette  expression  à  l'ellipsoïde  entier,  on  doit 
faire  varier  6  de  zéro  à  l'unité,  c'est-à-dire  la  variable  u,  dans 
l'intégration  correspondante,  de  l'infini  à  la  valeur  </  déter- 
minée par  l'équation 
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Le  potentiel  extérieur  de  l'ellipsoïde  est  donc 

Lorsque  l'ellipsoïde  est  homogène,  cette  expression  se  sim- 
pliÔe,  car  l'intégration  par  parties  donne 

Entre  les  limites  u  =  ao  et  b  =^  ^,  le  second  membre  devient 

Si  l'on  répète  la  même  opération  pour  les  autres  axes  et  que 
l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'expression  du  potentiel,  en  tenant 
compte  de  (i4),  il  reste 

_^^  rr-  (  -'  1  y  ,  ''  \]         ^-^ 

Tel  est  !e  potentiel  au  point  extérieur  x,  y,  z  d'un  ellipsoïde 
homogène  de  densité  ?. 

La  composante  du  champ  parallèle  à  l'axe  des  x  est  alors 

X"  du 



«)V(fl' +  «)(*= +  «)(«="  +  «) 

et  de  même  pour  les  autres  composantes. 

Pour  la  surface  mfime  de  l'ellipsoïde,  on  doit  faire  ç  —  o.  Si 
l'on  pose  alors 


;)  (A^  +  «)^c"-M/) 
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Les  composaateB  du  champ  k  la  surface  de  l'ellipsoïde  peu- 
vent donc  s'écrire 


(.5) 


Ces  composantes  en  un  point  sont  respectivement  propor- 
tionnelles aux  coordonnées  correspondantes. 

Les  coefïicients  L,  M  et  N  sont  d'ailleurs  déterminés  par  les 
rapports  des  axes  de  l'ellipsoïde  et  indépendants  de  leurs 
grandeurs  absolues.  En  effet,  si  on  multiplie  ces  axes  par  le 
même  facteur  6,  la  valeur  de  L  ne  change  pas,  car  on  peut 
écrire, 


x  = 

Y  = 

Z  = 

-4.«»cP5^.  =  ,N.. 

dV 


Jo(û 


^(»')  ^0  (a»e>-t-w)  v'(a'Oï-f'H)  {è>e'+,i]  (c^O^+w) 

il  en  résulte,  en  posant  u  =6^c. 


abc  f— 


(a'-f-s')v'(o"-+-f)  (ft»-Fc)  (c»-f-f) 

Les  actions  de  deux  ellipsoïdes  homogènes  semblables  et 
de  même  densité  sur  des  points  de  leur  surface  semblable- 
ment  placés  sont  donc  simplement  proportionnelles  k  leurs 
dimensions  linéaires. 

En  un  point  situé  dans  l'intérieur  de  l'ellipsolide,  le  champ 
ne  dépend  que  du  noyau  limité  à  la  surface  homothétique  qui 
passe  par  le  point,  puisque  l'action  de  la  couche  extérieure 
est  nulle. 

En  appelant  V,  le  potentiel  au  centre,  le  potentiel  intérieur  V^ 
est  donc 

(i6)  V,-  =  V,  -  ^  (L:rs  +  Mj»  -t-  N2>). 

53.  Ellipsoïdes  de  rérolntion.  —  Dans  le  cas  général,  les 
coefficients  L,  M  et  N  sont  des  fonctions  elliptiques. 
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Si  l'ellipsoïde  est  de  révolution  autour  du  petit  axe  c,  c'est- 
à-dire  de  forme  planétaire,  on  a,  en  appelant  e  l'excentricité,. 

a:=b,       c^  =  a'(i—e'), 

,         „      4«r        ^\  —  e*         .      "1       4^r       carcsin«"| 
f         N  — ^     I— arc  sine    =^     i U 

(.7)      '\,—:      ^  '}  ' ,' }  , 

Lorsque  l'ellipsolide  a  la  forme  d'un  disque  circulaire  très 
aplati,  l'excentricité  est  voisine  de  l'uDité  et  l'on  peut  écrire 

N  =  4':,       L  =  M  =  E»-=ic»V^'^^- 
Pour  un  ovoïde,  dont  le  grand  axe  est  a,  on  a 

(M=N=î:r,-i^£.-L±^]=îïr.— ^tii^l", 
'  '  L=4.t^r-!-i.i±^-.l=^!-^r-^.i±-'-.l, 

e      L^e        i  —  e         J        e'    a'  L*«       i  —  e         J 

ce  qui  donne,  pour  un  ellipsoïde  très  allongé,  en  faisant  e  très 
voisin  de  l'unité, 


Quand  on  fait  e  =  o,  les  valeurs  (17)  et  (18)  se  réduisent  d'ail- 
leurs à 

I    _\I_M_4'ï 


c'est-à-dire  au  coenicient  trouvé  pour  la  sphère  (16). 

Lorsque  la  surface  d'un  conducteur  est  ellipsoïdale,   sa 
capacité  déterminée  par  l'équation  (6)  est  aussi  une  fonction 

[■)  Nous  désignerons  par  le  symbole  £.  les  logarithmes  népériens. 
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elliptique  ;  elle  peut  également  s'exprimer  par  les  fonctions 
ordinaires  quand  l'ellipsoïde  est  de  révolution. 

L'axe  de  révolution  étant  a,  si  l'on  prend  comme  élément 
de  surface  à%  la  zdne  décrite  par  un  élément  ds  de  la  courbe 
méridienne,  on  a,  en  faisant  c=:b, 

dS  =  UTiyds  ^  •ii:y  -z-  rfjr  =:  a;:  —  dx, 
BdS  =  n-b'dx, 

On  voit  par  là  que  la  charge /^t^S  d'électricité  est  la  mâme 
sur  toutes  les  zones  d'égale  hauteur,  ce  qui  avait  déjà  lieu 
pour  la  sphère  ;  on  peut  dire  que  la  densité  linéaire  rapportée 
à  l'axe  de  rotation  est  constante. 

Dans  ce  cas,  !a  capacité  de  t'elUpsoïde  devient 

I  _       1        rpdS  _    i     f       dx 
C~  4T.abcJ      u     ~'zaj   iJ^T^Tyi 

On  a  alors  J*  =  a*(i  — e*),  ce  qui  donne 
et  la  capacité  correspondante  Ca  devient 

;-  =  -!- fi.  («•  + v'FT?:?)]  "= -L  i.  i±i. 

Si  l'ellipsoïde  est  de  révolution  autour  du  petit  axe  b,  on  a 

I         \       b  r        .    €y1+*      arc  sin  e 

-^  =  —i arc  sm  -^         = 

C*       aé    ae\_  " J-*  œ 

Chacune  de  ces  formules  se  réduit  à  C  =  a,  lorsque  l'excen- 
tricité est  nulle,  c'est-à-dire  quand  l'ellipsoïde  devient  une 
sphère. 
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54.  Plateaux.  —  Un  plateau  elliptique  peut  être  considéré 
comme  un  ellipsoïde  très  aplati.  On  a  alors,  è  la  limite 

^  =  ■  -  s  -  jî  =  i5ï3  ("  '  -  *  ■"  -  »  ^  )• 
La  densité  sur  le  plateau  a  pour  expression 


4"  ^a^b^  —  {b*x*  +  a V") 


les  lignes  d'égale  densité  sont  des  ellipses  concentriques  et 
homothétiques. 

Pour  un  plateau  circulaire  de  rayon  a,  la  densité  à  une  dis- 
tance r  du  centre  est 


L'excentricité  e  est  alors  égale  à  l'unité  et  la  valeur  de  C* 
donne,  pour  la  capacité  du  plateau, 


T.  1,371 

55.  Condensateiirs-  —  On  a  vu,  parles  exemples  précédents 
de  surfaces  sphériques  concentriques  ou  de  surfaces  homo- 
focales,  qu'une  enveloppe  conductrice  A'  permet  d'accumuler 
ou  de  condenser  sur  un  conducteur  A,  pour  une  m£me  diffé- 
rence de  potentiel,  une  quantité  d'électricité  plus  grande  que 
si  cette  enveloppe  n'existait  pas.  Le  même  effet  serait  produit 
sur  un  conducteur  quelconque  A  par  la  présence  d'un  second 
conducteur  A'  en  communication  avec  le  sol,  ou  isolé  mais 
avec  une  charge  nulle,  puisque  ce  conducteur  diminue  la 
valeur  du  potentiel  de  A  pour  une  charge  déterminée.  On 
donne  te  nom  de  condensalear  à  un  ensemble  de  conducteurs 
séparés  par  un  diélectrique  et  disposés  de  manière  à  augmenter 
dans  une  proportion  notable  la  capacité  de  l'un  d'eux.  Les 
deux  corps  A  et  A'  constituent  ce  qu'on  appelle  les  armatures 
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du  condensateur,  l'un  d'eux  A  étant  le  collecteur  et  l'autre  A' 
le  condenseur. 

La  force  condensante  d'un  condensateur  est  le  rapport  qui 
existe  entre  la  charge  du  collecteur,  lorsqu'il  fait  partie  de 
l'appareil  de  condensation,  et  la  charge  qu'il  prendrait,  pour 
le  même  potentiel,  s'il  était  éloigné  de  tout  autre  conducteur; 
c'est  donc  le  rapport  des  capacités  du  collecteur  dans  ces 
deux  circonstances.  Pour  un  condensateur  sphérique  à  surfaces 
concentriques,  dont  l'armature  extérieure  communique  au  sol, 
la  force  condensante  a  pour  valeur  : 

C      R 

R^   e' 

L'idée  de  force  condensante  ne  présente  d'ailleurs  aucun 
intérêt  dans  les  applications  ;  la  seule  grandeur  qu'il  importe 
de  connaître,  c'est  la  capacité  d'un  condensateur. 

56.  Jarres  électriques.  —  On  appelle  bouteille  de  Leyde,  ou 
jarre  électrique,  un  flacon  de  verre  dont  on  a  couvert,  par 
une  feuille  métallique,  la  surface  intérieure  et  ta  surface  exté- 
rieure, en  laissant  le  verre  à  nu  au  voisinage  de  l'ouverture, 
pour  que  les  feuilles  métalliques  ne  communiquent  pas  entre 
elles.  C'est  un  condensateur  dont  le  verre  forme  le  diélec- 
trique et  les  feuilles  de  métal  les  armatures.  Une  tige  conduc- 
trice passant  par  le  goulot  de  la  bouteille  communique  avec 
l'armature  intérieure.  Cet  ensemble  constitue  un  condensateur 
presque  fermé,  la  petite  zone  qu'on  est  obligé  de  supprimer 
sur  la  surface  extérieure,  pour  permettre  la  communication 
avec  l'intérieur,  n'ayant  qu'une  influence  négligeable. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'expression  trouvée  (50)  pour  des 
surfaces  sphériques  concentriques  très  voisines,  s'applique 
également  k  une  bouteille  de  Leyde  de  forme  quelconque, 
d'épaisseur  constante  très  petite,  dont  les  armatures  couvrent 
toute  la  surface  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur. 

Soient  S  et  S'  (fîg.  i3)  les  surfaces  opposées  des  deux 
armatures,  U  et  U'  leurs  potentiels-  L'armature  extérieure 
entourant  complètement  l'armature  intérieure,  les  masses 
électriques  sur  ces  deux  surfaces  sont  égales  et  de  signes 
contraires  (40,  VI),  Pour  un  point  P  du  diélectrique,  le  champ 
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a  pour  valeur,  eu  appelant  i  ta  densité  en  M  de  la  couche 
iotenie  et  supposant  l'épaisseur  e  très  petite, 


La  charge  d'un  élément  dS  de  la   surface  est  adS,  et  la 
charge  totale  a  pour  expression 


^/--^/?- 


Si  l'épaisseur  e  est  constante,  on  a  simplement,  en  appelant 
V  la  difTérence  des  potentiels  U  —  U', 


41:       e       ^Tte 
La  charge  ne  dépend  que  de  la  difTéreoce  des  potentiels  et 


Fig.  i3. 

nullement  de  leurs  valeurs  absolues  ;  ce  résultat  était  facile 
à  prévoir  puisque  la  force  elle-même  ne  dépend  que  de  cette 
différence. 

La  capacité  de  la  bouteille,  c'est-à-dire  la  charge  qui  cot^ 
respond  à  une  difTérence  de  potentiel  égale  à  l'unité  entre  les 
armatures,  est  alors 


57.  Cylindres  concentriques  circulaires-  —  Supposons  que 
les  courbes  S  et  S'  (fig.  i3)  représenteat  les  sections  droites 
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des  surfaces  de  deux  cylindres  coocentrlques  à  bases  circu- 
laires de  rayons  a  et  a  aux  potentiels  U  et  U'.  Menons  par 
l'axe  commun  0  deux  plans  qui  forment  l'angle  dièdre  infini- 
ment petit  i^,  et  coupons  ce  dièdre  par  deux  plans  perpendi- 
culaires à  l'axe.  Toutes  les  lignes  de  force  étant  normales  à 
l'axe  commun,  par  raison  de  symétrie,  le  volume  ainsi  déter- 
miné est  un  tube  de  force;  les  surfaces  qu'il  intercepte  sur 
les  deux  cylindres  sont  entre  elles  comme  les  arcs  rfS  et  rfS', 
ou  comme  les  rayons  a  et  a'.  Les  valeurs  F  et  F  du  cbamp 
aux  distances  a  et  d  satisfont  à  la  condition 

FdS  =  F'rfS',       ou      Ffl  =  F'û'  =  A.     ^,1  ^'i  <-  ^""^  ' 

Le  cbamp  dans  le  diélectrique  est  donc  en  raison  inverse  de 
la  distance  à  l'axe. 

Si  V  est  le  potentiel  à  une  distance  quelconque  r,  on  a 

^  =  -^,       ou       V^-A£.r-HC. 

Les  potentiels  de  cette  forme  sont  dits  logarithmiques. 
Si  les  surfaces  S  et*  S'  sont  des  conducteurs  dont  on  donne 
les  potentiels  U  et  U',  on  en  déduit 

U  -  U'  --  -  A£.  -,  =  A£.  -, 


D'autre  part,  la  densité  électrique  ir  à  la  surface  du  cylindre 
intérieur  a  pour  expression 


Soit  S  l'étendue  de  la  surface  2i:al  du  cylindre  intérieur 
comprise  entre  les  deux  plans  normaux  à  t'axe  et  distants  de  l; 
la  masse  Q  d'électricité  distribuée  sur  cette  surface  est 

^      c        AS       A^ 
4-ica        a 
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La  capacité  C  d'un  condensateur  cylindrique  par  unité  de 
longueur  est  donc 


Ce  problème  est  très  important  pour  la  pratique,  parce  qu'il 
correspond  précisément  au  cas  des  cAbtes  télégraphiques,  qui 
sont  formés  de  61s  conducteurs  entourés  d'une  couche  isolante 
garantie  elle-même  par  une  armature  métallique. 

58.  CondenBatetirs  plans.  —  Si  les  surfaces  S  et  S'  (flg.  i3) 
sont  des  plans  conducteurs  parallèles  indéflnis,  les  lignes  de 
force  sont  des  droites  parallèles  entre  elles,  normales  aux  sur- 
faces considérées  et  le  champ  est  uniforme  (33).  Lorsque  ces 
surfaces  appartiennent  à  deux  plateaux  parallèles  assez  rap- 
prochés, le  champ  reste  sensiblement  uniforme  à  une  dis- 
tance des  bords  très  grande  par  rapport  k  l'épaisseur  du 
diélectrique  et  l'on  peut  écrire,  en  désignant  encore  par  V  la 
différence  des  potentiels  U  —  U', 

La  pression  électrostatique  (35),  c'est-à-dire  l'action  qui 
s'exerce  sur  l'unité  de  surface,  est 


elle  est  proportionnelle  au  carré  de  la  différence  de  potentiel 
et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Si  une  partie  de  la  surface  S,  d'étendue  a,  située  à  une 
grande  distance  des  bords,  est  seule  mobile  et  que,  communi- 
quant toujours  avec  la  surface  générale  pour  conserver  le 
même  potentiel,  elle  soit  maintenue  dans  le  même  plan  par 
une  force  antagoniste,  cette  surface  a  aura  une  couche  élec- 
trique uniforme  et  la  force  P  nécessaire  pour  résister  à  l'attrac- 
tion électrique  a  pour  expression 


La  détermination  des  quantités  P,  a  et  e  permet  d'évaluer 
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la  différence  de  potentiel  V.  Lord  Kelvin  a  utilisé  cette  pro- 
priété dans  la  construction  de  ses  électomètres  absolus  ;  il 
appelle  plateau  de  garde  (guard-plate)  la  portion  de  la  sur- 
face S  qui  entoure  la  partie  mobile  pour  y  maintenir  une  dis- 
tribution uniforme. 


ni 


Fig.  ,1 

Supposons  maintenant  qu'un  plateau  A  conducteur,  au 
potentiel  V  (fig.  i4),  soit  placé  entre  deux  conducteurs  B  etB' 
terminés  par  des  surfaces  parallèles  à  celles  du  plateau,  l'un 
à  la  distance  e  et  au  potentiel  U,  l'autre  à  la  distance  e'  et  au 
potentiel  U'. 

Pour  les  points  assez  éloignés  des  bords,  les  densités  n  et  a' 
sur  la  face  supérieure  et  la  face  inférieure  du  plateau  A  sont 
encore  définis  par  les  différences  de  potentiel  correspon- 
dantes V  —  U  et  V  —  U',  de  sorte  que  la  charge  qui  correspond 
à  l'unité  de  surface  du  plateau  est 


,       I  A'-U      V-U'\ 


En  négligeant  l'influence  des  bords,  la  charge  totale  du 
plateau  A  d'étendue  S  est  donc 


■i^^'-^y 


Si  les  potentiels  U  et  U'  sont  égaux,  il  reste  simplement 

de  sorte  que  la  capacité  de  ce  condensateur  est 
S 


^-î 
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59.  Capacité  d'un  ensemble  de  condocteors.  —  Considérons 
différents  conducteurs,  dont  les  capacités  électriques  sont 

respectivement  Ci,  Cg, ,  disposés  de  manière  que  leur 

influence  réciproque  soit  nulle,  ce  qui  est  le  cas  des  jarres  et 
des  coadcQssteurs  fermés.  Tous  ces  conducteurs  étant  élec- 
trisés  au  même  potentiel,  si  on  les  réunit  à  l'aide  de  conduc- 
teurs dont  la  capacité  est  négligeable,  par  exemple  des  Gis 
fins,  il  n'y  aura  aucun  échange  électrique  -entr'eux,  et  leur 
potentiel  commun  ne  changera  pas. 

Ils  constituent  alors  un  conducteur  unique  dont  la  charge 
est  égale  à  la  somme  des  charges  primitives.  La  capacité 
électrique  de  l'ensemble  C  est  donc  égale  à  la  somme  des 
capacités  des  conducteurs  séparés. 

Si  les  potentiels  des  conducteurs  primitifs  ont  des  valeurs 
différentes,  Vi ,  Vi, ,  les  charges  correspondantes  sont 


Q.  =V,C,,       Q,  =  ViC,, 


Toutes  ces  charges  étant  distribuées  normalement  sur  le 
conducteur  unique  formé  par  l'ensemble,  le  potentiel  V  sera 

VC=  V,C,-4-ViC,H- 

.V,C,-t-V,C:,-j- 


V:- 


C, +Cï- 


On  remarquera  l'analogie  de  cette  relation  avec  celle  qui 
lie  les  températures  et  les  capacités  calorifiques  lorsqu'on  fait 
le  mélange  de  plusieurs  corps  à  températures  différentes. 

Cette  combinaison  de  conducteurs  est  fréquemment  utilisée 
dans  les  expériences,  soit  pour  modifier  les  capacités  em- 
ployées, soit,  sous  le  nom  de  méthode  des  mélanges,  pour 
déterminer  les  rapports  des  capacités. 

60.  Batteries.  —  On  appelle  ainsi  le  système  fonué  par  plu- 
sieurs jarres  ou  condensateurs  reliés  entre  eux. 

Si  ces  condensateurs  sont  sensiblement  fermés,  comme  les 
bouteilles  de  Leyde  ordinaires,  l'action  extérieure  de  chacun 
d'eux  est  inappréciable  et  on  peut  les  rapprocher  sans  qu'il  y 
ait  entre  eux  d'influence  réciproque. 

La  communication  peut  se  faire  de  deux  manières  : 
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1°  Od  réunit,  d'une  part,  toutes  les  armatures  intérieures 
entre  elles  et,  d'autre  part,  toutes  les  armatures  extérieures; 
OQ  dit  alors  que  les  jarres  sont  réunies  en  surface  ou  en 
batterie.  L'ensemble  constitue  un  condensateur  dont  la  capa- 
cité est  égale  à  la  somme  des  capacités  de  toutes  les  jarres 
séparées.  Si  la  batterie  renferme  p  jarres  identiques  de  capa- 
cité c,  la  capacité  C  de  la  batterie  est 

1°  Toutes  les  jarres  étant  isolées,  on  réunit  l'armature 
extérieure  de  chacune  d'elles  avec  l'armature  intérieure  de  la 
suivante  ;  on  charge  l'armature  intérieure  de  la  première  bou- 
teille au  potentiel  V, ,  l'armature  extérieure  de  la  dernière  étant 
au  potentiel  Vp+i  et  toutes  les  armatures  intermédiaires 
restent  isolées;  c'est  la  disposition  en  série  ou  en  cascade. 

Comme  les  deux  armatures  de  chaque  bouteille  jouent  le 
même  rOle,  il  est  plus  commode  de  disposer  autrement  les 
communications.  L'armature  intérieure  de  la  i™  jarre  étant 
isolée,  on  réunit  les  armatures  extérieures  de  la  i^etdeiaa", 
les  armatures  intérieures  de  la  2'^  et  de  la  3*,  les  armatures 
extérieures  de  la  3°  et  de  la  4' 1  et  ainsi  de  suite. 

61.  Charge  en  cascade.  —  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 
que  l'on  adopte  la  première  disposition.  La  première  jarre 
reçoit  sur  son  armature  intérieure  une  charge  q  et  prend  un 
potentiel  V,  ;  il  se  produit  sur  la  surface  en  regard  de  l'arma- 
ture extérieure  une  charge  —q  égale  et  contraire.  Le  conduc- 
teur formé  par  cette  armature  et  l'armature  intérieure  de  la 
seconde  jarre  étant  resté  isolé,  il  prend  une  charge  -(-  q  qui 
se  distribue  normalement  sur  ce  conducteur,  comme  si  les 
charges  internes  n'existaient  pas,  et  y  établit  un  potentiel  Vj. 
La  plus  grande  partie  de  cette  chaîne  se  porte  sur  l'armature 
interne  de  la  seconde  bouteille  dont  la  capacité  est  considé- 
rable par  rapport  au  reste  du  conducteur  considéré.  En  con- 
tinuant le  raisonnement,  on  voit  que  les  armatures  intérieures 
de  toutes  les  bouteilles  ont  des  charges  successivement  dé- 
croissantes, mais  la  diminution  est  très  lente  et  on  peut 
considérer  toutes  les  bouteilles  comme  ayant  la  même  charge 
interne  -t-j,  les  potentiels  successifs  étant  V,,Vj, ,  Vp+t. 
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Si  la  batterie  renferme  p  jarres,  dont  les  capacités  succes- 
sives sont  Cl,  Cî, ,  Cp,  on  peut  donc  écrire 

Ajoutant  toutes  ces  équations  membre  à  membre,  les  po- 
tentiels intermédiaires  disparaissent  et  il  reste 


Par  rapport  à  la  différence  V  =  Vi  —  Vp+ 1  des  potentiels  ex- 
trêmes, la  capacité  C  de  la  batterie  est  donc 


L      C,       Cî  C,, 

Si  les  jarres  sont  identiques,  la  capacité  de  la  batterie  est 
devenue  p  fois  plus  faible  que  celle  de  chacune  d'elles. 

Cet  arrangement  paraît  défectueux  puisqu'il  a  pour  effet  de 
diminuer  beaucoup  la  capacité  de  la  batterie;  toutefois  il 
présente  des  avantages  précieux  dans  certaines  expériences. 
Les  bouteilles  de  Leyde  ne  peuvent  supporter  qu'une  diffé- 
rence de  potentiel  limitée,  au  delà  de  laquelle  la  décharge 
s'effectue  directement  entre  les  armatures  le  long  de  la  sur- 
face du  verre  et  quelquefois  à  travers  le  verre  lui-même  qui 
est  alors  percé  par  une  étincelle.  A  l'aide  d'une  batterie  en 
cascade,  on  peut  distribuer  la  différence  totale  de  potentiel  par 
échelons  sur  les  bouteilles  successives. 

Telle  est,  par  exemple,  la  disposition  adoptée  pour  les  ma- 
chines de  Holtz  ordinaires,  où  l'on  augmente  la  capacité  des 
conducteurs  en  mettant  chacun  d'eux  en  communication  avec 
l'armature  intérieure  d'une  bouteille  de  Leyde  ;  mais  ou  a  soin 
de  réunir  ces  bouteilles  jiar  leurs  armatures  extérieures  pour 
en  constituer  une  cascade,  de  manière  à  conserver  la  diffé- 
rence de  potentiel  maximum  et,  par  suite,  la  distance  explosive 
maximum  que  comporte  le  jeu  de  la  machine. 

Quand  on  dispose  d'un  grand  nombre  -de  bouteilles,  on 
peut  encore  en  former  plusieurs  batteries  groupées  en  surface 
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que  l'on  réunit  ensuite  en  cascade.  On  utilise  ainsi  en  totalité 
la  plus^difTérence  de  potentiel  que  comporte  le  jeu  d'une  ma- 
chine et  on  obtient  le  maximum  d'effet  avec  la  moindre  dé- 
pense d'électricité. 

62.  loflaence  récîproqiie  de  deux  condactenrB  isolés.  — 
Méthode  de  Hurphy.  —  Pour  déterminer  la  distribution  de 
l'électricité  sur  deux  conducteurs  A  et  B  isolés,  ayant  des 
charges  Qa  et  Qs,  et  soumis  seulement  à  leur  influence  réci- 
proque, il  suffit  de  connaître  pour  chacun  d'eux  : 

1°  La  capacité  et  la  distribution  d'électricité  &  la  surface 
quand  il  est  soustrait  à  toute  influence  extérieure  ; 

2°  La  distribution  de  l'électricité  induite  sur  la  surface 
quand,  mis  en  communication  avec  le  sol,  il  est  soumis  à 
l'influence  d'une  masse  électrique  placée  en  un  point  quel- 
conque à  l'extérieur. 

Soit  q  ta  capacité  propre  du  conducteur  A,  c'est-à-dire  la 
charge  qui  lui  donnerait  l'unité  de  potentiel. 

Fixons  cette  masse,  dont  ta  distribution  est  connue,  et  pla- 
çons dans  la  position  voulue  le  conducteur  B  en  commuaica~ 
tion  avec  le  sol.  Celui-ci  sera  au  potentiel  zéro  et  se  chargera 
d'une  masse  connue  d'électricité  contraire  —q'. 

Fixons,  de  même,  la  masse  —q'  sur  B.  Isolons  ce  conduc- 
teur et  mettons  le  premier  en  communication  avec  le  sol  ;  ce 
dernier  prendra  une  masse  q,  et  sera  au  potentiel  zéro. 

Fixant  de  nouveau  la  masse  -f-^i  sur  A,  on  obtiendra  sur 
B  une  couche  induite  — q",  etc. 

En  continuant  ainsi,  on  obtiendra  successivement  sur  les 

deux  conducteurs  des  masses  q,  q,,  qi ,  pour  te  premier, 

et  —q',  —q',  —q" ,  pour  le  second,  chacune  d'elles  ten- 
dant vers  zéro  assez  rapidement. 

La  superposition  de  toutes  les  couches  q,  qt,qi ,  sur  A 

et  de  toutes  les  couches  —  q',  —  q',  —  q" ,  sur  B  donne  un 

état  d'équilibre  avec  un  potentiel  nul  sur  B  et  égal  à  l'unité 
sur  A.  En  efTet,  tes   couches  successives  ^  et  —  q',  qt   et 

—  q' considérées  deux  à  deux,  donnent  sur  B  un  potentiel 

nul;  les  couches —ç' et  fi,  —q'eiq, donnent  de  même 

sur  A  un  potentiel  nul.  Il  ne  reste  donc  k  considérer  sur  le 
premier  conducteur  que  la  masse  q,  laquelle  produit  un  poten- 
tiel égal  à  l'unité. 
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En  posant 

Co  —  q'-h  q"  -\-q"  -\- 


on  voit  que  Ca  représente  la  capacité  du  conducteur  A  isolé, 
en  présence  du  conducteur  B  réuni  au  sol  et  —  Câ  le  coeffl- 
cient  d'électricité  induite  sur  B  (46). 

Multiplions  ces  deux  masses  par  Va  ;  les  charges  respec- 
tives Ca  Va  et  —  Cfl  Vo  correspondent  à  un  état  d'équilibre  avec 
un  potentiel  nul  sur  B  et  égal  à  Va  sur  A. 

Renversant  le  rôle  des  conducteurs,  on  obtiendra,  de  même, 
les  masses  CjV»  sur  B  et  ~  CÂV«  sur  A  correspondant  à  un 
nouvel  état  d'équilibre,  avec  un  potentiel  nul  sur  A  et  égal 
à  Vi  sur  B. 

On  doit  remarquer,  en  outre,  que  les  coefficients  Câ  et  C5 
sont  égaux  entre  eux  (42,  II)  ;  on  les  représentera  par  le  môme 
symbole  Cab- 

La  superposition  des  deux  systèmes  donne  un  nouvel  état 
d'équilibre  avec  addition  des  potentiels  sur  chacun  des  con- 
ducteurs, c'est-à-dire  le  potentiel  Va  sur  A  et  V*  sur  B.  Les 
charges  totales  Qa  et  Qa  des  deux  conducteurs  sont  alors 

Qa  =  CaVa~Ca4Vi, 
Q4:=CiVi-C„4V„. 

Si  l'on  connaît  les  coefGcients  C,  ces  équations  permettent 
de  calculer  les  masses  totales  des  deux  conducteurs  en  fonc- 
tion des  potentiels. 

On  peut  aussi  en  déduire  les  potentiels  en  fonction  des 
.  chaînes,  ce  qui  donne 

V  CiQa-l-CaiQft        K   rv    _lk     n 

~  "c"c~— "C"'    ~  *  ' 

^    _C„Q*H-Ca*Q„ 


C„C4-C*h 


=  K4Q*-|-KaiQ„. 


63.  Action  réciproque  de  deux  condacteors.  —  La  méthode 
précédente  donne  ainsi  la  distribution  de  l'électricité  sur  les 
deux  conducteurs,  puisque  la  densité  Finale  en  chaque  point 

Éleelr.  et  Magn.  —  i.  7 
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est  la  somme  des  densités  relatives  aux  différentes  couches 
superposées,  et  que,  par  hypothèse,  on  connaît  la  loi  de  distri- 
hutîon  pour  chacune  d'elles.  On  a  donc  tous  les  éléments 
nécessaires  pour  calculer  l'action  qui  s'exerce  entre  eux. 

Le  composante  X  parallèle  à  une  direction  déterminée  pro- 
vient de  l'action  de  chacune  des  deux  couches  CaVo  et  — Ca*Vi 
du  corps  A  sur  les  deux  couches  CjV*  et  —  CaiV»  du  corps  B. 
Les  potentiels  étant  supposés  positifs,  l'action  de  CaVa  est 
formée  de  deux  termes,  l'un  répulsif  proportionnel  au  produit 
VaVi,  l'autre  attractif  proportionnel  à  VJ. 

L'action  de  — CaiVi  comprend  aussi  deux  termes,  l'un  at- 
tractif et  l'autre  répulsif,  proportionnels  à  Vg  et  à  VaVi. 

En  désignant  par  a,  è  et  c  des  coefiicients  qui  dépendent 
de  la  forme  des  corps  et  de  leur  distance,  la  composante  Xde 
leur  action  réciproque,  considérée  comme  répulsive,  a  donc 
une  expression  de  la  forme 

Si  les  conducteurs  A  et  B  sont  symétriques  par  rapport  à 
un  plan,  les  coefficients  a  el  b  relatifs  à  une  direction  per- 
pendiculaire à  ce  plan  sont  égaux  et  la  formule  devient 

X=2cV„Vi-fl(V»+VJ). 

Les  trois  composantes  rectangulaires  de  l'action  de  deux 
corps  et  les  couples  de  rotation  auront  des  expressions  de 

-  même  forme;  on  déterminera  ainsi,  soit  la  résultante  unique, 
soit  la  résultante  et  le  couple  ou  les  deux  résultantes  par  les- 

'  quelles  on  peut  remplacer  l'action  réciproque. 

En  réalité  les  calculs  nécessaires  pour  déterminer  les  capa- 
cités Ca,  Ci  et  Cai,  ainsi  que  les  coefficients  a,  b  et  c,  sont  ■ 
extrêmement  pénibles,  même  dans  les  cas  les  plus  simples. 
Nous  indiquerons  plus  tard  l'application  qu'en  a  faite  lord 
Kelvin  à  l'influence  réciproque  de  deux  sphères. 
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CHAPITRE  QUATRIÈME 

DE  L'ÉNERGIE 

TRAVAIL  DES  FORCES  ÉLECTRIQUES 

64.  Energie  électrique.  —  Lorsqu'on  met  en  communica- 
tion avec  le  sol  différents  conducteurs  électrisés,  le  système 
revient  de  lui-même  à  l'état  neutre  eu  produisant  un  travail 
qui  est  nécessairement  positif.  Un  système  quelconque  de 
conducteurs  électrisés  possède  donc  une  énergie  disponible 
correspondant  à  ce  travail  ;  c'est  une  énei^e  polentielle,  que 
l'on  peut  appeler  simplement  énergie  électrique. 

L'électrisation  d'un  système  exige  la  dépense  d'une  quantité 
de  travail  égale  à  l'énergie  polentielle  qu'acquiert  le  système 
dans  ce  nouvel  état. 

Quand  on  établît  une  communication  entre  deux  cooduc- 
leurs,  il  se  produit  en  général  un  changement  dans  la  distri- 
bution des  masses  électriques,  et  cette  modification  corres- 
pond à  un  travail  positif.  L'énergie  électrique  d'un  système 
de  conducteurs  est  donc  égale  ou  supérieure  à  celle  du  système- 
que  l'on  obtiendrait  en  ajoutant  des  communications  quel- 
conques entre  les  conducteurs. 

Lorsque  le  système  renferme  un  corps  isolant  électrisé,  on 
peut  considérer  les  différentes  masses  électriques  dont  ce 
corps  est  chargé  comme  appartenant  k  des  conducteurs  infi- 
niment petits  ;  l'énei^ie  diminue  si  l'on  établit  une  communi- 
cation entre  ces  masses.  L'énergie  d'un  système  de  corps, 
dont  chacun  possède  une  masse  déterminée,  est  donc  mini- 
mum quand  ils  sont  tous  conducteurs. 
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On  peut  évaluer  l'énergie  potentielle  d'un  système,  soit  par 
le  travail  dépensé  pendant  l'éleclrisation ,  soit  par  le  travail 
fourni  dans  la  décharge. 

65.  Condocteur  unique.  —  Considérons  d'abord  un  conduc- 
teur unique  de  capacité  C,  et  supposons  qu'on  lui  ait  déjà 
communiqué  la  chaîne  Q  qui  le  porte  au  potentiel  V.  Pour 
augmenter  la  charge  de  dQ,  il  faut  amener  de  l'infini  ou  de 
la  surface  du  sol,  jusque  sur  ce  conducteur,  une  quantité  cfQ 
d'électricité,  et  le  travail  que  l'on  doit  dépenser  pour  cette  opé- 
ration est  égal  à  Vt^Q. 

L'accroissement  dVf  de  l'énergie  du  conducteur  est  donc 

Comme  la  constante  d'intégration  est  nulle,  l'énergie  qui 
correspond  k  la  charge  Q  est 

(■'  W  =  ^=:icV.  =  iQV. 

Ainsi  l'énergie  électrique  d'un  conducteur  unique  est  propor- 
tionnelh  au  carré  de  la  charge  ou  au  carré  du  potentiel. 

66.  Système  dé  conducteoTB.  —  Soit  maintenant  un  nombre 

quelconque  de  conducteurs  Ai,  Ai,  A, ayant  des  charges 

Q,,  Q,,  Q„ avec  des  potentiels  V,,  Va,  V, 

Si  l'on  multiplie  la  densité  en  chaque  point  par  x,  on  obtient 
un  nouvel  état  d'équilibre  dans  lequel  les  charges  totales  et 
les  potentiels  sont  multipliés  par  ce  même  facteur  x.  Le  con- 
ducteur A|  possède  la  charge  xQi  au  potentiel  :rVi,  le  con- 
ducteur A}  la  charge  j^Qj  au  potentiel  :cVï,  etc. 

En  donnant  à  x  l'accroissement  dx,  les  masses  et  les  poten- 
tiels sont  multipliés  par  x-t-dx,  et  l'accroissement  de  charge 
qui  en  résulte  sur  le  conducteur  Ai  est  Cl,dx.  Le  travail  cor- 
respondant est  Qi  dx.  xV|,  ou  Qi  Vi  xdx.  Appliquant  la  même 
règle  aux  autres  conducteurs,  on  voit  que  l'accroissement 
d'énergie  du  système  est 

rfW  =  (Q, V,  -+-  Q,V, -+- )xdx  =  xdc'^  QV. 
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Entre  deux  valeurs  x^  et  x,  la  variation  d'énergie  esl 

w,-w«  =  ^^^^2Q^'- 

Si  l'on  fait  j-„  ^  o  et  a:,  =  i ,  ce  qui  revient  à  supposer  qu'on 
est  parti  de  l'étal  neutre  pour  arriver  à  l'état  considéré  en  pre- 
mier Heu,  il  reste  simplement 

W  =  ^(Q,V,  +  Q,V,  + )  =  ^2QV. 

Donc  l'énergie  (tan  système  de  condaclears  est  égale  à  la 
demi-somme  des  produits  de  chaque  masse  par  le  poienliel 
correspondant.  C'est  la  généralisation  du  résultat  obtenu  pour 
un  conducteur  unique. 

Un  conducteur  qui  reste  isolé  pendant  la  charge  s'électrise 
seulement  par  influence  et  sa  charge  totale  est  nulle  ;  il  n'y  a 
donc  pas,  dans  la  somme  des  produits  QV,  de  terme  qui  cor- 
responde à  un  conducteur  isolé. 

De  même,  un  conducteur  maintenu  en  communication  avec 
le  sol  est  resté  au  potentiel  zéro  et  ne  donne  aucun  terme  dans 
l'expression  de  l'énergie. 

Il  faut  remarquer  cependant  que  ces  deux  sortes  de  con- 
ducteurs interviennent  en  modifiant  par  influence  les  capaci- 
tés et,  par  suite,  les  potentiels  des  corps  électrisés. 

Enfin,  la  même  formule  convient  aussi  au  cas  des  corps 
isolants  électrisés  d'une  manière  quelconque,  chacun  des 
éléments  de  volume  des  corps  isolants  pouvant  fitre  consi- 
déré comme  un  conducteur  infiniment  petit  sur  lequel  serait 
distribuée  la  masse  électrique  correspondante.  Dans  ce  cas,  la 
somme  qui  précède  devient  une  intégrale;  en  appelant  p  la 
densité  électrique  et  V  le  potentiel  sur  un  élément  de  volume 
dv,  l'énergie  du  système  a  pour  expression 


W: 


^^/vrfQ^^Jvprf... 


L'énergie  accumulée  par  l'électrisation  sur  un  système  de 
conducteurs  est  dépensée  au  moment  de  la  déchai^  et  peut 
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être  transformée  en  un  travail  mécanique  ou  en  un  effet  équi- 
valent :  chaleur  dégagée,  actions  chimiques,  etc. 

Si  l'électricité  était  une  substance  matérielle,  les  masses 
qui  constituent  les  couches  électriques  acquerraient  pendant 
la  décharge  une  certaine  force  vive,  en  vertu  de  laquelle  elles 
dépasseraient,  comme  un  pendule,  leur  position  d'équilibre, 
de  manière  à  restituer  au  système  une  fraction  de  l'énergie 
primitive;  il  se  produirait  une  succession  de  décharges  alter- 
nativement de  sens  contraires  jusqu'à  ce  que  la  chaleur  dé- 
gagée sur  les  conducteurs  ait  épuisé  l'énergie  totale  dispo- 
'  nible,  et  l'équilibre  iinal  ne  serait  atteint  qu'après  un  certain 
nooibre  d'oscillations.  L'expérience  montre  que  dans  certaines 
conditions  les  décharges  ont,  en  effet,  un  caractère  oscilla- 
toire manifeste  ;  mais  nous  verrons  que  ces  oscillations  s'ex- 
pliquent par  une  cause  toute  différente.  On  n'en  peut  donc 
rien  conclure  en  faveur  de  l'hypothèse  qui  attribuerait  une 
certaine  inertie  aux  masses  électriques  et  il  n'existe,  dans 
l'état  actuel  de  la  science,  aucun  fait  décisif  qui  vienne  à 
l'appui  de  cette  hypothèse. 

6T.  Décharge  des  batteries.  —  Batterie  en  anriace.  —  Nous 
avons  vu  (60)  que  la  capacité  d'une  série  de  jarres  en  batterie 
est  égale  à  la  somme  des  capacités  de  chacune  d'elles. 

Décharge  totale.  —  L'énergie  dépensée  pendant  la  déchaîne 
complète  de  la  batterie  est  donnée  encore  par  l'expression  (i). 

Si  la  décharge  se  traduit  final^nent  sous  forme  de  chaleur, 
le  nombre  de  calories  dégagées  est  le  quotient  de  l'énergie  W 
par  l'équivalent  mécanique  de  la  calorie  (17). 

Si  la  batterie  est  formée  de  p  jarres  identiques,  de  capa- 
cité c,  la  formule  devient 


2p       c  2 

Lorsque  les  deux  armatures  sont  isolées  et  que  la  décharge 
se  fait  par  une  communication  établie  entre  elles,  l'énergie 
dégagée  a  la  même  expression,  si  V  désigne  la  différence  des 
potentiels  des  armatures. 

Pour  une  chatte  donnée,  l'énergie  ou  la  chaleur  dégagée 
est  en  raison  inverse  du  nombre  des  jarres;  pour  une  même 
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différence  de  potentiel,  l'ënei^e  est  proportioaneUe  au  nombre 
des  jarres. 

Décharge  incomplète.  —  Considérons  deux  batteries  de 
capacités  Ci  et  Cj,  la  première  chargée  d'une  masse  Q  et  la 
seconde  à  l'état  neutre,  les  armatures  extérieures  communi- 
quant au  sol.  Supposons  qu'au  lieu  de  décharger  la  première, 
on  joigne  les  deux  armatures  intérieures  de  manière  à  consti- 
tuer une  batterie  unique  de  capacité  Ci  +  Cs  ;  la  décharge  est 
dite  incomplète.  L'énergie  potentielle  W,  de  la  première  bat^ 
terie  avant  la  décharge  et  l'énergie  Wj  du  système  après  la 
déchaîne  sont 


L'énergie  dépensée  dans  la  décharge  est  donc 

w,      w,_  v\,  yt      C,  -i-Cj      ^'  C.  -i-Cj 

68.  Batterie  en  cascade.  —  L'inverse  de  la  capacité  C  d'une 
batterie  disposée  en  cascade  est  la  somme  des  inverses  des 
capacités  des  différentes  jarres  qui  la  constituent  (61). 

L'expression  de  l'énergie  potentielle  du  système  ne  com- 
prend que  le  terme  relatif  à  la  première  jarre,  puisque  tous 
les  autres  conducteurs  sont  restés  isolés  ou  en  communica- 
tion avec  le  sol  pendant  la  charge  (66). 

Si  la  cascade  se  compose  de  p  jarres  identiques,  de  capa- 
cité c,  la  capacité  C  est  p  fois  moindre,  ce  qui  donne,  pour 
l'énergie, 

a'    (T        1     p 

Pour  une  chai^  donnée,  l'énergie  de  la  cascade  sera/r  fois 
celle  d'une  seule  bouteille;  mais,  pour  une  même  différence 
de  potentiel,  elle  sera  p  fois  moindre.  C'est  l'inverse  de  ce 
qui  avait  lieu  pour  la  batterie  en  surface. 

Toutes  ces  lois  relatives  à  la  décharge  des  batteries  ont  été 
trouvées  expérimentalement  par  Riess. 
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En  résumé,  quand  on  opère  h  potentiel  constant,  c'est-à-dire 
avec  une  source  d'électricité,  la  meilleure  combinaison  que 
l'on  puisse  faire  avec  un  nombre  déterminé  de  bouteilles,  pour 
obtenir  ie  maximum  d'énei^îe  pendant  la  décharge,  consiste 
k  les  réunir  en  surface,  pourvu  toutefois  que  les  bouteilles 
puissent  supporter  la  différence  de  potentiel  maximum  de  la 
source.  Si,  au  contraire,  on  dispose  d'une  charge  limitée,  il 
y  a  tout  avantagea  mettre  la  batterie  en  cascade. 

Le  premier  cas  est  le  plus  fréquent,  c'est  celui  qui  se  pré- 
sente avec  les  machines  électriques;  mais,  comme  ces  appa- 
reils produisent  habituellement  des  potentiels  très  élevés,  il 
y  a  souvent  intérêt  à  choisir  une  combinaison  convenable 
des  bouteilles  suivant  les  deux  systèmes,  afin  d'utiliser  ces 
potentiels  élevés  en  économisant  la  charge. 

69.  Expresaîoo  des  actiom  électriqaeB  par  l'énergie.  —  Lors- 
qu'on change  la  position  relative  des  corps  électrisés  qui 
constituent  un  système,  sans  établir  entre  eux  de  communi- 
cation conductrice,  on  provoque  en  général  un  travail  positif 
ou  négatif  des  forces  électriques  et,  par  suite,  une  variation 
d'énei^ie  du  système. 

Si  les  déplacements  produits  correspondent  à  un  travail  dT 
des  forces  électriques,  ce  travail  est  emprunté  à  l'énergie  pri- 
mitive, de  sorte  que  la  variation  correspondante  «AV  satisfait 
à  la  condition 

(a)  (fr-f-<A\'  =  o. 

Abandonnés  aux  actions  électriques,  les  corps  se  déplacent 
de  manière  que  l'énergie  tende  vers  un  minimum. 

Supposons  que  l'un  des  corps  d'un  système  électrique  se 
déplace  parallèlement  à  lui-même  d'une  quantité  dx  suivant 
la  direction  de  l'axe  des  jc.  La  composante  des  forces  qui  le 
sollicitent  dans  cette  direction  étant  X,  le  travail  électrique 

est  Xdx  et  l'énergie  du  système  a  changé  de  -p  ds.  L'équa- 
tion (a)  donne  alors,  en  répétant  la  même  opération  pour  les 
autres  coordonnées, 

(3)        x^-'^,    y==-™:,    Z--  -'W. 

^  '  dx  àf  dz 
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Les  composantes  X,  Y,  Z  sont  liées  à  l'énergie  W  par  les 
mêmes  relations  que  les  composantes  X,  Y,  Z  d'un  champ  élec- 
trique au  potentiel  V. 

Si  le  corps  considéré  tourne  autour  de  l'axe  des  x  d'un 
angle  do.,  et  que  A  soit  le  couple  moteur  des  actions  électri- 
ques relatif  à  cet  axe,  le  travail  du  couple  est  Ad^  et  la  varia- 

tion  d'énergie  -r—  du.  On  aura  donc  aussi,  en  désignant  par 

B,  et  C  les  couples  relatifs  aux  autres  axes,  par  ?  et  7  les 
angles  de  rotation  correspondants, 

m         4-     ''W      B-     '*W      r-      ''W 
W'         '*--17'     *~--5f'     '^-"V 

Si  l'énergie  W  est  connue  pour  tous  les  états  du  système, 
les  équations  (3)  et  (4)  détermineront  la  force  résultante 
\/^+Y^+^  et  le  couple  résultant  \iA'-^B>-\-0  auxquels  se 
réduit  l'action  du  système  sur  l'un  des  corps. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  deux  conduc- 
teurs A  et  B,  dont  on  a  déterminé  les  chaînes  par  la  méthode 
de  Murphy  (62).  L'énergie  de  système  est 

Pour  calculer  la  composante  X  de  leur  action  réciproque,  on 
peut  évidemment  supposer  que  les  potentiels  restent  constants. 
Les  capacités  C  sont  des  fonctions  de  la  position  relative  des 
deux  corps.  En  désignant  par  des  accents  leurs  dérivées  par- 
tielles par  rapport  à  la  direction  .r  suivant  laquelle  l'un  des 
corps  a  été  déplacé,  on  aura 

X^  ^  (aC;6Y„V*  -  C„V2  _  CbVg). 

C'est  une  expression  de  même  forme  que  celle  qui  a  été 
obtenue  (63)  par  la  considération  directe  des  actions  des  cou- 
ches électriques.  Le  calcul  des  couples  donnerait  des  expres- 
sions analogues. 
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70.  Déplacement  des  condactenrs.  —  Pour  un  système  de 
conducteurs,  la  variation  d'énergie  relative  au  déplacement 
d'un  ou  plusieurs  d'entre  eux  est 

tm^.d.-  SQV  =  '  SQ<iV  ■+-  -  ^ydQ. 
3  2  a 

Si  la  charge  Q  reste  constante  sur  chacun  des  conducteurs, 
le  dernier  terme  est  nul  et  il  reste  simplement 

Le  déplacement  spontané  tend  donc  à  se  faire  de  manière 
que  les  potentiels  diminuent,  ou  au  moins  que  la  somme  des 
produits  de  chacune  des  charges  par  la  variation  de  potentiel 
correspondante  soit  négative. 

Il  en  serait  de  même  pour  les  corps  isolants  si  l'on  assimile 
chacun  de  leurs  éléments  de  volume  à  un  petit  conducteur. 

Si  les  potentiels  restent  constants,  chacun  des  conducteurs 
étant  relié  à  une  source  électrique  située  en  dehors  du  champ 
d'action,  la  variation  d'énergie  du  système  est 

2 

D'autre  part,  le  travail  dépensé  par  la  source  qui  augmente 
de  d<X  la  chaire  d'un  conducteur,  à  potentiel  constant  V,  est 
égal  à  VtfQ. 

Le  travail  total  fourni  par  l'ensemble  des  sources  est  SVtJQ, 
c'est-à-dire  double  de  l'accroissement  d'énergie  du  système. 
Ce  travail  se  partage  donc  à  chaque  instant  en  deux  parties 
égales  :  l'une  qui  accroît  l'énergie  du  système,  l'autre  qui 
représente  le  travail  des  forces  électriques  correspondant  au 
mouvement  relatif  des  conducteurs. 

Le  dernier  travail  est  positif  si  le  système  est  abandonné  à 
lui-même  ;  il  est  emprunté,  ainsi  qu'une  quantité  égale  de  sur- 
croit d'énei^ie,  aux  sources  qui  maintiennent  les  potentiels 
constants. 
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Dans  ce  cas,  abstraction  faite  des  sources,  l'éoergie  du  sys- 
tème tesd  vers  un  maximum. 

71.  Système  de  trois  conducteurs  symétriques.  —  Nous  en 
ferons  une  application  au  problème  suivant,  qui  peut  servir 
de  base  à  la  théorie  des  électromètres  symétriques. 

Considérons  un  système  de  conducteurs  comprenant  d'a- 
bord deux  cylindres  fixes  A  et  B  (Gg.  iS)  de  même  axe  et  de 
même  rayon,  séparés  par  une  petite  distance  et  indéflnis,  le 
premier  vers  la  gauche  et  le  second  vers  !a  droite,  puis  un 
cylindre  C  concentrique  aux  précédents,  mobile  dans  le  sens 
de  cet  axe,  la  longueur  du  cylindre  intérieur  C  étant  d'ailleurs 
assez  grande  pour  que  la  densité  électrique  à  chacune  de  ses 
extrémités  ne  dépende  que  du  conducteur  fixe  le  plus  voisin. 
Les  potentiels  respectifs  V,,  V»  et  V  de  ces  trois  conducteurs 
sont  supposés  constants. 


Si  le  cylindre  C  glisse  sur  son  axe  d'une  quantité  dx,  vers 
la  droite  par  exemple,  la  distribution  de  l'électricité,  sur  les 
différentes  surfaces  voisines  de  l'ouverture  et  aux  extrémités, 
n'est  pas  modifiée;  on  a  simplement,  de  ce  côté,  augmenté 
d'une  quantité  proportionnelle  k  dxXa  surface  sur  Jaquelle  la 
densité  électrique  est  uniforme  et  définie  par  la  différence  des 
potentiels  des  conducteurs  voisins.  La  moitié  de  droite  du 
cylindre  mobile  aura  donc  gagné  une  certaine  quantité  d'élec- 
tricité, et  le  cylindre  fixe  B  une  quantité  égale  d'électricité 
contraire;  l'effet  inverse  se  sera  produit  de  l'autre  côté. 

En  appelant  c  la  capacité  par  unité  de  longueur  du  cylindre 
intérieur  dans  la  région  de  densité  uniforme,  les  variations 
de  charge  dQi,  rfQï  et  rfQ  des  trois  conducteurs  sont 

dQ,^_c(V, -V)t;a-,       rfQî  -.c(V,-V)rfj-, 
rfQ  =  -  {dQ,  +  dQï)  r_  c  (V,  _  V,)  dx. 
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La  variation  d'énergie  relative  à  cette  déformation  est  alors 

^d^=^[(V.-V,)Y  +  {V,-V)V.-{V.-V)V.] 
=  c<ir(V,  -  V,)  fv  -  ^  (V,  -I-  V,)l. 

La  résultante  X  des  actions  de  A  et  B  sur  C  est,  par  raison 
de  symétrie,  parallèle  à  l'axe  commun  et  te  travail  accompli 
Xda:  est  égal  à  la  variation  d'énergie;  on  en  déduit 


(,)[v 


-i|V,. 


On  peut,  d'ailleurs,  exprimer  le  coefUcient  c  en  fonction  des 
données  du  problème.  Lorsque  les  cylindres  sont  circulaires, 
le  rayon  extérieur  a  du  conducteur  C  et  le  rayon  intérieur  a' 
des  conducteurs  A  et  B  suffisent  pour  déterminer  la  capa- 
cité c  par  unité  de  longueur  (51). 


PRINCIPES   GENËBAfX 

72.  ConBervation  de  l'éDergie.  —  Lord  Kelvin  (')  a  montré 
que  les  principes  de  thermodynamique,  c'est-à-dire  la  conser- 
vation de  l'énergie  et  le  principe  de  Carnot,  permettent  d'éta- 
blir un  certain  nombre  de  relations  générales  s'appliquant  aux 
différentes  propriétés  des  corps. 

Toutes  les  fois  qu'un  corps  perd  de  la  chaleur  ou  change 
de  dimensions,  sous  la  seule  influence  des  actions  intérieures, 
il  effectue  un  travail,  calorifique  ou  mécanique,  qui  corres- 
pond à  une  perte  d'énergie. 

L'énergie  potentielle  d'un  corps  est  le  travail  total  qu'il 
pourrait  efTectuer  par  un  refroidissement  indéfini  et  par  une 
extension  ou  une  contraction  sans  limites,  suivant  que  les 

C)  SiH  W,  THo«so:t,  Fhil.  mmg.  [S],  l.  V,  p.  t:  Ints. 
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forces  moléculaires  sont  répulsives  ou  attractives.  Il  n'existe 
aucun  moyen  d'évaluer  cette  énergie  totale,  mais  on  peut  en 
mesurer  les  changements  à  partir  d'un  état  initial. 

L'état  mécanique  d'un  corps  solide  homogène,  qui  reste 
homogène  après  une  déformation  quelconque,  peut  être  défini 
par  six  variables  indépendantes,  par  exemple  les  côtés  et  les 
angles  d'un  parallélipipède  ou  les  six  éléments  (axes  et  direc- 
tions) d'un  ellipsoïde  qui  renfermeraient  toujours  la  même 
portion  du  corps. 

L'énergie  potentielle  U  d'un  corps,  à  partir  de  l'état  initial, 
est  une  fonction  déterminée  de  son  état  mécanique  et  de  sa 
température. 

Lorsque  ce  corps  reçoit  une  quantité  rfQ  d'énergie  calori- 
flque,  il  éprouve  en  général  une  déformation  et  un  change- 
ment ifT  de  température.  Si  l'une  des  variables  seulement  x 
est  devenue  x-\-dx  (ou  si  les  liaisons  du  système  sont  telles 
que  l'état  mécanique  soit  défini  par  une  seule  variable  x),  on 
peut  écrire 

(i)  dq^ad.c-hcd'ï. 

Les  coefficients  a  et  c  ont  une  signification  physique  évi- 
dente. En  les  divisant  par  l'équivalent  mécanique  de  la  calorie, 
le  premier  a  représente  la  chaleur  latente  relative  au  change- 
ment d'état  défini  par  la  variable  x,  et  le  second  c  la  capacité 
calorifique  pour  un  état  mécanique  constant. 

Le  travail  mécanique  diô  du  corps  qui  correspond  à  la  dé- 
formation dx,  peut  aussi  se  représenter  par 

(2)  d^  =  bdx. 

Si  le  corps  est  en  repos  dans  les  deux  états,  ou  si  sa  force 
vive  n'a  pas  changé,  l'accroissement  d'énei^ie  potentielle  est 

(3)  rfU  =  <;Q  -  rfF  =  («  -  b)dx  +  cdT. 

Pour  un  cycle  fermé,  le  corps  revenant  à  son  état  primitif, 
l'énei^e  potentielle  reprend  la  même  valeur;  la  quantité  <Ri 
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est  donc  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des-variables 
indépendantes  x  et  T,  ce  qui  donne  la  condition 

^^'  dx~  dl      dl' 

Cette  équation  peut  être  considérée  comme  traduisant  le 
principe  de  la  conservation  de  l'énei^ie,  ou  l'équivalence  méca- 
nique de  la  chaleur. 

73.  Principe  de  Garnot-  —  Lorsque  le  cycle  des  transforma- 
tions est  fermé  et  réversible,  c^esl-b-dire  que  les  changements 
inverses  peuvent  avoir  lieu  dans  les  mêmes  circonstances,  il 
résulte  du  principe  de  Camot  que  la  somme  des  quotients  de 
l'énei^e  calorifique  absorbée  (ou  dégagée),  pendant  chaque 
transformation  infiniment  petite,  par  la  température  absolue 
correspondante  est  nulle. 

L'expression  -^  étant  aussi  une  différentielle  exacte,  il  en 

résulte  la  condition 


jt(t)" 


dx\j) 


(5) 


En  associant  les  deux  principes,  par  les  équations  (4)  et  (5), 
on  en  déduit 


Si  l'état  mécanique  du  corps  était  défini  par  plusieurs  varia- 
bles indépendantes,  on  obtiendrait  par  le  même  raisonnement 
une  série  de  relations  analogues  en  combinant  chacune  des 
variables  avec  la  température. 

74.  Conséquences  thermiques-  —  Cette  équation  (6)  conduit 
à  plusieurs  remarques  importantes. 

Si  le  corps  éprouve  une  transformation  adiabatiqae,  c'est- 
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à-dire  sans  gain  ni  perte  de  chaleur,  on  fera  t'Q  =  o;  les  équa- 
tions (i),  (6)  et  (a)  montrent  alors  que  le  corps  est  en  même 
temps  le  siège  d'une  variation  de  température  (TT  donnée  par 
la  relation 

cJT  =  -  ^<i^  =  -  T  ^ir  =  -  T  ^  (dC). 

Suivant  que  le  dernier  terme  est  positif  ou  négatif,  il  en  est 
de  même  pour  la  variation  de  température  dT  :  le  corps 
s'échauffe  ou  se  refroidit.  En  d'autres  termes,  quand  la  défor- 
mation est  telle  que  le  travail  des  forces  extérieures  — d^ 
nécessaire  pour  la  produire  augmenterait  avec  la  température, 
c'estrà-dire  quand  cette  déformation  équivaut  à  celle  qui  résul- 
terait d'une  diminution  de  température,  le  travail  extérieur  est 
accompagné  d'un  échauffement  du  corps;  il  y  a  refroidisse- 
ment si  le  travail  extérieur  produit  un  effet  de  même  sens 
qu'une  élévation  de  température. 

Par  analogie  avec  la  loi  de  Lenz,  relative  aux  courants 
induits,  on  voit  que  la  variation  de  température  tend  à  s'op- 
poser au  travail  extérieur. 

C'est  ainsi  qu'un  gaz  s'échauffe  quand  on  le  comprime  et 
se  refroidit  quand  on  le  dilate,  puisque  le  gaz,  à  pression 
constante,  se  contracte  quand  on  le  refroidit  et  se  dilate  quand 
on  l'échauffé. 

Comme  les  corps  solides  se  dilatent,  en  général,  lorsque  la 
température  s'élève,  il  en  résulte  aussi  que  la  compression 
uniforme  d'un  corps  solide  l'échauffé  et  qu'une  décompression 
le  refroidit. 

Il  en  est  autrement  pour  les  corps  dont  la  dilatation  est 
anormale,  tels  que  l'eau  à  une  température  inférieure  à  4°  et 
l'iodure  d'argent  aux  températures  ordinaires.  La  compression 
de  ces  corps  produit  un  abaissement  de  température. 

De  même  encore,  un  61  métallique  tordu  doit  se  refroidir 
quand  on  le  tord  davantage  (si  l'on  admet  comme  certain  que 
le  coeflicient  de  torsion  diminue  quand  la  température  aug- 
mente). Un  R\  tordu  doit  aussi  s'échauffer,  indépendamment 
du  travail  extérieur  produit,  quand  on  le  laisse  se  détordre. 

Dans  chaque  cas,  l'énergie  caloriGque  ahsorbée  ou  dégagée  Q 
se  déduit  du  travail  extérieur  et  des  propriétés  du  corps. 
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)C-  75.  Transformations  non  réversibles.  —  Lorsque  la  série 
des  transformations  cesse  d'être  entièrement  réversible,  le 
principe  de  Carnot  n'est  plus  applicable.  Dans  ce  cas,  la 
somme  des  quotients  des  quantités  de  chaleur  absorbées  par 
la  température  correspondante  est  toujours  négative  pour  un 
cycle  fermé. 

Quand  un  système  passe  de  l'état  i  à  l'état  a,  dans  un  cycle 
non  fermé,  par  des  transformations  réversibles,  on  peut  écrire 


r 


La  fonction  S,  que  Clausius  désigne  sous  le  nom  d'enlropie, 
est  déterminée,  à  une  constante  près,  par  l'état  du  système, 
car  le  second  membre  doit  s'annuler  si  l'on  revient  du  second 
état  au  premier  par  une  transformation  quelconque  également 
réversible. 

Si  la  transformation  considérée  n'est  pas  réversible,  l'inté- 
grale des  quantités  de  chaleur  absorbées  est  moindre  et  l'on  a 


(,,  Jf-Ç,=  s.-S,-N. 

La  quantité  N  est  toujours  positive;  elle  correspond  à  ce 
que  Clausius  appelle  les  transformations  non  compensées. 

Lorsque  le  système  est  à  température  uniforme  et  inva- 
riable, c'est-à-dire  ne  subit  que  des  transformations  isother- 
miques, si  l'on  pose  NT— E',  la  quantité  C  est  un  travail, 
nécessairement  positif,  que  l'on  peut  appeler  non  compensé, 
T  (Sa  —  S|)  étant  le  travail  compensé.  Il  en  résulte  : 

i"  Toute  transformation  isothermique  d'un  système  est 
réversible  si  le  travail  compensé  est  nul,  et  non  réversible  si 
ce  travail  est  positif. 

2°  Un  système  est  en  équilibre  stable  si  aucune  transforma- 
lion  isothermique  possible  ne  correspond  à  un  travail  com- 
pensé positif. 

Pour  une  transformation  îsothermique,  on  a  donc,  en  rem- 
plaçant ffQ  par  sa  valeur  tirée  de  (3), 

C'  ^  NT  =  T(Sï  -  S.}  -  (Uî  -  U.)  -   f'di^. 
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Lorsque  les  forces  extérieures  admettent  un  potentiel  E,  au- 
quel cas  leur  travail  ne  dépend  que  des  états  initial  et  final  du 
système,  le  dernier  terme  est  égala  la  diminution  correspon- 
dante E,  —  El  du  potentiel.  Si  l'on  pose 

(8)  a  =  U-TS-(-E, 

il  en  résulte 

5'  =  Û,  —  Ûa. 

La  fonction  Ci  est  ce  que  M.  Duhem  appelle  le  polenliel 
thermodynamique.  Ce  potentiel  ne  dépend  pas  uniquement  de 
l'état  du  système,  car  les  fonctions  U,  Ect  S  ne  sont  déter- 
minées qu'à  des  constantes  près  a,  3  et  y;  îl  est  donc  une 
fonction  de  l'état  du  système  et  de  la  quantité  a-J-y  —  ?T, 
c'est-à-dire  d'une  fonction  linéaire  de  la  température  à  coeffi- 
cients constants,  mais  arbitraires. 

Si  le  travail  extérieur  est  toujours  nul,  comme  pour  une 
pression  uniforme  et  des  volumes  invariables,  le  potentiel 
électrodynamique  se  réduit  à  U  — TS.  Cette  expression  re- 
présente ïénerifie  libre  de  Von  Helmholtz;  sa  valeur,  prise  en 
signe  contraire,  est  aussi  la  fonction  caractéristique  H  de 
M.  Massieu. 

La  pression  extérieure  restant  uniforme  et  constante,  si 
le  volume  c  change,  on  a 

(y)  (f  tS  ^pdfi  =  d{pv). 

On  peut  alors  prendre  E  =^c,  ce  qui  donne 

(lo)  *  =  U-'rS-*-;.f. 

Cette  valeur  *  du  potentiel  thermodynamique  représente,  en 
signe  contraire,  la  fonction  caractériatique  H'  de  M.  Massieu. 

Pour  une  transformation  infiniment  petite  du  système,  le 
travail  non  compensé  est  du  second  ordre  et  l'on  a 

(u)  .S  =  f. 

Si  l'on  désigne  par  C  l'énergie  correspondante  à  la  capacité 
calorifique  d'un  corps,  et  que  la  transformation  provienne 

Éltctr.  et  Uagn.  —  i.  8 
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uniquement  d'un  gain  de  chaleur,  on  a  dQ  =  CrfT,  rfS  —-^dT 
et,  par  suite, 

(-)  C  =  T§. 

Pour  une  pression  extérieure  uniforme  et  constante,  on  peut 
écrire,  en  tenant  compte  de  (3)  et  {9), 

rdS  =  dU-hpdt>. 

Avec  cette  relation,  la  diflTérentielle  de  (10)  donne 

rf*  =  d{U  -  TS)  +  d{pf)  =  -  SdT~pdv  -h  d{pf), 
el'it~  —  Sd'r-\-vdp; 
par  suite 

(.3)  W=-^'     «^     ^  =  '- 

Remarquons  encore  que,  pour  un  mélange  ou  une  combi- 
naison qui  renferme  des  quantités  m  et  m,  de  deux  corps  dif- 
férents, le  potentiel  thermodynamique  4i',  l'entropie  S',  la 
capacité  calorifique  C  et  le  volume  V  du  mélange  peuvent  être 
représentés  par  des  expressions  de  ta  forme 

/     ^'r=:ffl(f -|-m,Ç,, 

,   ,,  1   S'  =/7i«  4-m,«,, 

'  I   L.  ^=mc  -\-m,ci, 

dans  lesquelles  les  facteurs  ?,  s,  c,  p  sont  respectivement  les 
dérivées  partielles  du  premier  membre  correspondant  par  rap- 
port à  la  variable  m.  En  effet,  quand  on  multiplie  les  poids  m 
et  m,  par  un  facteur  quelconque,  toutes  les  grandeurs  consi- 
dérées relatives  au  mélange  doivent  être  multipliées  par  le 
même  facteur.  On  en  déduit 

dTdm  ~'  àT        dTdm  ^  dT        dpôm      dp 
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Si  l'on  prend  les  dérivées  par  rapporta/»  des  équatioos  (12) 
et  (i3)  appliquées  au  mélange,  elles  donnentaussi 

,_  ds        ds  dm 

ol         aï  "P 

76.  Conservation  de  l'électricité.  —  Lorsqu'un  système  de 
corps,  soustrait  à  toute  communication  extérieure,  est  le  siège 
de  phénomènes  électriques,  la  quantité  totale  d'électricité 
qu'il  possède  reste  invariable  (5).  En  d'autres  termes,  une 
quantité  d'électricité  peut  être  considérée  comme  indestruc- 
tible par  toute  autre  cause  que  par  uae  quantité  d'électricité 
égale  et  de  signe  contraire. 

On  doit  à  M.  Lippmann  {<)  d'avoir  montré  que  ce  principe 
conduit  à  des  conséquences  analogues  à  celles  du  théorème 
de  Carnot;  associé  avec  la  conservation  de  l'énergie,  il  donne 
l'explication  d'un  certain  nombre  de  phénomènes  connus  et 
permet  d'en  prévoir  d'autres  non  encore  observés. 

Dans  un  cycle  de  transformations  fermé,  la  somme  des 
quantités  d'électricité  que  reçoit  un  corps  le  long  du  cycle 
doit  être  nulle;  il  en  résulte  que  le  gain  élémentaire  d'élec- 
tricité dq  est  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  varia- 
bles indépendantes. 

Pour  une  transformation  de  nature  déterminée,  le  phéno- 
mène ne  dépend  que  de  deux  variables  indépendantes,  le 
potentiel  x  et  une  variable  y,  qui  définit  les  conditions  méca- 
niques extérieures,  telles  que  l'intensité  d'une  force,  la  pres- 
sion extérieure,  etc.  On  peut  donc  écrire 

{i5)  tlfj  =  C<ix-hhdj-; 

le  facteur  C  représente  la  capacité  électrique  du  corps,  pour 
un  état  déterminé,  et  h  le  coefficient  de  variation  de  charge 
à  potentiel  constant. 

Le  principe  de  la  conservation  de  l'électricité  se  traduit  par 
la  condition  d'intégrabilité 

dC      dk 

{')  G.  LiPiiiAii>,  Ann.  dt  eh.  tt  de  phys.  [b].  t.  V,  p.  515;  1875. 
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D'autre  part,  en  appelant  u  une  fonction  des  variables  x 
et  7,  qui  définit  tes  dimensions  du  corps,  le  travail  extérieur 
produit  d^  est  de  la  forme  ydu,  et  l'on  a 

(i  j)  du  ^adx-\-l>dj\ 

L'accroissement  d'énergie  dû  à  la  charge  dq  étant  xdq,  ta 
variation  totale  de  l'énergie  potentielle  du  système  est 

(19)     dU  =  j:dq~  ydu  =  {Qx  —  ay)  dx  H-  {hx  —  by)  dy. 

Pour  un  cycle  fermé,  le  système  revient  à  son  état  primitif, 
et  l'énergie  U  reprend  la  même  valeur;  l'expression  dM  est 
donc  aussi  une  différentielle  exacte,  ce  qui  donne 


dC 
x^ « 

ày 

da 

=  h  +  x 

di 

ou 

( 

,  en 

>o) 

tenant  compte 

de  (.6) 

-.-h. 

Si  le  coefficient  h  est  positif,  c'est-à-dire  si  la  charge  élec- 
trique, à  potentiel  constant,  croit  avec  y^  il  résulte  de  l'équa- 
tion  (17)  que,  pour  les  mêmes  conditions  mécaniques  {iy^=a), 
la  fonction  k  diminue  proportionnellement  au  potentiel. 

En  d'autres  termes,  on  retrouve  cette  règle  que  l'électrisa- 
tion  tend  à  s'opposer  au  travail  des  forces  extérieures. 

Nous  ferons,  avec  M.  Lippmann,  une  série  d'applications 
de  ce  principe.  La  suivante  peut  être  traitée  immédiatement 
et  servira  d'exemple. 

77.  Dilatation  électrique  da  verre.  —  Une  bouteille  de  Leyde 
se  dilate  lorsqu'elle  est  électrisée  et  se  contracte  dès  qu'on  la 
décharge.  Ce  phénomène  curieux,  entrevu  par  Volta,  a  été 
mis  en  évidence  par  Govi  ('),  et  M.  Duter  (")  a  montré -que  la 
dilatation  du  verre  est  proportionnelle  au  carré  de  la  difi'é- 
rence  de  potentiel  des  armatures. 

Considérons  l'expérience  sous  la  forme  que  lui  a  donnée 

(t)  Govi,  C.  R.  de  VAcad.  det  ic.,  t.  LXXXVII,  p.  857;  1878, 
(*)  UVTBR,  Ibid.,  p.  82H,  WO  Pi  103â. 
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M.  Righi  {')  :  un  condensateur  cylindrique  formé  par  un  tube 
de  verre  de  longueur  «,  couvert  d'étain  sur  ses  deux  faces  et 
tendu  dans  le  sens  de  la  longueur  par  un  poids.  La  différence 
de  potentiel  des  armatures  étant  x  et  le  poids  tenseur  7,  l'ac- 
croissement de  charge  est  donné  par  l'équation  {i5). 

D'autre  part,  si  la  longueur  u  est  considérée  comme  une 
fonction  de  x  et  j-,  le  coefficient  a,  qui  est  positif,  définit 
l'allongement  électrique  et  h  l'allongement  mécanique. 

Enfin,  le  travail  extérieur  produit  par  le  corps  est  — y  du, 
c'est-à-dire  que  l'on  doit  changer  les  signes  de  a  et  A  dans 
l'équation  (19);  l'équation  (20)  donne  alors 


Il  résulte  ainsi  de  l'équation  (i  5)  qu'à  différence  de  potentiel 
constante,  la  charge  électrique  augmente  avec  le  poids  tenseur; 
à  chaire  constante,  la  différence  de  potentiel  diminue  quand  le 
poids  tenseur  augmente,  c'est-à-dire  quand  on  allonge  le  tube. 

Comme  l'alloogement  est  proportionnel  au  carré  de  la  dif- 
férence de  potentiel,  d'après  l'expérience,  on  peut  le  repré- 
senter par  kx',  ce  qui  donne 

^  =  t'  =  .t:r  =  *, 
as 

et,  par  suite,  d'après  l'équation  (■(>), 

^  =  ik,      C  =  C  +2A7. 

La  capacité  électrique  du  condensateur  croît  donc  propor- 
tionnellement au  poids  tenseur.  La  tension  diminue  l'épaisseur 
du  verre,  et  l'attraction  électrique  des  armatures  produirait  un 
effet  analogue,  mais  il  ne  semble  pas  que  les  deux  phénomènes 
soient  de  même  ordre. 

li)tttom,SaUadiUlasiont...;Bo]ognB,\S19.— Journal  de  phyi.,t.lX,p.i03;tSM. 
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78.  R&le  du  milieu  diélectrique.  —  Jusqu'ici  nous  avons  rai- 
sonné dans  l'hypothèse  que  les  actions  s'exercent  à  distance 
entre  les  masses  électriques,  et  considéré  le  diélectrique  comme 
un  milieu  inerte  à  travers  lequel  agissent  les  forces,  mais.dénué 
par  lui-même  de  toute  propriété  active. 

D'un  autre  côté,  il  paraît  aujourd'hui  bien  démontré  que 
la  chaleur  est  un  mouvement  vibratoire  dont  la  propagation 
s'effectue  par  l'intermédiaire  d'un  milieu  élastique;  or  nous 
avons  vu  que  le  problème  de  l'équilibre  électrique  et  celui  de 
ia  propagation  de  la  chaleur  dans  l'état  permanent  sontdéfînis 
par.  les  mêmes  propriétés  mathématiques. 

N'est-il  pas  permis  de  supposer  que  dans  les  deux  cas  l'ana- 
logie est  plus  îatime;  qu'elle  se  poursuit  jusque  dans  le  méca- 
nisme des  actions  élémentaires,  et  qu'il  n'y  a  d'autre  difîé- 
rence  dans  les  deux  ordres  de  phénomènes  que  celles  que 
nous  introduisons  nous-mêmes  dans  l'interprétation  physique 
des  lois?  S'il  en  est  ainsi,  la  production  des  forces  électriques 
doit  pouvoir  s'expliquer  par  la  seule  action  du  milieu. 

Telle  est  l'idée  que  Faraday  a  cherché  à  mettre  en  lumière 
et  qui  l'a  guidé  constamment  dans  ses  travaux.  Il  n'y  a  pas 
Ueu  de  chercher  ici  à  démontrer  ou  infirmer  l'exactitude  de 
l'un  ou  de  l'autre  de  ces  points  de  vue,  mais  seulement  d'éta- 
blir leur  équivalence  pour  l'explication  des  phénomènes- 
Maxwell  a  montré,  en  effet,  que  les  vues  de  Faraday  ont  une 
signiOcation  mathématique  profonde,  qu'elles  conduisent  aux 
mêmes  lois  générales  que  la  notion  des  fluides  et  qu'elles 
ouvrent  de  nouveaux  horizons  pour  la  conception  des  phéno- 
mènes physiques. 
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79.  EzpreBsion  de  la  force  par  les  pressions.  —  Nous  avons 
déjà  considéré  comme  évident  (35)  que  l'action  qui  s'exerce 
sur  un  conducteur  est  la  résultante  des  pressions  électriques 
sur  loate  sa  surface;  ce  théorème  peut  être  envisagé  d'un 
autre  point  de  vue. 

La  pression /f  =  ai:»',  par  unité  de  surface,  en  un  point  d'un 
conducteur  où  la  densité  est  a,  est  toujours  dirigée  vers  l'exté- 
neur,  quel  que  soit  le  signe  de  l'électricité. 

Pour  chaque  élément  de  la  surface,  la  pression  pdS  est  la 
résultante  des  actions  exercées,  sur  la  masse  adS  de  cet  élé- 
ment, par  toutes  les  masses  extérieures  au  conducteur  et  par 
celles  qui  la  recouvrent.  Pour  la  surface  entière,  l'ensemble 
des  pressions  équivaut  à  toutes  les  actions  exercées  sur  le 
conducteur,  tant  par  les  masses  extérieures  que  par  son  élec- 
tricité propre.  Mais  les  actions  qu'exercent  les  unes  sur  les 
autres  les  diverses  masses  électriques  du  conducteur  ont  une 
résultante  nulle  puisque,  l'équilibre  existant,  ces  masses  peu- 
vent être  considérées  comme  fixées  sur  le  conducteur,  auquel 
cas  leurs  actions  élémentaires  s'annulent  deux  h  deux;  l'en- 
semble des  pressions  équivaut  donc  aux  seules  actions  des 
masses  extérieures. 

I.  —  Quand  un  système  électrique  est  entouré  par  une  sur- 
face de  niveau,  l'action  qu'il  subit  équivaut  à  l'ensemble  des 
pressions  qui  s'exerceraient  sur  une  couche  égale  à  la  charge 
totale  du  système,  en  équilibre  sur  cette  surface. 

Supposons  qu'une  surface  de  niveau  S|  partage  toutes  les 
masses  agissantes  en  deux  systèmes,  l'un  intérieur  Q,,  l'autre 
extérieur  Qa.  Nous  avons  vu  (40,  X)  que,  pour  tous  les  points 
extérieurs  à  Si,  on  peut  remplacer  tes  masses  intérieures  par 
une  couche  de  même  masse  totale  Q,,  en  équilibre  sur  la 
surface.  Inversement,  le  système  extérieur  Qi  agira  sur  cette 
couche  Qi,  fixée  sur  la  surface  S,,  comme  il  agirait  sur  les 
masses  intérieures,  supposées  liées  entre  elles  de  manière  à 
former  un  système  rigide. 

Or,  en  vertu  de  la  remarque  précédente,  l'action  des  masses 
extérieures  sur  la  couche  S,  et,  par  suite,  sur  le  système  Q, 
des  masses  intérieures,  équivaut  à  l'ensemble  des  pressions 
électrostatiques  de  cette  couche. 

Comme  l'action  totale  du  système  Q,  sur  tous  les  corps 
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extérieurs  est  égale  et  de  signe  contraire  à  l'action  que  subit 
ce  système,  on  voit  aussi  que  l'action  du  système  Qi  sur  les 
corps  extérieurs  équivaut  à  l'ensemble  des  pressions  élémen- 
taires sur  la  surrace  St,  chacune  d'elles  étant  comptée  vers 
l'intérieur. 

II.  —  L'action  réciproque  de  deux  systèmes  Qi  et  Qi,  est 
égale  à  l'action  de  deux  couches  -t-Qi  et  —  Q(  distribuées  sur 
deux  surfaces  de  nioeaa  S,  et  Sj  qui  comprennent  Qi  et  lais- 
sent en  dehors  Qj. 

Considérant,  en  effet,  deux  surfaces  de  niveau  S,  et  Sj 
(Hg.  iti)  aux  potentiels  Vi  et  Vi,  qui  remplissent  ces  condi- 


Fig.  i6. 

tions,  disposons  sur  ia  surface  S,  une  couche  +Qi  en  équi- 
libre, et  une  couche  —  Qi  en  équilibre  sur  Si;  la  couche  S, 
peut  remplacer  le  système  intérieur  -*-  Qi  pour  tous  les  points 
extérieurs  à  S,  et  la  couché  Sj  équivaut  au  système  exté- 
rieur Qi  pour  tous  les  points  compris  dans  la  surface  Sj. 

L'ensemble  de  ces  deux  couches  donne  d'ailleurs  un  poten- 
tiel constant  V,  — V»  à  l'iatérieur  de  S,  et  un  potentiel  nul  à 
l'extérieur  de  Si  ;  enlin  un  potentiel  variable  de  Vt  —  Vj  à  zéro 
dans  l'espace  intermédiaire.  Le  champ  électrique  est  donc  nul 
partout,  sauf  dans  cet  espace,  où  il  conserve  la  même  valeur 
en  chaque  point,  que  l'on  considère  tes  deux  systèmes  pri- 
mitifs Q(  et  Qa,  ou  les  couches  équivalentes  distribuées  sur 
les  surfaces  S,  et  Sj. 

L'action  de  la  surface  électrisée  S|  sur  la  couche  Si  est  ainsi 
la  même  que  sur  le  système  Qi;  celle  de  Si  la  même  sur  S, 
que  sur  Qi  ;  l'action  réciproque  de  ces  surfaces  est  donc  la 
même  que  celle  des  systèmes  primitifs  Qi  et  Qi. 
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Mais  nous  savons,  par  les  théorèmes  précédents,  que  les 
actions  éprouvées  par  les  surfaces  S|  et  Sg  équivalent  à  t'en- 
semble  des  pressions  électriques  ;>,rfS,  et  ptdSt  qui  s'exercent 
sur  les  éléments  de  ces  surfaces.  En  désignant  par  Fi  et  Fa 
les  valeurs  du  champ  électrique  dans  le  milieu  intermédiaire, 
au  voisinage  des  éléments  considérés, ces  pressions  sonl(35), 

p,ds,  =  ^vys,, 

Les  premières  sont  dirigées  vers  l'extérieur  de  la  surface  S,, 
les  secondes  vers  l'intérieur  de  la  surface  Sa  ;  les  deux  sys- 
tèmes de  forces  normales  p,dS,  et  ptdSi  sont  équivalents  et 
de  signes  contraires,  comme  étant  l'action  et  la  réaction. 

80.  Elasticité  du  diélectrique.  —  L'action  réelle  qui  s'exerce 
entre  les  deux  surfaces  électriques  S,  et  S»  peut  être  consi- 
dérée comme  provenant  des  actions  élémentaires  qui  s'exer- 
cent directement  et  à  distance  entre  les  différentes  masses 
électriques  qui  les  recouvrent,  prises  deux  à  deux.  C'est 
l'hypothèse  qui  a  servi  de  base  à  tous  nos  calculs  jusqu'à 
présent.  Mais  il  est  permis  d'admettre  aussi  que  cette  action 
se  transmet  par  l'intermédiaire  du  milieu  ambiant  en  vertu 


d'une  élasticité  spéciale,  comme  le  croyait  Faraday,  élasticité 
qui  se  traduirait  par  une  tension  des  lignes  de  force  et  une 
répulsion  latérale.  On  peut  essayer  d'abord  de  rendre  compte 
des  phénomènes  dans  cet  ordre  d'idées. 

Considérons,  pour  cela,  un  canal  orthogonal  entre  les  deux 
surfaces  S,  et  Sj.  Le  flux  de  force  émané  de  rfS,  (fig.  17)  va 
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s'absorber  dans  l'élément  correspondant  rfSj;  ces  éléments 
dS,  et  rfSj  se  trouvent  dans  le  même  état  que  s'ils  étaient  re- 
liés par  des  cordons  élastiques  parallèles  aux  lignes  de  force 
et  tirant  les  deux  éléments  l'un  vers  l'autre  avec  une  force 
égale  à  p,  par  unité  de  surface  sur  dS,  et  à  pi  sur  dSi. 

Prenons  dans  te  canal  un  élément  de  volume  terminé  par 
deux  surfaces  de  niveau  infiniment  voisines  S  et  S',  distantes 
de  dn,  et  supposons-le  solidifié.  Cet  élément  de  volume  doit 
être  considéré  comme  soumis  à  deux  tensions  tirant  extérieu- 
rement sur  ses  bases  et  dont  la  résultante  est 

dR  =p'dS'-pdS  =  ^  (P'^dS'  -  FVS). 

Les  propriétés  des  tubes  de  force  donnent  d'abord 

F'ïrfS'  -  F»rfS  =  (F'  -  F)FdS. 

D'autre  part,  les  deux  surfaces  S  et  S'  étant  k  la  distance 
infiniment  petite  dn,  on  peut  écrire 

dn 


oj;    dn  2  dn  \o~J  a  dn 

En  appelant  R  ia  résultante  relative  à  l'unité  de  volume  du 
diélectrique  en  un  point,  on  a 


Le  système  mécanique  est  donc  le  même  que  si  les  actions 
s'exerçaient  sur  le  diélectrique  et  que  la  force  par  unité  de 
volume  fût  déterminée  par  un  potentiel  égal  en  chaque  point 

à  — -;  l'élément  de  volume  tend  k  être  entraîné  dans  la  di- 
rection vers  laquelle  la  fonction  p  va  en  augmentant. 
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Mais  dans  ces  conditions  l'élément  de  volume  ne  peut  être 
en  équilibre;  il  est  donc  nécessaire  de  faire  intervenir  d'au- 
tres forces.  Pour  les  déterminer,  il  est  utile  de  considérer  le 
problème  d'hydrostatique  correspondant. 

Lorsque,  dans  un  liquide  en  équilibre,  la  pression  en  chaque 
point  est  représentée  par  une  fonction  ^,  des  coordonnées,  la 
résullante  des  pressions  sur  une  surface  fermée  estégale  à  la 
résultante  d'un  système  de  forces  ayant  un  potentiel />i  et  agis- 
sant sur  le  volume  tout  entier  limité  par  cette  surface. 

Il  suffit,  pour  s'en  assurer,  de  remarquer  que  sur  un  élé- 
ment de  volume  dv,  limité  par  deux  surfaces  d'égale  pression 
et  par  des  surfaces  orthogonales,  formant  un  cylindre  infi- 
niment petit  de  base  dS  et  de  hauteur  dn,  la  résultante  des 
pressions  est 

an  dn 

expression  dans  laquelle  -^  est  ta  dérivée  de  la  pression  par 

rapport  à  la  normale  à  la  surface  de  niveau.  Cette  force,  ou 
poussée,  agit  normalement  à  la  surface  de  niveau  et  dans  le 
sens  vers  lequel  les  pressions  diminuent.  Elle  est  d'ailleurs, 
en  vertu  de  l'équilibre,  égale  et  directement  opposée  à  la 
résultante  de  toutes  les  forces  extérieures  sur  le  même  volume, 
par  exemple  au  poids  du  liquide  qu'il  renferme,  s'il  s'agit 
d'un  liquide  soumis  k  la  seule  action  de  la  pesanteur. 

Dans  le  problème  d'électricité,  la  résultante  des  forces  qui 
s'exercent  sur  un  élément  de  volume  rfS  dn,  en  vertu  des  ten- 
sions que  nous  avons  considérées  le  long  des  lignes  de  force, 

est  égale  hdSdn  -  ~j-  et  dirigée  dans  le  sens  vers  lequel  la 

force  ou  la  fonction />  augmente. 

Pour  établir  l'équilibre,  nous  admettrons,  en  outre,  qu'il 
existe  en  chaque  point  dans  te  diélectrique  une  sorte  de  pres- 
sion hydrostatique  p,.  La  surface  entière  de  l'élément  de 
volume  étant  soumise  &  cette  pression,  dont  la  résultante 
est  (iRi,  ia  condition  d'équilibre  est 

I  dp      dp, 
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L'action  réelle  qui  s'exerce  sur  l'élément  du  volume  dSdn 
comprend  donc  une  pression  latérale  p,  =  -  /)  et  une  tension 

sur  les  bases  rfS  égalée/^— /),,  c'est-à-dire  encore^- 

Il  resterait  è  faire  un  pas  important,  celui  de  concevoir  la 
structure  mécanique  du  milieu  capable  de  donner  Heu  à  de 
telles  réactions. 

81.  Tension  et  répulsion  des  lignes  de  force.  —  Si  l'on  con- 
sidère une  couche  terminée  par  deux  surfaces  de  niveau  élec- 
trisées  sur  lesquelles  on  imagine  les  masses  électriques  capa- 
bles de  remplacer  l'action  des  corps  extérieurs  à  la  couche, 
les  deux  surfaces  s'attireront  avec  une  force  égale  à  la  résul- 
tante générale  des  tensions.  En  divisant  cette  couche  en 
deux  par  une  surface  orthogonale,  il  s'exercera  entre  les  deux 
fragments  une  répulsion  égale  &  la  résultante  des  pressions 
latérales. 

Il  est  facile  d'étendre  ces  considérations  au  cas  où  la  se- 
conde surface  de  niveau  n'envelopperait  pas  la  première. 

On  peut  donc  imaginer  que  les  corps  conducteurs  sont  re- 
liés Van  à  l'autre  par  des  fils  élastiques  tendus  suioanl  les  lignes 
de  force  et  gui  se  repoussent  entre  eux. 

Il  est  à  remarquer  cependant  que  la  tension  d'un  de  ces  Gis 
n'est  pas  constante  dans  toute  sa  longueur,  puisqu'elle  est  en 
chaque  point  proportionnelle  au  carré  du  champ. 

Cette  représentation  matérielle  des  phénomènes  peut  être 
un  guide  utile  dans  un  grand  nombre  d'applications. 

Les  propriétés  qui  précèdent  sont  la  traduction  mathéma- 
tique de  l'idée  suivant  laquelle  Faraday  se  représentait  l'état 
des  diélectriques  et  qu'il  résumait  lui-même  dans  les  deux  para- 
graphes suivants  de  ses  Expérimental  Besearches ,  série  XI, 

«  L'action  inductive  qu'on  peut  concevoir  comme  s'exerçant 
dans  la  direction  même  des  lignes  de  force  qui  relient  les  sur- 
faces terminales  de  deux  conducteurs  électrisés,  serait  accom- 
pagnée d'une  action  latérale  ou  transverse  à  ces  mêmes  lignes 
et  qui  correspondrait  à  la  dilatation  ou  la  répulsion  à  laquelle 
elles  semblent  obéir.  Autrement  dit,  la  force  attractive  qui 
s'exerce  entre  les  particules  du  diélectrique  dans  la  direction 
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même  de  l'induction  est  accompagnée  d'une  force  répulsive 
agissant  dans  une  direction  transverse. 

«  L'induction  semble  consister  en  un  certain  état  de  polari- 
sation des  particules  déterminé  par  l'action  du  corps  électrisé, 
état  dans  lequel  les  particules  seraient  positives  d'un  côté, 
négatives  de  l'autre,  et  seraient  disposées  régulièrement  les 
unes  par  rapport  aux  autres,  et  en  relation  avec  la  surface  ou 
les  particules  mêmes  du  corps  inducteur.  Cet  état  est  un  état 
de  contrainte,  qui  est  établi  et  se  maintient  seulement  par 
l'action  d'une  force,  et  qui  se  détend  et  fait  place  à  l'état 
naturel  sitdt  que  la  force  cesse  d'agir.  Il  n'y  a  d'ailleurs  que 
dans  les  corps  isolants  que  cet  état  peut  se  maintenir  sous 
l'action  d'une  quantité  fixe  d'électricité,  attendu  que  ce  sont 
les  seuls  où  les  particules  peuvent  rester  polarisées.  » 

82.  Energie  da  milieu.  —  Dans  cet  ordre  d'idées,  toute 
l'énergie  du  système  électrique  doit  résider,  non  pas  à  la  sui^ 
face  des  conducteurs,  mais  dans  le  milieu  diélectrique,  et  il 
est  facile  d'en  calculer  la  valeur  en  chaque  point. 

L'énergie  totale  d'un  système  (66)  peut  s'écrire,  en  tenant 
compte  de  l'équation  de  Poisson, 

W=l/vp*=-^/vAV... 

Jusqu'ici  l'énergie  est  évaluée  en  fonction  des  masses  élec- 
triques elles-mêmes.  Pour  en  modifler  la  signification,  il  suf- 
fira d'appliquer  la  formule  de  Green  (28) 


/VAV..=/V^.S-/ 


F'rf*' 


au  volume  limité  par  une  sphère  de  très  grand  rayon  /-  com- 
prenant le  système  électrisé  que  l'on  envisage.  Le  premier 
terme  du  second  membre  doit  être  étendu  à  la  surface  de  cette 
sphère.  Le  potentiel  V,  à  mesure  qu'on  s'éloigne,  tend  à  de- 

venir  en  raison  inverse  de  r;  le  facteur  -r—  représente,  au 

signe  près,  la  composante  normale  du  champ  et  devient  en 
raison  inverse  de  /■*.  Comme  la  surface  elle-même  est  propor- 
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ttonnelle  à  r^,  cette  intégrale  est  en  raison  inverse  de  la  dis- 
tance r  et  tend  vers  zéro. 

Le  second  membre  de  ia  formule  de  Green  se  réduit  alors 
au  deuxième  terme;  il  en  résulte 


W^ 


ùf^ 


Si  l'on  considère  l'énergiedu  système  comme  localisée  dans 
chaque  élément  de  volume  du  milieu,  la  quantité  d'énergie  tv 
par  unité  de  volume  est  alors 


Donc  fénergie  d'an  système  électrique  par  unité  de  volume 
est  égale  en  chaque  point  à  la  pression  électrostatique. 

83.  Pouvoir  indactenr  spécifiqae.  —  Si  le  diélectrique  joue 
ainsi  le  rdle  essentiel  dans  les  phénomènes,  on  doit  s'attendre 
à  ce  que  tous  les  milieux  ne  se  comportent  pas  exactement  de 
la  même  manière. 

On  sait,  en  effet,  depuis  Franklin,  combien  le  choix  du  verre 
a  d'importance  pour  ta  construction  des  batteries.  Cavendish 
avait  fait  beaucoup  d'expériences  pour  déterminer  directement 
le  rOle  comparatif  des  différents  corps  employés  comme  iso- 
lants dans  les  condensateurs,  mais  ces  expériences  étaient 
encore  inédites  et  ignorées  lorsque  Faraday  publia  ses  im- 
portants travaux. 

Faraday  a  constaté  que,  si  l'on  fait  communiquer  les  arma- 
tures de  deux  bouteilles  de  Leyde  sphériques  de  mêmes  di- 
mensions, dans  l'une  desquelles  la  couche  d'air  isolante  a  été 
remplacée  par  un  diélectrique  solide,  comme  du  soufre  fondu 
ou  de  la  résine,  une  quantité  déterminée  d'électricité  portée 
sur  ce  système  de  conducteurs  ne  se  partage  pas  en  parties 
égaies  entre  les  deux  bouteilles.  Celle  dont  le  diélectrique  est 
solide  prend  une  charge  plus  grande. 

Le  phénomène  est  général  et  obéit  à  une  loi  très  simple. 
La  charge  que  prend  un  condensateur  fermé,  à  diélectrique 
solide  ou  liquide,  est  dans  un  rapport  constant  avec  la  charge 
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qu'il  prendrait,  pour  la  même  difTérence  de  potentiel,  si  le 
diélectrique  était  remplacé  par  une  couche  d'air. 

Le  rapport  ainsi  détermiaé  est  ce  que  Faraday  appelle  le 
pouvoir  indacleur  spécifique  du  diélectrique.  C'est,  comme  on 
voit,  le  nombre  par  lequel  il  faut  multiplier  la  capacité  d'un 
condensateur  à  air  pour  avoir  celle  du  môme  condensateur 
dans  lequel  la  lame  d'air  aura  été  remplacée  par  le  diélec- 
trique en  question. 

84.  Absorption  électrique.  —  La  détermination  de  cette 
constante  présente,  pour  la  plupart  des  corps,  de  grandes  dif- 
ficultés, par  suite  de  l'intervention  d'un  phénomène  auquel 
Faraday  a  donné  le  nom  d'absorption  électrique,  et  qui  a  la 
même  cause  que  la  chatte  résiduelle  des  condensateurs.  La 
capacité  d'un  condensateur,  dans  lequel  le  diélectrique  est  un 
corps  solide,  se  présente  comme  une  fonction  du  temps;  elle 
est  croissante  et  paraît  tendre  vers  une  limite  à  mesure  que 
la  durée  de  la  charge  augmente.  Inversement,  quand  on  dé- 
charge le  condensateur,  l'électricité  disponible  qui  disparaît 
dans  la  décharge  est  quelquefois  loin  d'atteindre  la  totalité  de 
celle  qu'il  possède;  on  sait,  d'ailleurs,  qu'on  peut  à  des  inter- 
valles successifs  obtenir  un  nombre  plus  ou  moins  grand  de 
décharges  d'intensités  décroissantes. 

Il  parait  difficile,  dans  l'état  actuel  de  la  science,  de  rendre 
un  compte  exact  de  cette  propriété.  Tout  semble  indiquer 
qu'elle  est  due  k  un  changement  progressif  dans  la  structure 
du  diélectrique,  déformation  qui  devient  permanente,  comme 
dans  un  corps  imparfaitementélastique,età  la  suite  de  laquelle 
le  corps  ne  revient  pas  immédiatement  à  son  état  primitif 
quand  la  cause  a  cessé  d'agir. 

Ce  qui  confirme  cette  manière  de  voir,  c'est  que  toutes  les 
circonstances  qui,  dans  les  cas  d'une  déformation  mécanique, 
facilitent  le  retour  d'un  corps  à  l'état  normal,  comme  les  chocs, 
les  variations  rapides  de  température,  etc.,  paraissent  accé- 
lérer également  la  disparition  de  la  charge  résiduelle  et  le 
retour  à  l'état  neutre. 

85.  Polariaation  du  diélectrique.  —  Le  rôle  des  isolants  dans 
les  condensateurs  conduit  à  penser  que  la  structure  du  milieu 
diélectrique  intervient  pour  une  part  importante  dans  le  méca- 
nisme des  phénomènes. 
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Poisson  explique  le  magnétisme  à  l'aide  d'une  hypothèse  qui 
a  été  transportée  aux  phénomènes  électriques  par  MossotU 
et  adoptée  ensuite  par  Faraday.  Cette  hj'pothèse  consiste  à 
admettre  que  le  milieu  magnétique  ou  diélectrique  est  formé 
de  particules,  sphériques  par  exemple,  absolument  conduc- 
trices, disséminées  dans  un  milieu  non  conducteur. 

■  Qu'on  se  figure  tout  l'espace  qui  environne  une  sphère 
comme  constitué  par  un  diélectrique  tel  que  l'essence  de  téré- 
benthine ou  l'air,  parsemé  de  conducteurs  sphériques,  comme 
des  balles  de  fusit,  tous  isolés  les  uns  des  autres,  et  l'on  aura, 
tant  au  point  de  vue  de  ia  constitution  que  des  propriétés, 
l'image  exacte  de  ce  que  je  considère  comme  étant  la  consti- 
tution et  les  propriétésdu  diélectrique  lui-même.  Si  on  charge 
la  sphère,  tous  ces  petits  conducteurs  prendrontdeux  pôles  ;  si 
on  la  décharge,  ils  retourneront  à  l'état  naturel  pour  se  polari- 
ser de  nouveau  toutes  les  fois  qu'on  viendra  à  la  recharger.  » 
(Faraday,  Expérimental Besearckes,  série  XIV,  §  ttiy^-) 

Sans  faire  aucune  hypothèse  sur  la  constitution  du  milieu, 
Lord  Kelvin  {')  considère  comme  un  fait  expérimental  que 
chaque  élément  de  volume  est  transformé  par  l'induction  en  un 
petit  aimant  dans  le  cas  du  magnétisme  et,  pour  l'électricité, 
en  une  sorte  d'aimant  électrique  dont  l'action  extérieure  équi- 
vaut à  celle  de  deux  masses  égales  et  de  signes  contraires 
infiniment  voisines.  On  retrouve  ainsi  toutes  les  conséquences 
mathématiques  de  l'hypothèse  de  Poisson. 

Un  diélectrique  placé  dans  un  champ  se  polarise  et  la  somme 
algébrique  des  masses  qui  constituent  la  charge  est  nulle. 
Nous  savons  d'ailleurs  (40,  VIII)  que,  quel  que  soit  l'état  d'un 
corps  électrisé,  l'action  qu'il  exerce  sur  un  point  extérieur  est 
égale  b  celle  d'une  couche  de  même  masse  totale  distribuée 
sur  ta  surface  suivant  une  certaine  loi  ;  dans  le  cas  actuel,  la 
couche  équivalente  est  donc  formée  de  deux  nappes  ayant  des 
masses  égales  et  de  signes  contraires. 

86.  Potentiel  d'un  élément  de  Tolnine.  —  On  admettra  donc 
qu'un  élément  de  volume  quelconque  (/c  du  diélectrique,  déta- 
ché des  parties  voisines  sans  que  son  état  soit  modifié,  ne  ren- 
ferme aucun  excès  de  l'une  ou  l'autre  des  deux  électricités  ;  la 

(1)  SiH  W.  Th(»iso.\.  ReprinI  of  papers,  p.  310  (184»]. 
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charge  totale  étant  nulle,  l'action  extérieure  de  cet  élément  se 
réduit  à  celle  de  deux  masses  égales  et  de  signes  contraires 
+  y  et  —  ^  (flg.  1 8)  dont  les  centres  de  gravité  sont  à  une  dis- 
tance infiniment  petite  h.  Le  produit  ^A  ~  «i/n  représente  le 
moment  électrique  de  cet  élément  de  volume;  c'est  un  vecteur 
dirigé  suivant  la  droite  k  des  centres,  ou  l'axe  électrique,  de 


—  y  à  -f-  y.  Soit  0  le  milieu  de  ia  distance  k  et  01  la  direction 
du  moment  électrique. 

En  un  point  P  dont  les  distances  aux  masses  -\~q  et  —y 
sont  respectivement  r'  et  /■',  le  potentiel  SV  de  cet  élément  de 
volume  est 

8V  =  £,_£  =  „!!=;:. 


Si  6  est  l'angle  des  droites  OP  et  01,  on  peut  évidemment 
remplacer  la  différence  r'—  r'  par  h  cosS  et  le  produit  r'r°  par 
le  carré  de  la  distance  OP  —  r,  ce  qui  donne 


ffhcosH       dm 


Appelant  a,  b,  c  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  01  par 
rapport  à  trois  axes  rectangulaires  et  x,  3.  T  ceux  de  la  droite 
OP,  on  a 


...      ,  ,-  ,dm         adm       „bdm         cdm 

3V  =  (flŒ -h  ip  -H  n)  -^  =  a  —^  -I-  P  -^  -h  Y  ^■ 

Êleetr.  et  Magn,  ~  i.  g 
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Le  potentiel  de  l'élément  de  volume  est  donc  la  somme  des 
potentiels  dus  aux  trois  projections  adm,  bdm  et  cdm  du  mo- 
ment électrique. 

On  peut  encore  traduire  cette  propriété  d'une  autre  manière. 
Imaginons  que  l'on  mène  par  le  point  O  une  surface  perpen- 
diculaire à  01,  dont  l'aire  soit  numériquement  égale  à  dm. 
L'angle  diji  sous  lequel  cette  surface  sera  vue  du  point  P  est 

égal  à  — ^  cosO,  ce  qui  donne 

Le  potentiel  d'un  élément  de  volume  en  un  point  est  donc 
l'angle  sous  lequel  on  verrait  une  surface  égale  à  son  moment 
et  normale  à  l'axe  électrique. 

87.  Définition  et  propriétés  delà  polarisation.  —  Nous  ap- 
pellerons intensité  délectrisalion  I,  ou  simplement  polarisation 
du  diélectrique  en  un  point,  le  rapport  du  moment  électrique 
dm  d'un  élément  de  volume  df  au  volume  lui-même  : 

dm 

^~'di^' 

Cette  polarisation  est  une  grandeur  géométrique,  dirigée 
suivant  l'axe  électrique. 

Si  l'on  désigne  par  A,  B,  C  tes  composantes  rectangulaires 
la,  Ib  et  le  de  la  polarisation,  le  potentiel  3V  au  point  P  d'un 
élément  de  volume  situé  en  0  peut  s'écrire  : 

,'       Icose  ,        Aa-HBg-f-Cr  ,   _    Arf*-         Bi/c  O/c 


Appelant  .r,jf,=  les  coordonnées  du  point  0  et  Ç,  tj,  ï  celles 
du  point  P,  on  a 


=  (5-x)"+(,-r)'+(i:--)', 

Ç  — .r_       dr  _    ,à_n\ 
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Remplaçant  ainsi  les  autres  cosinus  directeurs  @  et  y  par 
des  expressions  analogues,  on  peut  écrire 


3V: 


^[*À(0-i(i).c±(i)].. 


Le  potentiel  total  d'un  système  de  diélectriques  en  un  point 
quelconque  est  l'intégrale  de  cette  expression  étendue  au 
volume  entier  du  système. 

Si  l'on  remplace  l'élément  d*' par  da^dyth,  chacun  des  termes 
de  l'intégrale  peut  être  intégré  par  parties  : 

Répétant  la  même  transformation  sur  les  autres  termes,  on 
obtient  l'expression  générale 

Çrkdydz+Bdz  dx-hCdxdy      ÇÇÇU^A     ^     ^\d 

La  première  intégrale  doit  être  étendue  à  la  surface  des 
diélectriques  et  la  seconde  à  l'espace  qu'ils  occupent. 

On  voit  aisément  que  le  numérateur  du  premier  terme  repré- 
sente leQux  de  polarisation  qui  traverse  l'élémentde  surface  t/S. 
Si  9  est  l'angle  de  la  polarisation  I  avec  la  normale  à  l'élément 
considéré,  on  a 

I  dS  cos  8  —  A  rf/ d; -f- B  rfî  dx -h  C  (ijr  t(r 
et,  par  suite, 

Dans  la  notion  des  fluides,  si  la  densité  est  p  sur  un  élé- 
ment de  volume  du  diélectrique  et  a  sur  la  surface,  le  poten- 
tiel en  un  point  est 


y  =  pJ^^p.d.dy-dz. 
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On  peut  donc  poser 

(2)  i  =  Ioo»«, 

Ld  densité  superficielle  a  est  la  projection  sur  la  normale  de 
la  polarisation  au  même  point. 

La  densité  cubique  p  est  égale  et  de  signe  contraire  à  ta 
somme  des  dérivées  partielles  des  composantes  de  ta  polari- 
sation par  rapport  aux  a\es  correspondants. 

Les  deux  équations  importantes  {2)  et  (3)  peuvent  d'ailleurs 
être  établies  directement  sans  recourir  à  la  transformation 
des  intégrales. 

Supposons  d'abord  que  dans  un  milieu  diélectrique  la  po- 
larisation soit  uniforme,  c'est-à-dire  constante  en  grandeur  et 
en  direction.  Dans  une  baguette  cylindrique  de  section  a  pa- 
rallèle à  la  polarisation,  le  moment  électrique  d'un  élément  de 
longueur  dl  esiladl;  cet  élément  équivaut  à  deux  masses  égales 
et  de  signes  contraires  7  =  la  situées  sur  les  faces  terminales, 
c'est-à-dire  à  deux  coucbes  extrêmes  dont  la  densité  serait 
uniforme  et  égaie  à  =t  I.  Quand  on  coupe  la  baguette  par  une 
section  droite,  il  se  produit  donc  sur  les  faces  en  regard  des 
couches  égales  et  contraires,  de  densité  ±  I.  Si  la  polarisation 
n'est  pas  constante,  la  densité  des  couches  ainsi  formées 
varie  d'un  point  à  l'autre. 

Considérons  maintenant,  dans  un  diélectrique,  l'effet  de  la 
composante  A  de  la  polarisation.  Sur  une  baguette  parallèle  à 
l'axe  des  x  et  de  section  rectangulaire  dydz,  la  section  faite  à 
la  distance  x  donne  des  charges  q  =  Xdjd:;  à  la  distance 

x-i-dx,  les  charges  sont  ç'  =  i  A-f--- -;rf.r  jrftrf:.   L'élément 

dxdydzg,  ainsi  sur  ses  faces  extrêmes  des  charges  —y  et  +?'• 
Comme  la  charge  totale  doit  être  nulle,  il  existe  dans  l'inté- 
rieur de  ce  volume  une  quantité  d'électricité 

<*A  ,    ,    , 
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Répétant  le  même  raisonnement  pour  les  autres  compo- 
santes, on  voit  que  la  charge  par  unité  de  volume  est 

D'autre  part,  si  la  baguette  considérée  découpe  sur  la  sur- 
face un  élément  dS  et  que  A  soit  la  valeur  ec  ce  point  de  la 
composante  de  la  polarisation,  elle  y  apporte  une  quantité 
d'électricité  Atf/i^:^.  Les  autres  composantes  produiront,  de 
même,  sur  cet  élément  de  surface  des  charges  Bdzdj:  et  Cdjcdy; 
la  charge  totale  est  donc  IrfScosO  et  la  densité  superficielle 
ff=^I  cos6. 

Partant  d'un  autre  point  de  vue,  on  peut  aussi  considérer 
la  polarisation  I  comme  une  fonction  des  coordonnées  et  les 
quantités  a  et  p,  définies  par  les  équations  (3)  et  (3),  comme  des 
grandeurs  purement  mathématiques  ;  on  leur  conservera  le 
nom  de  densités,  sans  attacher  à  cette  expression  sa  signifi- 
cation littérale. 

Lorsque  la  polarisation  est  uniforme,  la  densité  p  est  nulle 
partout  et  l'électricité  existe  seulement  sur  les  surfaces, 

88.  Action  danB  une  cavité.  —  Si  l'on  imagine  qu'une  petite 
cavité  soit  creusée  dans  un  diélectrique  sans  troubler  sa  pola- 
risation, la  création  de  cette  cavité  a  pour  effet  de  produire  à 
sa  surface  une  couche  superficielle  dont  la  densité  en  chaque 
point  est  égale  &  la  projection  normale  de  la  polarisation. 

Dans  l'intérieur  de  la  cavité,  le  potentiel  et  le  champ  élec- 
trique dus  à  l'ensemble  du  système  ne  sont  pas  modifiés, 
puisque  l'action  des  parties  voisines  tend  vers  zéro  (16),  mais 
on  doit  tenir  compte  des  couches  nouvelles  distribuées  à  la 
surface,  dont  le  champ  intérieur  dépend  de  la  forme  de  la  ca- 
vité et  de  son  orientation. 

On  peut  admettre  que  la  polarisation  est  constante  en  gran- 
deur et  en  direction  dans  toute  l'étendue  de  l'élément  de  vo- 
lume qui  a  été  supprimé. 

Supposons  d'abord  que  la  cavité  soit  un  cylindre  à  bases  cir- 
culaires de  rayon  a  dont  la  hauteur  aA  est  parallèle  à  la  pola- 
risation. La  densité  de  la  couche  superficielle  est  nulle  sur  la 
face  latérale  et  o=±I  sur  les  deux  bases  ;  leur  action  au  centre 
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du  cylindre  est  le  double  de  l'action  /'d'un  disque  circulaire 
homogène  de  rayon  a  sur  un  point  de  t'axe  à  la  distance  h. 

Si  l'on  considère  sur  la  base  positive  un  élément  de  sur- 
face dS  situé  à  l'extrémité  du  rayon  »,  sa  dislance  r  au  centre 
du  cylindre  est 

r»  =  A*  +  «», 
et  ta  composante  parallèle  à  l'axe  de  l'action  exercée  en  ce 
point  est 

, .    IrfS  A 

Prenant  pour  l'élément  dS  la  couronne  a?:»  du,  on  a 


<0- 


Le  ctiamp  intérieur  F,-  des  deux  couches,  qui  est  parallèle  à 
la  polarisation,  est  donc 


Deux  cas  sont  particuliëremeiit  utiles  à  considérer. 

Si  le  cylindre  est  très  allongé,  la  hauteur  A  étanttrès  grande 
par  rapport  au  rayon  a  delà  base,  la  valeur  de /"tend  vers  zéro; 
le  champ  réel  dans  la  cavité  dépend  uniquement  des  masses 
extérieures.  Il  en  sera  de  même  pour  une  petite  cavité  cylin- 
drique de  section  quelconque  et  pour  une  fente  étroite  formée 
par  deux  surfaces  parallèles  aux  lignes  de  polarisation. 

Si  le  cylindre  a  la  forme  d'un  disque  plat  d'épaisseur  infi- 
niment petite  par  rapport  à  son  diamètre,  on  a  simplement 
Fi  =  4*1  et  les  composantes  parallèles  aux  axes  sont  respecti- 
vement 4!:A,  4rB  et  4-C.  Ces  valeurs  conviennent  également 
au  cas  d'une  fente  étroite  limitée  par  deux  surfaces  ortho* 
gonales  aux  lignes  de  polarisation. 

Enfin,  pour  une  fente  étroite  dont  la  normale  fait  l'angle  6 
avec  la  direction  de  polarisation,  le  champ  intérieur  est  nor- 
mal à  la  fente  et  égale  à  4^1cos6. 

89.  Induction  électrostatique.  —  Dans  le  cas  d'une  fente 
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orthogonale  aux  lignes  de  polarisation ,  la  valeur  totale  Fi 
du  champ  intérieur  prend  le  nom  d'induction  électroslaliqae  ; 
c'est  la  résultante  du  champ  primitif  F  et  du  champ  F,-  pro- 
duit par  les  couches  superficielles  de  la  cavité.  Les  compo- 
santes X,,Y|,  et  Z,  de  ce  champ  sont  donc 

/  X;  =  X-f4i:A, 

(4)  Y.=Y-F4':B. 

f   Z,  =Zw-4kC. 

Le  champ  F  étant  déflni  par  le  potentiel  primitif  V,  on  a 
toujours 

dX      ÔY      âZ       , 

On  déduit>alors  des  équations  (4),  en  tenant  coiApte  des 
équations  (3)  et  (5), 

dX,      dY,      dZ,       ,  ,  > 

L'induction  électrostatique  Fi  satisfait  donc  h  la  condition 
de  continuité. 

Si  l'on  considère  des  lignes  et  des  tubes  d'induction,  comme 
pour  les  lignes  de  force,  il  en  résulte  que  le  flux  dindaction 
est  constant  dans  untubed'induction,  même  quand  on  traverse 
la  surface  de  séparation  de  diélectriques  difTérents. 

90.  Polarisation  proportioimelle  an  champ.  —  La  polarisa- 
tion du  diélectrique,  étant  due  à  l'action  des  corps  électrisés, 
doit  être  parallèle  au  champ,  par  raison  de  symétrie,  au  moins 
tant  que  le  milieu  est  isotrope.  Admettons,  en  outre,  qu'elle 
soit  proportionnelle  au  champ  et  qu'on  ait  I  =  k¥,  k  étant  ce 
qu'on  peut  appeler  le  coefficient  de  polarisation  ;  il  en  résulte 

(G)  A-AX,       B^AY,       C  =  AZ, 

et,  par  suite, 

^      ^      —  —  A  ^—      —      ^^\ 
dx       d}-       àz  \dx        dy       àz } 
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On  a  donc,  par  les  équations  (3)  et  (3), 

—  p  =  kiicp,      p(i+4kA)  — o,       p^o. 

Dans  ce  cas,  la  densité  électrique  par  unité  de  volume  est 
nulle  en  tous  les  points;  il  n'y  a  d'électricité  sensible  que  sur 
les  surfaces  qui  séparent  des  milieux  difTéretits. 

L'induction  devient  alors 

(7)  F,  =  F  +  4-1  =  (1  +  4-*)F  =  KF. 

Quand  on  ne  change  pas  de  milieu,  les  flux  d'induction 
sont  proportionnels  aux  flux  de  force  et  obéissent  à  la  même 
loi  de  conservation. 

Dans  les  gaz,  le  coefflcient  k  est  sensiblement  nul  et  l'in- 
duction se  confond  avec  le  champ. 

Le  coefficient  K  ^  i  +  4'=*  représente  le  poaooir  indacleur 
spécifique  du  diélectrique. 

Considérons,  en  effet,  un  condensateur  dont  les  armatures 
sont  séparées  par  un  diélectrique.  Pour  simplifier  le  raison- 
nement, on  supposera  qu'une  couche  d'air  infiniment  mince 
détache  le  diélectrique  des  armatures.  La  densité  électrique 
sur  l'élément  dS  de  l'armature  intérieure  étant  n,  la  force 
électrique,  aussi  bien  que  l'induction,  dans  la  couche  d'air 
voisine  est  Fn=4~5;  le  flux  d'induction  relatif  à  cet  élé- 
ment dS  est  FdS.  Si  F'  est  le  champ  dans  le  diélectrique, 
l'induction  est  KF',  le  flux  d'induction  relatif  au  même  élé- 
ment est  KFWS  et  l'on  a 

F  =  KF. 

Le  champ  F'  est  le  même  que  si  le  diélectrique  était  rem- 
placé par  un  gaz,  ou  mieux  par  le  vide,  k  la  condition  de 
substituer  à  la  densité  s  une  densité  apparente  a',  telle  que 
o=Kff',  et  l'on  aurait  F'  =  4-'î'- 

Or,  la  force  F'  est  définie  par  les  potentiels  des  armatures 
et  la  distance  qui  les  sépare.  Pour  la  m£me  différence  de 
potentiel,  les  charges  Q  et  Q'  du  condensateur,  suivant  que 
l'intervalle  est  occupé  par  un  diélectrique   ou  entièrement 
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vide,  sont  dans  le  rapport  des  densités  correspondantes  a  et 
a',  ce  qui  donne 

Q  =  KQ'. 

Inversement,  si  la  charge  reste  constante  dans  les  deux 
cas,  la  difTérence  de  potentiel  doit  être  divisée  par  K,  quand 
on  introduit  un  diélectrique. 

La  polarisation  du  diélectrique  au  voisinage  de  l'élément 
dS  étant 

I  =  jtF'  =  4i:A3'  =  (K-i)5', 

la  surface  du  diélectrique  possède  une  couche  électrique  dont 
la  densité  est  —  I  ;  la  densité  apparente  n'  est  la  somme  algé- 
brique ff  —  1,  c'est-à-dire 


-(K- 


On  peut  dire  que  le  ilux  de  force  FrfS  =  4't''<^S  — 4~K5'dS 
émis  par  l'élément  dS  de  l'armature  se  partage  en  deux  par- 
ties, dont  l'une  4'r(K —  i)i!'dS  est  absorbée  à  la  surface  du 
diélectrique,  de  sorte  que  la  fraction  de  flux  perdue  est 

K-i        _J.___4^ 


91.  Variation  des  potentiels  due  à  l'introânction  d'un  dié- 
lectrique. —  Si  l'on  introduit  (70)  un  corps  conducteur  dans 
un  champ  électrique  produit  par  des  conducteurs  isolés  et 
électrisés,  la  présence  de  ce  corps  nouveau  a  pour  effet  de 
diminuer  la  différence  des  potentiels  primitifs.  L'introduction 
d'un  diélectrique  solide  ou  liquide  donne  à  un  degré  moindre 
le  même  résultat. 

Considérons,  comme  exemple,  un  cas  particulier,  celui  d'un 
conducteur  A  (fig.  19),  chargé  d'une  quantité  Qi  d'électricité, 
et  situé  à  l'intérieur  d'un  conducteur  fermé  B,  leurs  potentiels 
respectifs  étant  V,  et  Vj. 

L'équilibre  étant  établi,  fixons  les  masses  électriques  sur 
A  et  B  et  introduisons  dans  l'intervalle  une  couche  diélec- 
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trique  C,  de  pouvoir  iDducteur  K,  dont  les  surfaces  interne 
et  externe  S  et  S'  soient  des  surfaces  de  niveau  du  système 
primitif,  où  les  potentiels  étaient  respectivement  V  et  \".  Il  est 
facile  de  voir  que  l'équilibre  n'est  pas  troublé  quand  on  met 
sur  les  surfaces  S  et  S'  des  charges  électriques  —  Q  et  4-  Q 
distribuées  comme  elles  le  seraient  si,  ce  milieu  étant  conduc- 
teur, la  charge  primitive  de  A  eût  été  -hQ. 

En  effet,  les  charges  -i-Q  et  —  Q  sur  C  donnent  un  poten- 
tiel nul  k  l'extérieur  de  la  couche  et  constant  dans  la  cavité 
intérieure;  les  conducteurs  A  et  B  restent  donc  en  équilibre. 


Fig.  19. 

La  forme  des  surfaces 'de  niveau  dans  les  régions  intermé- 
diaires n'est  pas  modifiée  et  le  champ  électrique  conserve  en 
chaque  point  la  même  direction. 

Entre  les  surfaces  S,  et  S'  la  variation  de  potentiel  reste  la 
même  que  si  la  couche  C  n'existait  pas  ;  il  en  est  ainsi  égale- 
ment entre  les  surfaces  S  et  5,. 

Pour  établir  la  condition  relative  au  diélectrique,  considé- 
rons le  flux  de  force  i'sa,dS,  émis  par  l'élément  rfS,  de  la  sur- 
face Si-  La  fraction  absorbée  sur  l'élément  correspondant  dS 

de  la  couche  —  Q  doit  être  égale  à  '  —  t-.-  Le  rapport  des 

charges  totales  a  donc  la  même  valeur 

Q--,_i. 

Q, -'     K 

Comme  !a  force  F,  après  avoir  traversé  la  surface  S,  de- 
vient K  fois  moindre,  celte  diminution  persiste  dans  tout  l'in- 
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tervalle  des  surfaces  S  et  S',  de  sorte  que  la  difTérence  des 
potentiels  entre  ces  deux  surfaces  est  elle-même  devenue 
K  fois  moindre. 

Finalement,  la  chute  de  potentiel  entre  les  conducteurs  A 
et  B  est  maintenant 


V.-V  +  -^-j^-HV'~V,  =  V,-Vi-ri-iVv- 


K 


Le  dernier  terme  représente  la  perte  de  potentiel  du  con- 
ducteur A.  Cette  perte  serait  égale  à  V  — V  si  te  corps  inter- 
posé C  était  conducteur.  On  est  ainsi  conduit  k  considérer  le 
pouvoir  inducteur  spécifique  des  conducteurs  comme  ayant 
une  valeur  infinie. 

Dans  le  cas  actuel,  l'efTet  du  diélectrique  est  une  fraction 

constante   i— jv  de  celui  que  produirait  un  conducteur  de 

mêmes  dimensions,  mais  ce  résultat  simple  tient  aux  condi- 
tions particulières  de  l'expérience. 

Si  le  diélectrique  occupe  tout  l'espace  compris  entre  les 
conducteurs  A  et  B,  on  a  V  =  V|  et  V'  =  V,  et  la  différence 

Vi  —V. 
finale  des  potentiels  des  conducteurs  devient  — rr—  ;  c'est  le 

résultat  trouvé  précédemment  (83). 

On  peut  supposer  ainsi  que  le  diélectrique  est  formé  d'une 
série  de  feuillets  infiniment  minces,  limités  par  des  suHaces 
de  niveau,  chargés  sur  les  faces  qui  se  touchent  de  quantités 
égales  d'électricités  contraires,  dont  les  actions  s'annulent, 
les  faces  des  feuillets  en  contact  avec  les  conducteurs  ayant 
seules  une  électrisation  telle  que  la  densité  en  chaque  point 

soit  une  fraction  i  —  j^  de  celle  du  conducteur  et  de  signe 

contraire. 

Une  manière  équivalente  de  concevoir  les  phénomènes  serait 
d'imaginer  que  le  diélectrique  est  remplacé  par  une  série  de 
feuillets  isolants  &  la  manière  des  gaz,  d'épaisseurs  a,  a',  a', 
séparés  par  des  feuillets  conducteurs  d'épaisseurs  g,  &',  &"..., 
ces  feuillets  étant  toujours  limités  par  des  surfaces  àe  niveau 
du  système  électrique. 
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Les  feuillets  adjacents  a  et  3  feraient  baisser  la  différence 

de  potentiel  primitive  des  surfaces  extrêmes  de  la  fraction 

3  S' 
5,  les  deux  suivants  de  la  fraction  -; — y-,,  etc.  Si  ces  rap- 

stH-p  a  -f-p  *" 

ports  successifs  sont  égaux  entre  eux,  la  différence  de  poten- 
tiel des  conducteurs  A  et  B  devient 

V,-V.-^(V,-V.)  =  ^(V.-V,). 

Dans  cet  ordre  d'idées   le  pouvoir    inducteur  spécifique 

prend  une  signification  physique,  c'est  le  rapport de  la 

somme  des  épaisseurs  d'un  feuillet  isolant  et  du  feuillet  con- 
ducteur voisin  à  celle  de  l'isolant. 

L'expérience  indiquant  que  plusieurs  diélectriques  solides 
ont  un  pouvoir  inducteur  spécifique  voisin  de  a,  tous  ces 
feuillets  successifs  auraient  alors  la  même  épaisseur. 

En  outre,  il  résulte  des  observations,  et  les  recherches  de 
M.  Gaugain  h  ce  sujet  sont  particulièrement  intéressantes, 
que  le  pouvoir  inducteur  spécifique  varie  avec  le  temps  ;  il  a 
d'abord  une  valeur  minimum  au  moment  de  la  charge,  puis 
augmente  rapidement  et  ensuite  d'une  manière  plus  lente, 
pour  tendre  vers  une  limite.  En  d'autres  termes,  quand  on 
charge  l'armature  intérieure  d'un  condensateur  à  diélectrique 
solide,  le  potentiel  de  cette  armature  diminue  d'abord  très 
vite  et  ensuite  plus  lentement  jusqu'à  une  valeur  minimum. 

Avec  la  conception  des  feuillets  alternatifs,  le  champ  élec- 
trique est  nul  dans  chacun  des  feuillets  conducteurs,  mais 
les  couches  d'électricité  positive  sont  toutes  poussées  vers 
l'extérieur  et  les  couches  négatives  vers  l'intérieur;  les  feuil- 
lets conducteurs  3  tendent  donc  à  s'élargir  et  les  autres  à 
diminuer,  ce  qui  fait  croître  le  pouvoir  inducteur,  jusqu'à  ce 
que  l'équilibre  soit  atteint. 

92.  Réfraction  des  forces.  —  Si  l'on  considère  la  surface 
d'un  diélectrique  placé  dans  l'air,  F  étant  le  champ  dans  l'air 
et  F'  dans  le  diélectrique,  ('et  i'  les  angles  de  leurs  directions 
avec  la  normale  è  la  surface,  la  conservation  du  flux  d'in- 
duction donne 

FcoBi  =  KF'cosi"'. 
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D'autre  part,  réiectrisation  superficielle  du  diélectrique  ne 
fait  que  modifier  les  composantes  normales  de  la  force  sans 
altérer  les  composantes  tangentielles  ;  on  a  donc  aussi 

Ffiinj  =  F'8ini', 

Il  en  résulte  la  condition 

(8)  t^wg  ''  ^=  K  tang  (', 

qui  exprime  ce  qu'on  peut  appeler  la  loi  de  réfraction  de  la 
force  ou  du  flux,  à  la  surface  de  séparation  de  l'air  et  d'un 
diélectrique  différent. 

D'une  manière  plus  générale,  si  l'on  considère  la  surface 
de  séparation  de  deux  diélectriques  de  pouvoirs  inducteurs 
K,  et  Ka,  dans  lesquels  les  champs  F,  et  F»  font  les  angles  i| 
et  j;  avec  la  normale,  on  a 


K,F,  co! i 

=  K,F,  co» 

F,  sin  I 

=  F,»ini,, 

langi 
K, 

=  T- 

La  densité  u  de  la  couche  électrique  sur  la  surface  est  déter- 
minée par  la  différence  des  composantes  normales  (34)  ; 

4i:cr  =  F,  coaij  — F,  cosi,. 

93-  Equations  générales  de  l'indaction.  —  Si  l'on  considère 
un  tube  d'induction  traversant  une  série  de  diélectriques,  le 
flux  d'induction  est  en  chaque  point  égal  au  produit  du  flux 
de  force  correspondant  par  le  pouvoir  inducteur  spécifique. 
Ce  flux  d'induction  conserve  la  même  valeur  tant  qu'il  ne 
rencontre  pas  de  corps  réellement  électrisés. 

Si  le  tube  rencontre  une  masse  y  d'électricité,  on  peut  tou- 
jours concevoir  que  cette  masse  est  entourée  par  une  couche 
d'air,  dans  laquelle  l'induction  se  confond  avec  la  force.  Le 
flux  de  force  augmentant  alors  de  4"?  (25),  il  en  sera  de  même 
pour  le  flux  d'induction. 
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D'autre  part,  les  composaotes  de  l'induction  dans  un  diélec- 
trique de  pouvoir  inducteur  K  sont  respectivement  KX,  KY  et 
KZ.  Si  l'on  applique  la  relation  qui  précède  à  un  élément  de 
volume  dxdydz,  où  la  densité  réelle  d'électricité  est  p,  on 
aura  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n"  26, 


^x-%yrA-w)-m> 


Lorsque  le  milieu  est  homogène  et  isotrope,  le  coefficient  K 
est  une  constante  et  l'on  peut  écrire 

(il)  KAV-t-4'=i===o- 

Si  l'on  considère,  à  la  surface  de  deux  diélectriques,  une 
couche  électrique  de  densité  s  provenant  de  leur  polarisation, 
en  même  temps  qu'une  couche  d'électricité  réelle  de  densité 
ff'  produite  par  un  procédé  particulier,  tel  que  le  frottement, 
la  différence  des  composantes  normales  du  champ  est  déter- 
minée par  la  somme  des  densités  a-k-a'.  En  distinguant  par 
les  indices  i  et  a  tes  termes  relatifs  aux  deux  milieux  et  comp- 
tant dans  chacun  d'eux  la  normale  h  partir  de  la  surface,  on 
peut  écrire 


(..) 


^   i)V,       „    <iV,       ,      , 
dn,  ont 


Lorsque  les  diélectriques  n'ont  reçu  d'autre  électricité  que 
celle  qui  provient  de  la  polarisation,  ces  équations  se  rédui- 
sent & 

idV=:0. 
liV,  <»V,  , 

„  dV,  ,  „  <)V,     _ 
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K,  -K,  dV. 

'     4^K,     On,' 


94.  Remarques  snr  tes  coachee  de  polarisation.  —  Bien  que 
la  couche  de  densité  a  disparaisse  avec  la  polarisation,  il  faut 
remarquer  que  si,  pendant  que  le  diélectrique  est  soumis  à 
l'induction,  on  ramenait  sa  surface  à  l'état  neutre,  par  un 
procédé  quelconque,  au  moyen  d'une  flamme  reliée  au  sol 
par  exemple,  et  qu'on  enlevât  ensuite  les  masses  inductrices, 
on  trouverait  sur  cette  surface  une  couche  électrique  réelle 
de  densité  —  a. 

Cette  remarque  permet  d'expliquer  les  phénomènes  que 
présentent  certains  corps,  par  exemple  les  cristaux  pyroélec- 
triques, tels  que  la  lourmaline,  que  nous  étudierons  plus  loin. 
Il  suffit  de  supposer  que  leur  état  normal  est  analogue  à  celui 
que  prennent  les  diélectriques  dans  un  champ,  autrement 
dit,  qu'ils  sont  naturellement  polarisés  ei  que  lear  polarisation 
est  une  fonction  de  la  température. 

Une  tourmaline  neutre  en  apparence  est  un  cristal  qui,  en 
vertu  de  sa  polarisation,  produirait  à  l'extérieur  les  mêmes 
forces  qu'une  couche  de  masse  totale  nulle  et  de  densité  +  a 
distribuée  sur  la  surface,  mais  qui,  par  suite  de  causes  quel- 
conques, par  exemple  la  déperdition  au  contact  du  milieu 
ambiant,  s'est  recouverte  d'une  couche  réelle  de  densité  —  o, 
laquelle  annule  pour  tout  point  extérieur  l'effet  de  la  polari- 
sation intérieure.  Si  l'on  fait  varier  la  température  de  ta  tour- 
maline, on  change  l'état  intérieur  sans  modifier  la  couche 
développée  sur  ta  surface  :  l'équilibre  est  alors  rompu,  et  ne 
pourra  se  rétablir  que  d'une  façon  plus  ou  moins  lente  sous 
l'action  des  causes  qui  avaient  amené  la  neutralisation  anté- 
rieure; l'effet  observé,  dans  ces  conditions,  est  la  différence 
des  actions  produites  respectivement  par  la  couche  de  pola- 
risation et  par  la  couche  réelle. 

95-  Énergie  dn  diélectrique.  —  On  a  vu  précédemment  (82) 
que  l'énergie  d'un  système  peut  être  considérée  comme  rési- 
dant dans  te  diélectrique  lui-même,  lorsque  ce  milieu  jouit 
des  propriétés  de  l'air.  Il  en  est  de  même  quand  les  diélec- 
triques sont  de  nature  quelconque. 
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L'énergie  totale  d'un  système  isotrope  peut  s'écrire,    en 
tenant  compte  de  l'équation  (ii), 


t'  =  i  j'Ypdi'=-^  j'K\\\di'. 


Appliquant  la  formule  de  Green,  comme  dans  le  premier 
cas,  il  reste 


i-J- 


La  valeur  générale  de  l'énergie  par  unité  de  volume  dans 
les  diélectriques  est  donc 

96.  Action  des  corps  dans  les  diélectriques.  —  La  notion  du 
pouvoir  inducteur  spécifique  doit  amener  également  des  modi- 
fications dans  les  propriétés  relatives  aux  actions  qui  s'exer- 
cent entre  les  corps. 

Lorsqu'un  conducteur,  dont  la  charge  superficielle  a  une 
densité  5,  se  trouve  placé  dans  un  diélectrique,  le  champ 
extérieur  est 

L'action  du  champ  sur  l'élément  de  surface  dS  est  alors 
-sdS  =  ~dS, 
de  sorte  que  la  pression  électrostatique  a  pour  valeur 


P=^ 


8-  K  ~  3  K  ■ 


Toutes  les  actions  des  corps  électrisés,  quand  on  les  évalue 
en  fonction  des  masses,  sont  donc  K  fois  moindres  que  dans 
un  milieu  gazeux,  ou  mieux  dans  le  vide. 
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De  mâme,  si  l'on  considère  l'élément  de  volume  d'un  tube 
de  force  (fig.  17)  les  actions  qui  s'exercent  sur  les  bases  sont 
encore  pdS  et  p'dS'  et  la  résultante  relative  à  l'unité  de  vo- 
lume -  -r-  est  K  fois  moindre  que  dans  l'air;  il  en  est  de  même 

pour  la  pression  latérale  ^1, 

97  Comparaison  avec  la  conductibilité  thermique.  —  Re- 
prenons la  comparaison  du  problème  de  l'équilibre  électrique 
avec  celui  de  la  propagation  de  la  chaleur.  Nous  avons  vu  (47) 
qu'entre  deux  mêmes  surfaces  de  niveau,  si  le  coefficient  de 
conductibilité  est  égal  k  l'unité,  le  tlux  de  cbaleur.  dans  le 
premier,  est  égal  numériquement  au  flux  de  force  dans  le  se- 
cond ;  si  le  coefflcient  de  conductibilité  est  k,  le  flux  de  cha- 
leur est  k  fois  plus  grand  que  le  flux  de  force  électrique. 

Considérons  maintenant  deux  systèmes  corrélatifs,  l'un 
électrique,  l'autre  calorifique,  formés  chacun  de  deux  milieux 
séparés  par  une  même  surface  S,  et  tels  que  les  surfaces 
équipotentieltes  de  l'un  coïncident  avec  les  surfaces  isother- 
mes de  l'autre.  Si  kt  et  Xj  sont  les  coefficients  de  conductibi- 
lité des  deux  milieux,  le  flux  de  chaleur  à  travers  un  élément 

rfS  de  la  surface  de  séparation  est  k,  -p  dS  dans  le  premier 


Comme  l'équilibre  thermique  est  supposé  atteint,  ces  deux 
flux  sont  égaux  et  l'on  a 


Le  système  électrique  donne,  de  même, 

K,  -r h  Ka   , —  =  O. 

an,  ont 

Si  les  températures  des  sources  de  chaleur  ont  respective- 
ment les  mêmes  valeurs  numériques  que  les  potentiels  des 
conducteurs  dans  le  système  électrique  correspondant,  cette 
égalité  se  maintiendra  en  chaque  point  des  deux  milieux  s'ils 
satisfont  à  la  condition  de 

K^     A, 

K,  ~  k,' 

£Uetr.  et  Mign.  —  i.  10 
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Dans  ce  cas,  les  flux  d'induction  sont  donc  proportionnels 
aux  flux  de  chaleur,  le  pouvoir  inducteur  spécifique  jouant 
dans  le  problème  électrique  le  même  rôle  que  le  coefficient 
de  conductibilité  dans  le  problème  thermique. 

98.  Déplacement  électrique.  —  Pour  expliquer  les  pro- 
priétés des  diélectriques  et  rendre  compte  des  phénomènes 
par  la  seule  intervention  du  milieu,  Maxwell  imagine  que, 
quand  un  diélectrique  est  soumis  à  l'induction,  il  se  produit 
un  phénomème  équivalent  à  un  déplacement  d'électricité 
dans  le  sens  de  l'induction.  Par  exemple,  dans  une  bouteille 
de  Leyde  dont  l'armature  intérieure  est  chargée  positive- 
ment, le  déplacement  a  lieu  dans  la  masse  du  verre,  de 
l'intérieur  vers  l'extérieur;  le  circuit  se  ferme  par  les  con- 
ducteurs et  la  source. 

Toute  augmentation  de  la  charge  augmente  le  déplacement 
et  correspond  h  un  courant  fermé  d'électricité  positive  qui  va 
de  l'armature  intérieure  à  l'armature  extérieure  ;  toute  dimi~ 
nution  correspond  à  un  courant  de  sens  contraire;  la  durée 
du  courant  est  égale  à  celle  de  la  variation  de  charge. 

Le  déplacement  par  une  surface  est  la  quantité  d'électricité 
qui  la  traverse.  Soit  adS  celte  quantité  pour  un  élément  rfS  de 
la  surface  d'un  conducteur  et  F  le  champ  dans  le  diélectrique 
au  voisinage  de  l'élément.  Comme  on  a  41:5  — KF,  la  quantité 

d'électricité  a  pour  valeur  '  ,  c'est-à-dire  que  le  déplace- 
ment est  égal  au  quotient  du  flux  d'induction  par  ir.. 

D'une  manière  générale,  le  déplacement  par  unité  de  sur- 
face en  un  point  quelconque  d'un  diélectrique  est  égal  au 
quotient  de  l'induction  par  ir.  et  parallèle  à  l'induction. 

Les  composantes/!^,  A  du  déplacement  parallèles  aux  axes 
et  rapportées  à  l'unité  de  section  sont 

'  -  iî  Y  -  _  ii  ^ 

\  s-  4^  4- ■'>.)' 

K  „_       K    ô\ 

^  *"  4^^--4^'ï)Z- 

Un  corps  conducteur  n'oppose  aucun  obstacle  au  déplace- 
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ment.  Dans  un  diélectrique,  le  déplacement  est  limité  par 
les  actions  aotagonistes  qu'il  développe  lui-même,  en  d'autres 
termes,  par  une  espèce  d'élasticité,  qu'on  peut  appeler  Vétas- 
ticité  électrique  du  milieu.  L'équilibre  est  établi  quand  la 
réaction  élastique  est  égale  en  chaque  point  h  la  force  élec- 
trique. Si,  par  analogie,  on  appelle  coefficient  d'élastidlé 
électrique  le  rapport  de  l'intensité  du  champ  au  déplacement 
qu'il  produit,  et  qu'on  suppose  le  milieu  parfaitement  élasJ 

tique,  on  voit  que  le  coefficient  d'élasticité  est  égal  à  ^  et 

que,  par  suite,  le  pouvoir  indaclear  spécifique  est  inoersemenl 
proportionnel  au  coefficient  d'élasticité  du  milieu. 

C'est  le  déplacement  produit  par  l'induction  à  travers  la 
niasse  entière  du  diélectrique  qui  détermine  la  polarisation  du 
milieu  et  l'électrisation  apparente  des  conducteurs. 

Considérons  un  tube  d'induction  entre  deux  conducteurs. 
Dans  toute  l'étendue  du  tube,  le  déplacement  est  constant  : 
chaque  section  orthogonale  est  traversée  par  la  même  quantité 
d'électricité.  A  l'une  des  extrémités,  le  déplacement  s'est  fait 
du  conducteur  vers  le  diélectrique,  l'élément  correspondant 
dS  du  conducteur  est  dit  alors  chaîné  d'électricité  positive 
avec  une  densité  a  ;  à  l'autre  extrémité,  le  déplacement  s'est 
fait  du  diélectrique  vers  le  conducteur,  l'élément  correspon- 
dant dS'  est  chargé  avec  une  densité  —  n'.Dans  toute  l'étendue 
du  tube,  si  le  diélectrique  reste  le  même,  il  n'y  a  pas  d'élec- 
tricité apparente  ;  mais  ce  milieu  est  polarisé,  car  si  on  isole 
par  la  pensée  une  portion  du  tube  comprise  entre  deux  sec- 
tions orthogonales,  te  déplacement  s'est  fait  en  sens  inverse 
pour  ces  deux  sections,  et  toutes  deux  paraîtraient  électrisées 
en  sens  contraires,  si  leur  électnsatîon  A'était  neutralisée  par 
l'électrisation  égale  et  opposée  des  portions  du  tube  en  contact. 
Si  le  tube  traverse  la  surface  de  séparation  des  deux  diélectri- 
ques, le  déplacement  est  le  même  dans  les  deux  milieux,  mais 
la  polarisation  n'est  pas  la  même  et  la  surface  aura  une  élec- 
tiisation  apparente  égale  à  la  différence  des  couches  électri- 
ques des  surfaces  des  deux  milieux  en  coatact. 

Il  est  évident  que,  puisque  l'électrisation  du  conducteur 
n'est  qu'apparente,  toute  l'énergie  doit  résider  dans  le  milieu 
diélectrique.  Elle  est  égale  aa  travail  dépensé  pour  opérer  le 
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déplacement,  en  sens  contraire  des  forces  élastiques.  L'énergie 
parunilé  de  volume  (95)  est  égale  à  -s—  ou  -  •  -t—  -F,  c'esl-à-dire 

la  moitié  du  produit  du  champ  par  le  déplacement. 

La  théorie  d^  déplacement  de  Maxwell  rend  donc  un  compte 
satisfaisant  des  propriétés  du  milieu. 

Elle  fournit  une  interprétation  physique  du  pouvoir  induc- 
teur spéciflque  de  Faraday  ;  elle  donne  ensuite  l'explication 
de  cette  vue  de  Faraday  qu'il  n'est  pas  possible  de  communi- 
quer à  la  matière  une  charge  absolue  d'électricité.  En  effet, 
dans  cette  théorie,  l'électricité  se  comporte  comme  un  fluide 
incompressible  ;  la  quantité  qui  peut  être  contenue  dans  une 
surface  fermée  est  invariable  et  la  production  de  deux  quan- 
tités d'électricité  égales  elde  signes  contraires  apparaît  comme 
la  conséquence  d'un  seul  et  même  phénomène. 

Enfin  il  est  naturel  de  penser  que,  si  l'explication  des  phé- 
nomènes électriques  entraîne  l'existence  d'un  milieu  incom- 
pressible, répandu  dans  tout  l'espace,  ce  milieu  ne  saurait 
être  différent  de  l'éther  auquel  on  attribue  les  phénomènes 
lumineux  et  calorifiques;  cette  théorie  permet  donc  d'entrevoir 
entre  les  deux  ordres  de  phénomènes  une  corrélation  que  les 
progrès  récents  n'ont  fait  que  confirmer. 

99-  CondenBateurs  à  gas-  —  Nous  avons  supposé  jusqu'à 
présent  que  le  pouvoir  inducteur  spécifique  était  égal  à 
l'unité  dans  les  gaz,  mais  il  est  à  prévoir  que  cette  relation 
n'est  qu'approchée.  On  doit  donc  considérer  les  gaz  comme 
ayant  des  propriétés  différentes  à  ce  point  de  vue  et  prendre 
pour  unité  le  pouvoir  inducteur  du  vide. 

Comme  l'influence  du  gaz  est  très  faible,  il  est  alors  na- 
turel d'admettre,  et  ce  sera  une  conséquence  ultérieure  de  ta 
théorie  de  Maxwell,  que  le  pouvoir  inducteur  spéciOque  d'un 
gaz  est  proportionnel  à  sa  densité,  ou  à  la  pression  pour 
une  même  température.  C'est  ce  que  les  expériences  de 
Boltzmann(<)  ont,  en  effet,  démontré. 

Il  doit  résulter  alors  du  principe  de  la  conservation  de 
l'électricité  (76)  que,  réciproquement,  la  pression  /  du  gaz 
situé  entre  les  armatures  d'un  condensateur  est  fonction  de 
la  différence  de  potentiel  :r  des  armatures. 

(■)  BoLTiHAim,  Pogg.  «nn.,  t.  CLV,  p.  403;  ISTï. 
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En  effet,  le  coeiBcienl  h  de  la  formule  précédente  (i5)  est 
alors  positif,  puisqu'à  différence  de  potentiel  constante  la 
charge  croît  avec  la  pression. 

D'autre  part,  si  la  variable  u  désigne  le  volume  de  la 
masse  de  gaz  en  contact  avec  le  condensateur,  on  doit  consi- 
dérer ce  volume  comme  étant  aussi  une  fonction  de  x  et 
de  7,  ce  qui  donne  l'équation  (17). 

Enfin  le  travail  du  corps  est  ydu  et  l'équation  {20)  montre 
que  le  coeflicient  a  est  négatif.  Il  en  résulte  qu'à  pression 
constante  {dy  =  o),  le  volume  »  du  gaz  qui  entoure  les  arma- 
tures d'ua  condensateur  doit  diminuer  proportionnellement  à 
la  différence  des  potentiels. 

Cette  contraction  du  gaz  paraît  avoir  été  constatée  par 
Quincke  ('),  au  moins  pour  l'acide  carbonique. 

(!)  QriKCHE,  Wied.  ann.,  t.  X,  p.  i3\\  IB80. 
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CHAPITRE    SIXIÈME 
CAS  D'ÉQUILIBRE.  —  CONDUCTEURS 

SYSTÈMES    DE    RÉVOLUTION 


-  L'état  d'un  champ  élec- 
trique en  chaque  point  est  déflni  par  sa  grandeur  et  sa  direc- 
tion. On  peut  le  représenter  graphiquement  par  les  surfaces 
de  nioeaa  ou  par  les  lignes  de  force. 

Dans  le  premier  cas,  on  trace  les  surfaces  de  niveau  corres- 
pondant aux  valeurs  numériques  i,  2,  3,....,  n,  telles  par  con- 
séquent que  le  transport  de  l'unité  d'électricité  d'une  surface 
quelconque  h  la  suivante  corresponde  à  l'unité  de  travail. 

En  chaque  point,  le  champ  est  normal  aux  surfaces  de  niveau  ; 
sa  valeur  moyenne  entre  deux  surfaces  consécutives  d'ordre 
netn-f-t,  est  en  raison  inverse  delà  distance  des  surfaces 
comptée  sur  une  orthogonale  ou  une  ligne  de  force. 

Dans  le  cas  d'une  masse  unique  q  concentrée  en  un  point,  le 

potentiel  à  la  distance  ;■  estV  =  A  ce  qui  détermine  !e  rayon 

de  !a  sphère  pour  laquelle  le  potentiel  a  une  valeur  détermi- 
née V.  Donnant  h  V  les  valeurs  i,  2,  3 n,  les  sphères  cor- 
respondantes sont  les  surfaces  de  niveau  dont  les  potentiels 
correspondent  à  la  suite  naturelle  des  nombres. 

Supposons  maintenant  plusieurs  centres  de  masses  9,  q',  q"...; 
le  potentiel  total  en  un  point  étant  la  somme  des  potentiels 
relatifs  à  chacun  des  centres,  il  est  évident  que  les  points  de 
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potentiel  Vp  s'obtiendront  par  les  rencontres  des  spl 
potentiels  V,,  V„-.  Va- ,  tels  que 


Le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  ainsi  déterminés  sera 
la  surface  de  niveau  de  potentiel  Vp. 

Ce  procédé  est  généra!  et  permet,  au  moins  en  théorie,  de 
déterminer  les  surfaces  de  niveau  d'un  système  quelconque. 

Quant  à  leur  représentation,  elle  ne  pourra  se  faire  d'une 
manière  complète  dans  un  plan  que  pour  un  système  de  révo- 
lution, à  l'aide  d'une  figure  tracée  sur  un  plan  méridien.  La 
force  électrique  sera  toujours  contenue  dans  le  plan  de  la 
Ogure,  normale  en  chaque  point  à  la  section  méridienne  des 
surfaces  de  niveau  et  en  raison  inverse  de  leur  .distance. 

Si  le  système  est  symétrique  par  rapport  h  un  plan,  on 
pourra  encore  avoir  une  représentation  complète  de  l'état  du 
champ  sur  le  plan  de  symétrie.  Dans  tout  autre  cas,  une  sec- 
tion par  un  plan  quelconque  du  système  des  surfaces  de  niveau 
donnera  encore  une  série  de  courbes  qui  sont  naturellement 
des  courbes  de  niveau  ;  la  composante  du  champ  suivant  le 
plan  de  la  section  est  normale  à  ces  courbes  en  chaque  point 
et  en  raison  inverse  de  leur  distance  ;  maïs  le  champ  lui-ffiême 
ne  se  trouve  pas  représenté. 

Les  lignes  de  force  peuvent  donner  une  représentation  équi- 
valente. Une  pareille  ligne,  normale  en  chaque  point  à  la  sur- 
face de  niveau,  indique  déjà  la  direction  du  champ;  pour 
représenter  en  même  temps  l'intensité,  nous  conviendrons  de 
partager  le  champ  en  tubes  de  force  tels  que  le  flux  corres- 
pondant à  chacun  d'eux  ait  une  valeur  constante,  égale  par 
exemple  à  l'unité. 

Il  suffira,  étant  donnée  une  surface  de  niveau,  de  la  partager 
en  éléments  rfS  tels  que  FrfS  =  i ,  et  de  prendre  chacun  de  ces 
éléments  comme  base  d'un  canal  orthogonal. 

Le  mode  de  division  est  arbitraire,  et  l'on  choisira  celui 
qui  conduit  aux  constructions  les  plus  simples. 

Dans  le  cas  d'un  champ  uniforme,  toutes  les  surfaces  de  ni- 
veau sont  des  plans  parallèles  équidistants.  La  division  la  plu^ 
simple  consiste  à  mener  deux  séries  de  plans  rectangulaires 
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entre  eux  et  parallèles  &  la  direction  du  champ.  Les  surfaces 
de  niveau  seront  découpées  en  rectangles  égaux. 

Toute  section  par  un  plan  parallèle  à  la  direction  du  champ 
donnera  deux  systèmes  de  lignes  de  force  équîdistantes  qui 
seront  les  intersections  du  plan  de  figure  avec  les  deux  séries 
de  plans  normaux  aux  surfaces  de  niveau. 

101.  Systèmes  de  révolution.  —  Pour  déterminer  sur  une 
surface  de  niveau  les  sections  des  tubes  de  force  élémentaires, 
nous  prendrons  d'une  part  des  plans  méridiens  équidistants, 
et  d'autre  part,  sur  la  section  méridienne,  des  points  placés  de 
telle  manière  que  dans  la  révolution  autour  de  l'axe  ils  par- 
tagent la  surface  en  zones  successives  correspondant. à  un 
même  flux.  La  surface  se  trouvera  ainsi  divisée  en  rectangles 
curvilignes  correspondant  &  un  même  flux,  que  l'on  prendra 
égal  à  l'unité. 

Un  champ  uniforme  peut  toujours  être  considéré  comme  de 
révolution  autour  d'une  ligne  quelconque  parallèle  à  sa  direc- 
tion et  comporterait  ce  mode  de  représentation.  Une  surface 
de  niveau,  qui  est  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  sera  coupée 
par  une  série  de  circonférences,  comprenant  entre  elles  des 
zones  de  surface  constante.  Les  rayons,  croissant  suivant  la 
loi  des  anneaux  de  Newton,  seront  proportionnels  aux  racines 
carrées  des  nombres  consécutifs.  Les  lignes  de  force  seront 
ainsi  représentées  dans  le  plan  méridien  par  des  droites  paral- 
lèles à  l'axe  et  dont  tes  distances  à  l'axe  sont  comme  les 
racines  carrées  de»  nombres  entiers  consécutifs. 

Si  F  est  l'intensité  du  champ  et  0  l'angle  de  deux  méridiens, 
fn  et  ra+ 1  les  distances  à  l'axe  de  deux  lignes  de  force  succes- 
sives, on  devra  prendre 

».  ^  ,  ,  -  ,      an 

F-('-«.+  . -'■;)=..      ou      rî=p. 

Toutefois  cette  manière  de  figurer  les  phénomènes  aurait 
l'inconvénient  de  ne  pas  représenter  un  champ  uniforme  par 
des  lignes  de  force  équidislantes. 

102.  Cas  d'une  masse  unique.  —  Une  masse  unique  q  située 
en  A  (fig.  ao)  donne  un  système  de  révolution  autour  d'un  axe 
quelconque  passant  par  la  masse  agissante.  Par  des  plans 
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Dormaux  à  un  axe  kx,  on  divisera  une  sphère  de  centre  A  en 
zones  successives  de  même  surface  et  correspondant  à  un 
même  flux. 

Le  flux  de  force  correspondant  au  cône  circulaire  de  demi- 


angle  au  sommet  0  est  proportionnel  à  la  surface  de  la  calotte 
de  rayon  apparent  0,  c'est-à-dire  à  i  —  cosô. 

Soit  N  l'ordre  de  la  ligne  de  force  AN,  à  partir  du  point  B, 
on  aura 

N        i-cosô  ^  N 

4^7  2  as»/ 

Pour  tracer  les  lignes  de  force,  il  suffira  donc  de  diviser  le 
diamètre  6B'  (fig.  a  i  )  en  4^7  parties  égales,  de  mener  les  ver- 
ticales correspondantes  et  de  joindre  au  point  A  les  points 


d'intersection  avec  la  circonférence  j  la  flgure  correspond  au 
cas  où  4''^?=  10. 
•i^     103.  HasBQs  sur  une  môme  droite.  —  Soient  maintenant 
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deux  masses  q  et  q'  situées  en  A  et  A'  (fig.  2a);  elles  forment 
un  système  de  révolution  par  rapport  à  la  droite  qui  les  joint. 
Le  flux  total  qui  traverse  une  zone  quelconque  de  révolution 
dont  le  demi-arc  est  FP'  est  la  somme  des  flux  qui  corres- 
pondent aux  angles  a.  et  a'  pour  les  deux  masses  séparément; 
l'ordre  N  de  la  ligne  de  force  qui  passe  en  P  est  la  somme  des 
ordres  «  et  n'  relatifs  à  ces  masses. 

Comme  la  valeur  de  n'est  nulle  au  point  A,  la  nappe  qui  cor^ 
respond  au  flux  de  valeur  N  et  qui  passe  par  le  point  P  est 
tangente  en  A  au  cône  d'angle  au  sommet  a6,  qui  comprend 
le  même  flux  pour  la  masse  q  prise  isolément. 

Cette  nappe  est  aussi  asymptote  à  un  cône  ayant  pour  som- 
met le  centre  de  gravité  0  des  deux  masses. 

La  ligne  de  force  AP  est  définie  par  l'équation 

2i:y{i  —  cosa)4-2i:j'{i  —  cosiï')  ^N^  21:5(1  —  COsO), 


(1)  ycosa-î-y'cosa'^^iy'-l-f/cosft. 

L'angle  \  de  l'asymptote  OL  avec  l'axe  est  la  limite  des 
angles  a  et  a'  quand  ces  derniers  deviennent  égaux  entre  eux, 
ce  qui  donne 

{2)  (yH-(7')cosa„  =  (/'-t-5fCOse. 

On  en  déduit 

.-cosa'    ^      i_cosa„     ^q 
'  cosa  —  cosS       cosa^  —  cosO       q 

Les  deux  premiers  termes  donnent  l'équation  de  la  ligne  de 
force  en  fonction  des  angles  8  et  a.^. 

Cette  méthode  est  encore  générale  et  s'applique  à  un  nombre 
quelconque  de  centres  distribués  sur  une  même  droite. 

L'équation  d'une  ligne  de  force  partant  de  la  masse  q  est 

(^  cosa +  17' cosa' H- y' cosa' =  y'-f-  y'+ -I-  y  cos6, 

et  celle  de  l'asymptote, 

{q-\-q' -^q"  ■■■••) CQ%%^  =  q' -^q' -^q' -H-ycosO. 


DigmzcdbyGoOglC 


CAS   d'ÉQUIUBRE.    —  C0N01ICTEUB9.  155 

Lorsque  les  masses  sont  loules  de  même  signe,  toutes  les 
lignes  de  force  sont  infinies.  Si  les  masses  sont  en  partie  po- 
sitives et  négatives,  un  certain  nombre  de  lignes  de  force 
sont  finies,  émanant  des  masses  positives  et  absorbées  par 
des  masses  négatives. 

104.  Deux  masses  de  môme  signe  égales.  —  Si  le  système 
est  formé  de  deux  masses  égales  et  de  même  signe  situées 


en  A  et  A'  à  la  dislance  aa  (fig.  aS),  les  surfaces  de  niveau  sont 
données  par  l'équation 


-^^-^(^^> 


Lés  courbes  méridiennes  sont  des  espèces  de  lemniscates. 

La  surface  correspondant  à  V„  =  —  a  pour  courbe  méridienne 

deux  lobes  qui  se  coupent  en  O.  Le  point  0  correspond  à 
un  équilibre  instable;  le  champ  y  est  nul.  En  ce  point,  le 
potentiel  présente  un  minimum  relativement  à  l'axe  AA'  et 
un  maximum  par  rapport  au  plan  de  symétrie  Pl>'. 

Pour  toutes  les  valeurs  du  potentiel  supérieures  à  V,,  la  sur- 
face de  niveau  se  compose  de  deux  lobes  séparés  dont  la  sec- 
tion a  la  forme  d'un  ovale  et  qui  entourent  chacun  des  deux 
points  A  et  A'.  Ces  ovales  tendent  de  plus  en  plus  à  se  con- 
fondre avec  des  cercles  à  mesure  qu'on  se  rapproche  de  l'un 
de  ces  points. 

Pour  les  valeurs  inférieures  h  V„,  ta  surface  de  niveau  est 
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formée  d'une  nappe  unique  dont  l'étranglement  tend  à  dispa- 
raître à  mesure  que  le  potentiel  diminue  et  qui  finalement  se 
confondrait  à  une  grande  distance  avec  une  sphère  ayant 
pour  centre  le  point  O. 

L'équation  des  lignes  de  force  est 


et  celle  de  l'asymptote 


Les  lignes  de  force  émanées  respectivement  de  ces  deux 
masses  sont  séparées  par  le  plan  de  symétrie  PP'. 

Toutes  les  droites  passant  par  le  point  0  dans  ce  plan  sont 
également  des  lignes  de  force. 

A  la  distance  ^  sur  l'axe  OA,  le  champ  est 


F,  ^ 


_4f?f_ 


Ala  distance  j  du  point  0,  sur  l'axe  transverse  PP',  le  champ 
a  pour  expression 


'■"  r       {a'+xT' 
il  est  alors  maximum  en  des  points  D  et  D'  pour  lesquels 

C'est  un  maximum  relatif  à  l'axe  Iransverse  seulement  et 
au  contraire  un  minimum  pour  ta  direction  parallèle  à  AA'. 

105.  Deux  masses  inégales.  —  Si  les  masses,  toujours  de 
même  signe,  sont  inégales,  la  forme  générale  des  surfaces  de 
niveau  est  la  même  que  dans  le  cas  précédent,  sauf  la  symé- 
trie. La  condition  d'équilibre  correspondant  au  point  multiple 
de  la  surface  à  deux  nappes  est 


=v^- 
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Les  lignes  de  force  forment  toujours  deux  systèmes  dis- 
tincts ;  la  surface  qui  les  sépare  correspond  à  6  =  z,  cl  a  pour 
équation 

(7  C08  2  +  q  cos  o('  =  y  '  —  y. 

Si  l'on  pose  -  —  n- 1,  cette  équation  devient 

cosaH-(i  +ï)co8o:'^ï, 

OU,  en  coordonnées  rectangulaires,  l'origine  étant  prise  au 
milieu  de  la  distance  2a  des  masses. 


('  +  0- 


Vr'  +  (-r  -  af  sly^  +  {.f  H-  af 

C'est  une  surface  du  sixième  degré  qui  passe  par  le  point 
d'équilibre  et  qui  a  quelque  analogie  avec  une  nappe  d'hyper- 
boloïde.  Sa  section  méridienne,  comme  toutes  les  autres  lignes 
de  force,  a  une  asymptote,  qui  passe  par  le  centre  de  gravité 
des  deux  masses,  et  dont  l'équation  est 


106-  Couple  de  deux  masses.  —  Nous  examinerons  avec  plus 
de  soin  le  cas  de  deux  niasses  égales  et  de  signes  contraires, 
que  l'on  peut  appeler  couple  de  deux  masses,  parce  qu'il  donne 
lieu  {i  plusieurs  applications  importantes. 

Les  surfaces  de  niveau,  ayant  pour  équation 


sont  des  surfaces  fermées  ovoïdes,  à  une  seule  nappe,  qui 
tendent  à  se  confondre  avec  des  sphères  à  mesure  qu'elles 
se  rapprochent  des  centres  d'action.  Toutes  celles  qui  corres- 
pondent h  des  valeurs  positives  du  potentiel  entourent  le  point 
A  (lig.  34),  celles  qui  correspondent  à  des  valeurs  négatives 
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entourent  le  point  A'.  Elles  sont  séparées  par  un  plan  de  symé- 
trie au  potentiel  zéro. 
Les  lignes  de  force  ont  pour  équation 


(4) 


-cosa^  I  —  coaH 


N 


Ces  lignes  de  force  sont  toutes  finies  et  partent  du  point  A 
pour  aboutir  au  point  A';  elles  sont  évidemment  symétriques 


par  rapport  au  plan  0/  de  potentiel  zéro,  perpendiculaire  au 
point  0,  au  milieu  de  l'axe  AA'. 

Appelant  /"et  f  les  actions  respectives  des  masses  h-j  et 
—  ç  au  point  P,  ?  et  ^'  les  angles  de  leur  résultante  F  avec 
les  rayons  vecteurs  r  et  r,  on  a 


/  _  f 


^   ■  8in(&  +  |3'}       Binfl       sinp'       sin(a  — a') 

La  valeur  du  champ  F  peut  encore  s'écrire 
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Les  coordonnées  du  point  P  étant  x  et  y,  les  composantes 
des  actions /et/"'  sont 

Les  composantes  du  champ  sont  donc 

Y-îf^-^jWwi ! , '- ,!■ 

'V---       r'J  I  |_r.  +  {.— .).lî       l,:  +  Çr  +  a)']i\ 

La  composante  Y  est  nulle  sur  l'axe  des  x  et  sur  l'axe  des  7. 
Le  champ  F»  sur  l'axe  transverse  Oj  est  dirigé  vers  la  gauche, 
ou  négatif,  et  a  pour  expression 

F,^-X  =  i^  =  — Hf2^. 

Sur  l'axe  des  j:,  en  dehors  des  points  A  et  A',  le  chanap  F, 
est  dirigé  vers  la  droite  et  l'on  a 

"■  =  "  =  ' [p^- -  (ïqbrJ  =  ="»  (ï^.- 

Ces  quantités  F(  et  Fj  représentent  les  valeurs  principales 
du  champ  des  deux  masses. 

Dans  l'intervalle  des  points  A  et  A',  le  champ  FJ  est  encore 
négatif,  avec  la  valeur 

ï'i^  — '^  —  î    7 ï5"+"  / — ; — \i    =2(7.-- — '—^. 

'  L{a  —  xy        (a+ar)"J  i  [a*  —  x^Y 

Dans  ces  différentes  expressions,  le  produit  -iaq  représente 
le  moment  électrique  m  des  deux  masses. 

Lorsque  le  champ  F  est  perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  on  a 
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sin^'^cosa  et  sin^^cosx':  les  équations  (5)  donnent  alors 


sma  sinaa  =:  sma  sio2<x  . 


C'est  l'équation  de  la  courbe  APM  (%;  25)  qui  passe  par 
tous  les  points  du  plan  où  la  force  est  verticale.  Elle  se  com- 
pose de  deux  branches  symétriques,  partant  de  A  et  de  A'  et 
asymptotes  à  une  droite  OL. 

Pour  déterminer  la  direction  de  l'asymptote  OL.  il  suffit 


F 

r/" 

n 

/-'')■ 

/ 

'■"/ 

!.. 

0 

de  remarquer  qu'à  une  grande  distance  le  rapport  des  rayons 
vecteurs  tend  vers  l'unité,  la  différence  des  angles  x  et  d  de- 
venant très  petite,  et  qu'on  a 

/■'  —  1—  2acosa, 


('-' 


~  ('•+'■')('■■ 


(;) 


tong*  i 


107.  Principe  des  images.  —  Nous  avons  vu  (40,  IX)  qu'on 
peut  toujours  remplacer  une  masse  électrique  quelconque  par 
une  couche  de  masse  égale,  en  équilibre  sur  une  surface  de 
niveau  qui  l'entoure  complètement.  En  fonction  du  champ  F, 
la  densité  de  cette  couche  en  chaque  point  est  déterminée 
par  la  condition  4'^^=^^. 
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Pour  tous  les  points  intérieurs,  le  potentiel  devient  constant 
et  égal  à  celui  de  la  surface  ;  mais  pour  tous  les  points  exté- 
rieurs rien  n'est  changé  à  l'état  du  champ. 

Considérons,  dans  le  problème  précédent,  le  plan  transver- 
sal 0/  au  potentiel  zéro(fig.  a6).  Pour  tous  les  points  situés 


à  droite  du  plan,  nous  pouvons  remplacer  la  masse  —q  située 
en  A'  par  une  masse  égale  en  équilibre  sur  le  plan.  Le  champ  F 
au  point  P  étant  dirigé  vers  la  gauche,  la  densité  i  corres- 
pondante est 


elle  est  en  raison  inverse  du  cube  <le  la  distance  du  point 
considéré  P  au  point  A. 

On  peut  remarquer,  d'après  cette  loi  de  distribution,  que 
la  charge  d'un  élément  du  plan  est  en  chaque  point  propor- 
tionnelle à  l'angle  sous  lequel  on  le  voit  du  point  A.  En  effet 
la  charge  d'un  élément  de  surface  dS  est 


sdS^ 


ad  S 


Or,  le  dernier  facteur  est  ta  projection  dS,  de  l'élément  dS 
sur  un  plan  perpendiculaire  à  r,  et  —^^  est  l'angle  d^a  sous  le- 
quel du  point  A  on  voit  l'élément  dS.  On  a  donc 
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Le  flux  de  force  qui  traverse  l'élément  rfS  est  évidemment 
le  double  du  flux  qdfa  qui  proviendrait  de  masse  -\-q. 

Le  plan,  recouvert  de  la  masse  —  q,  étant  au  potentiel  zéro, 
tout  l'espace  situe  à  gauche  est  au  potentiel  zéro.  C'est  te  cas 
d'un  plan  conducteur  indéfini  Oj,  en  communication  avec  le 
sol,  et  soumis  à  l'influence  d'une  masse  électrique  +q  placée 
au  point  A.  Un  pareil  plan  intercepte  complètement  l'action 
de  la  masse  j  sur  les  points  situés  derrière  lui  ;  il  fait  l'office 
d'un  écran  électrique. 

Ainsi,  la  masse  +  q  étant  placée  en  A,  en  présence  d'un 
plan  conducteur  Oy  en  communication  avec  le  sol,  on  peut, 
pour  les  points  situés  à  droite,  remplacer  ce  plan  par  une 
masse  —  q  située  au  point  A'  symétrique  de  A. 

Lord  Kelvin  considère  que  la  masse  —  y  en  A'  est,  par  rap- 
port au  plan  Oj  relié  au  sol,  l'image  de  la  masse  -i-q  située 
en  A.  On  voit,  en  effet,  l'analogie  qui  existe  entre  le  phéno- 
mène électrique  et  le  phénomène  optique  correspondant.  Si 
le  point  A  est  une  source  de  lumière  et  le  plan  Oy  un  miroir 
réflecteur,  l'image  de  A  est  virtuelle  et  située  en  A'  ;  l'éclaire- 
ment  de  l'espace  situé  à  droite  du  plan  est  le  même  que  si  on 
remplaçait  ce  plan  par  une  source  de  lumière  située  en  A',  et 
l'intensité  de  cette  source  virtuelle  sera  égale  à  celle  de  A  si 
le  pouvoir  réflecteur  du  plan  est  égal  à  l'unité. 
J  108.  Couple  de  masses  infiniment  voisines.  —  Nous  avons 

déjà  traité  ce  problème  en  partie  (86),  à  propos  de  la  polarisa- 
lion  des  diélectriques.  Si  la  distance  A'A  =  aa  des  masses  ±q 
est  infiniment  petite,  et  que  m  désigne  le  moment  électrique 
du  système,  le  potentiel  en  un  point  P,  dont  l'abscisse  est  .r  et 
la  distance  r,  a  pour  expression 

(8)  '••='^='"^---'. 

la  quantité  u  désignant  ici  l'angle  solide  sous  lequel  on  verrait 
du  point  P  une  surface  d'étendue  m  perpendiculaire  ft  l'axe 
du  système. 

On  voit  que,  pour  une  même  direction,  le  potentiel  est  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Les  angles  a  et  a'  des  rayons  vecteurs  avec  l'axe  ne  diffé- 


DigmzcdbyGoOglC 


CAS  D  EQUILIBRE.    —   CONDUCTEURS.  163 

rant  que  d'une  quantité  inBuiment  petite,  l'équation  (4)  des 
lignes  de  force  devient 

=:  cosa   —  coso:  ^^  Ix  —  a  )  siDa  ^  —  sm*«, 

21CÇ  '  '  r 

(9)  N= sin»a. 

Le  lieu  des  points  où  le  champ  est  normal  &  l'axe  est 
évidemment  l'asymptote  (7)  trouvée  précédemment. 


Fif.  t^. 

Les  valeurs  principales  F,  et  Fj  du  champ  aux  points  A 
et  B  (âg.  27)  &  la  même  distance  r,  sur  l'axe  ou  la  droite 
transversale,  sont 


(,o) 


[Fr- 


F,  =  aF,, 


Pour  un  point  quelconque  P,  le  champ  peut  Être  considéré 
comme  la  superposition  des  champs  dus  aux  projections 
mcosa  et  maiax  du  moment  électrique  sur  le  rayon  ÔP  et  la 
droite  perpendiculaire. 

Les  composantes  normale  et  tangentielle,  F,  et  F^,  sur  la 
circonférence  de  rayon  r,  sont  donc 


(■■) 


F.= 


F,=: 


Si  l'on  désigne  par  I  l'inclinaison  du  champ  sur  la  tangente 
2i  la  circonférence  et  par  X  le  complément  de  l'angle  a,  c'est-à- 
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dire  la  latitude  du  point  P  par  rapport  à  l'axe  traasverse,  il  en 
résulte 


'P,  ' 
Les  composantes  du  champ  parallèles  aux  axes  sont 

X  =r  Facoaa  —  F(sina^=—  (3cos^a  —  i)i 

Y^  Fb  Bina  +  FiCosa^=  —  3sii 
Enfln  le  champ  lui-même  a  pour  expression 
(i3}        F'  =  (^Y  (3 co8»a  -1-  i )  =  {^'  (3 nin^  X 4-  i). 

Le  moment  électrique  m  =  laq  peut  rester  fini  pour  des  va- 
leurs convenahles  des  masses  ±y,  quoique  leur  distance  aa 
soit  extrêmement  petite.  Le  flux  de  force  qui  émane  des  deux 
centres  dépendrait  de  la  valeur  de  q,  mais  le  flux  qui  traverse 
la  surface  d'une  sphère  concentrique  de  rayon  Uni  r  ne  dépend 
que  du  moment.  Pour  la  calotte  de  demi-ouverture  angulaire  « 
le  flux  est  donné  par  l'équation  (9). 

Les  lignes  de  force  qui  correspondent,  dans  un  plan  méri> 
dien,  aux  flux  de  valeurs  t,  2,  3, ,  coupent  l'axe  transverse 

aux  distances  respectives  aicm, .  — r-i 

109.  Théorème  de  Ganse. —  Prolongeons  la  tangente  k  la  cir- 
conférence jusqu'à  l'axe  en  T,  et  la  direction  du  champ  jus- 
qu'en S,  les  triangles  OPS  et  SPP  donnent 

PS  =  OSÏÏ^  =  ST?î?, 
cosl  siqI 

OS  tangl  =  ST  cota  :::x  SX  tangX, 
ou, d'après  l'équation  (12), 

ST=20S,  0T--^30S. 
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Le  champ  peut  s'exprimer  en  fonction  des  longueurs  déter- 
minées par  cette  construction,  car  on  a 


OQ 


-(?) 


/OQ 


Sur  la  droite  (7),  où  la  force  est  perpendiculaire  à  l'axe,  les 
points  Q  et  S  se  confondent,  ce  qui  donne 

c'est  la  moyenne  géométrique  des  valeurs  principales  (  10)  du 
champ  relatives  à  la  même  distance. 

110.  Inâaction  sur  on  élément  de  volume.  —  Le  système 
de  deux  masses  égales  et  de  signes  contraires  infiniment  voi- 
sines représente  l'état  d'un  corps  infiniment  petit,  conducteur 
ou  non,  primitivement  neutre  et  placé  dans  un  champ  élec- 
trique quelconque. 

En  effet,  la  charge  du  corps  étant  nulle,  les  deux  masses  de  . 
signes  contraires  qui  la  constituent  agissent  respectivement 
sur  un  point  extérieur  comme  si  elles  étaient  concentrées  à 
leurs  centres  de  gravité. 

Il  en  est  de  même  pour  un  corps  de  dimensions  Unies,  pri- 
mitivement neutre,  quand  on  considère  son  action  à  une 
grande  distance. 

111.  Deux  masses  inégalée  de  signes  contraires.  —  Consi- 
dérons deux  masses  -i-q  et  —q'  situées  en  A  et  A'(fig.  a8)  à  la 
distance  aa,  en  supposant  q  >  q',  et  posons 

q  =  k'q'. 

L'équation  d'une  surface  de  niveau  est 
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La  surface  de  potentiel  nul  correspond  à  la  condition 

Le  rapport  des  rayons  vecteurs  étant  constant,  c'est  une 
surface  spbérique  S  de  rayon  R,  qui  comprend  le  point  A';  les 
points  A  et  A'  sont  conjugués  par  rapport  &  cette  sphère. 


Kn  désignant  ici  par  a  l'angle  PAA',  on  a 
OA       R        sioa' 


(14)  k'  = 


R        ÔÂ*      BÎna 


On  en  déduit,  par  la  relation  OA  —  OA'  =  aa, 

,  „,  R      ^.,      OA         aa 

(■5)  _^0A^^=;^^— ^. 

Les  potentiels  sont  négatifs  à  l'intérieur  de  cette  sphère  et 
positifs  à  l'extérieur. 

Toutes  les  surfaces  de  niveau  sont  fermées,  à  une  nappe  ou 
à  deux  nappes  isolées,  sauf  une  surface  particulière  qui  a 
deux  nappes  contiguês  S,-  et  S,'  et  qui  passe  par  le  point  I 
(flg.  39)  où  le  champ  est  nul.  La  position  de  ce  point  est 
déterminée  par  la  condition 


m'- 
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La  valeur  du  potentiel  eu  I,  et  sur  toute  la  surface  de  niveau 
correspondante,  est 

v'=^(f-'')=£C-i^)'=f:(*-)'. 

Il  y  a  évidemment  sur  l'axe  deux  autres  points  C  et  C,  l'un 
k  gauche  et  l'autre  à  droite  du  point  À,  pour  lesquels  le  poten- 
tiel a  la  m€me  valeur  V,-  et  qui  appartiennent  à  cette  surface, 
car  te  potentiel  croit  de  zéro  à  rinfmi  de  B  en  A,  et  décroît 


Fig.  »9. 

de  l'infini  à  zéro,  depuis  le  point  A  jusqu'à  l'infini.  Les  dis- 
tances X  et  x'  des  points  C  et  C  au  point  A  sont  données  par 
les  équations 

{k-i)'  _i^_     I     __f!t_      ■ 


Toutes  les  surfaces  dont  le  potentiel  est  plus  grand  que  V,- 
entourent  seulement  le  point  A  ;  toutes  celles  dont  le  potentiel 
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est  positif  et  plus  petit  que  V,-  se  composent  de  deux  nappes 
isolées  et  fermées  toutes  deux  :  l'une  extérieure  au  grand  lobe 
de  la  surface  S,-  entoure  les  deux  points  A  et  A';  l'autre  inté- 
rieure pu  petit  lobe  S(  entoure  seulement  le  point  A'. 

L'équation  générale  des  lignes  de  force  (103)  émanant  du 
point  A  et  dont  la  tangente  k  l'origine  fait  l'angle  S  avec  la 
droite  AA'  devient 

q  C0Ba  +  ç'  coso'  :=  q  cos6  -f-  q' 
k*  cosa  -h  cosiï'  ^  k*  cosO  H-  i , 

Un  certain  nombre  de  ces  ligues  de  force  vont  de  A  en  A'  ; 
d'autres  sont  infinies  et  la  direction  6,  de  leur  asymptote  s'ob- 
tiendra en  faisant  a  =  e^^  =  t  —  a',  ce  qui  donne 

{*'—  i)co8flj  =  A*co8e-l~i. 

Toutes  ces  asymptotes  passent  par  le  centre  de  gravité  G 
des  deux  masses  déterminé  par  la  condition 


Pour  qu'une  asymptote  existe,  il  faut  que  l'angle  0,  soit 
réel,  c'est-i-dire  que  l'on  ait 

i(:»co86H-i  <*»— I,        ou        /:»(l— C086)>2. 

La  condition  A»(t  — cos6)  =  2  détermine  l'angle  de  départ 
de  la  ligne  de  force  limite,  dont  l'équation  est 


C'est  la  courbe  méridienne  S  de  la  surface  qui  sépare  le 
flux  de  force4i:(9  — î')ou4it{**—  i)y'aboutissantaupointA'. 
Cette  ligne  de  force  S  passe  au  point  d'équilibre  I,  comme  on 
le  vérifiera  facilement. 
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Les  angles  &'  et  0  du  champ  F  avec  les  rayons  vecteurs 
donnent  (106) 

(.6)  sing'^r^?''-'^    '-^    ^  «m'*' 

'  sin  3        /*       çr'*       /c'  ;■'  *       A*  sîn'  « 

Sur  la  surface  S  de  potentiel  nul  (fig.  a8),  le  champ  est 
normal  el  sa  direction  passe  par  le  centre  O  de  la  sphère. 
Comme  les  angles  ^  et  ^'  sont  respectivement  égaux  à  «  et  «', 
le  triangle  formé  par  les  forces  f,  f  et  F  est  alors  semblable 
au  triangle  APA'  et  l'on  a 

(.7)  '-=t  =  t, 

(.8)  F  =  î?î  =  îîi;  = 


_  2aq 


Pour  tous  les  points  de  cette  surface,  le  champ  est  donc 
en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance  à  l'un  ou  l'autre  des 
points  conjugués  A  ou  A'. 

Lorsque  le  champ  est  parallèle  à  l'axe,  on  &&'  =  a  et^  =  <t'; 
par  suite 


î  (^i^y = 


Le  lieu  des  points  où  la  tangente  est  horizontale  est  donc 
une  sphère  S'  {fig.  29)  comprenant  le  point  A'.  Le  centre  et  le 
rayon  de  cette  sphère  se  calculeront  par  les  formules  (  1 5)  dans 
lesquelles  on  remplace  k  par  k». 

Lorsque  le  champ  est  perpendiculaire  à  l'axe,  00  a  ^=x'~i-  90°, 
P'=a(  — 90°,  ce  qui  donne 


La  méridienne  du  lieu  correspondant  est  une  courbe  formée 
de  deux  branches  T  et  T',  l'une  partant  du  point  A  et  l'autre 
du  point  A'. 

La  branche  T  parlant  de  A  est  d'abord  verticale  en  ce  point 
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et  devient  ensuite  asymptote  à  une  verticale  passant  par  le 
centre  de  gravité  G. 

La  seconde  branche  est  une  courbe  fermée  T'  :  elle  passe 
par  le  point  A'  et  par  le  point  I. 

112.  Influence  d'un  point  sur  une  sphère.  —  D'après  les 
théorèmes  établis  précédemment  (40,  X),  le  potentiel  extérieur 
à  une  surface  de  niveau  ne  change  pas  si  l'on  remplace  les 
masses  qu'il  renferme  par  une  couche  de  même  masse  totale 
en  équilibre  sur  cette  surface.  On  peut  ainsi  remplacer  la 
masse  — g'  par  une  masse  égale,  en  équilibre  sur  l'une  quel- 
conque des  surfaces  de  niveau  qui  entourent  le  point  A',  y 
compris  la  partie  S;  de  la  surface  à  deux  nappes.  De  même, 
on  pourra  remplacer  la  masse  q  par  une  couche  égale  sur 
l'une  quelconque  des  surfaces  de  niveau  qui  entourent  A,  y 
compris  la  nappe  S,-  ;  enfln  remplacer  les  masses  ç  et  —  y'  par 
une  masse  q  —  q'  sur  l'une  des  surfaces  qui  entourent  les 
deux  points,  y  compris  encore  ta  nappe  Si. 

Si,  en  particulier,  on  substitue  à  la  masse  — q'  unccouche 
égale  sur  la  surface  sphérique  S  de  potentiel  nul  qui  entoure 
le  point  A',  le  potentiel  extérieur  n'est  pas  modifié,  mais  le 
potentiel  intérieur  devient  constant  et  égal  k  la  valeur  qu'il 
avait  sur  cette  surface,  c'est-à-dire  nul.  Pour  les  points  inté- 
rieurs à  la  surface  S,  on  peut  encore  remplacer  la  masse  q 
par  une  masse  -i-q'  en  équilibre  sur  cette  surface  et  alors  te 
potentiel  sera  nul  partout  à  l'extérieur. 

Le  premier  cas  correspond  h  l'électrisation  d'une  sphère 
conductrice  non  isolée  soumise  à  l'influence  d'une  masse 
extérieure  ;  le  second  donne  l'influence  d'une  masse  électrique 
sur  une  surface  sphérique  non  isolée  qui  l'entoure. 

La  densité  a  de  la  couche  en  chaque  point  est  alors,  d'après 
l'équation  (i  8), 

F  ^  aai/   /•*  __   2aq'       i 

elle  est  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance  à  l'un  ou 
l'autre  des  points  conjugués  A  ou  A'. 

Cette  densité  est  négative  quand  on  considère  l'induction 
d'une  masse  extérieure  +  q  sur  une  sphère  non  isolée  ;  elle  est 
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positive  pour  un  conducteur  ayant  une  cavité  de  surface  S  qui 
renferme  la  masse  —  9'.  Dans  les  deux  cas,  elle  est  de  signe 
contraire  à  la  masse  influente. 

Si  l'on  appelle  d  et  d' les  distances  OA  et  OA',  on  déduit  des 
équations  (i4) 


La  sphère  S  étant  donnée,  ainsi  que  la  distance  au  centre 
de  l'une  des  masses,  ces  équations  déterminent  la  masse  con- 
juguée et  la  densité  en  chaque  point. 

Supposons  maintenant  qu'après  avoir  isolé  cette  sphère, 
électrisée  d'abord  sous  l'influence  de  la  masse  ?,  on  y  ajoute 
une  couche  quelconque  Q  uniforme  ;  ce  conducteur  reste  en 

équilibre.  Le  potentiel,  qui  était  nul,  devient  ^  et  la  densité 

résultante  en  un  point  est  alors 

4i:R»         4î:R      r» 
Si  l'on  fait  (i  =  q'  —  q^,  la'  charge  totale  de  la  sphère  est 

nulle  et  son  potentiel  devient  ^  =  -7- 

Ce  problème  correspond  au  cas  d'une  sphère  isolée,  primi- 
tivement neutre,  électrisée  sôus  t'influence  d'un  point  exté- 
rieur. La  densité  est  alors 


Sr:-&dV  r'        J       4':R'L 


La  ligne  neutre  est  la  circonférence  du  petit  cercle  perpen- 
diculaire W  l'axe  déRui  par  l'équation 


r>  =  J(rf'-R')  =  îni<. 
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C'est  une  ligne  d'équilibre  qui  correspond  à  l'intersection 

de  la  sphère  par  la  surface  dont  le  potentiel  est  s  ou  t;  on 

sait  d'ailleurs  (38, 1)  que  ces  surfaces  se  coupent  à  angle  droit. 
Le  rayon  u  du  cercle  neutre  et  sa  distance  .r  au  centre  sont 
déterminés  par  les  relations 

iitd  =  H'  +  d'-i'(i-^'- 
Lorsque  la  distance  d  devient  très  grande,  il  reste 

-''=«' (■+!)• 

pour  une  distance  infinie,  la  ligne  neutre  est  la  circooférence 
d'un  grand  cercle  de  la  sphère. 

La  densité  serait  nulle  sur  le  petit  cercle  de  contact  du  c6ne 
tangent  à  la  sphère  et  ayant  son  sommet  au  point  A,  cercle 
dont  le  plan  passe  par  le  point  A',  si  l'on  avait 

Q      R(rf»-R')_        R 


113.  Images  par  rapport  à  une  sphère.  —  Pour  tous  les  points 
extérieurs,  l'actioD  de  la  sphère  S  non  isolée  et  électrisée  sous 
l'influence  de  la  masse  q  peut  être  remplacée  par  celle  d'une 

masse  —  y' =  — -^,  placée  en  A'.  De  même,  la  surface  S  non  . 

isolée  et  soumise  à  l'influence  de  —  y'  équivaut,  pour  tous  les 
points  intérieurs,  à  la  masse  y  =  k^q'  placée  en  A. 

Cette  propriété  est  analogue  à  celle  que  nous  avons  déjà 
constatée  pour  le  plan  (107).  La  masse  — y' en  A'  est  Yimage 
de  la  masse  extérieure  q  par  rapport  &  la  surface  de  la  sphère, 
et  l'image  de  la  masse  —  q'  par  rapport  à  cette  même  surface 
est  une  masse  plus  grande  q  =  k^q'  située  en  A. 

Le  principe  des  images  relatives  à  la  sphère  peut  être 
étendu  à  un  système  quelconque  de  corps  électrisés.  En  effet, 
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chaque  élément  du  système  développe  par  induction  sur  la 
sphère  une  couche  dont  l'action  sur  les  points  extérieurs  est 
identique  à  ceile  de  l'image  correspondante.  Chacune  de  ces 
couches  étant  en  équilibre,  leur  superposition  sera  un  état 
d'équilibre,  et  l'action  résultante  sera  égale  à  l'action  résul- 
tante de  toutes  les  images. 

L'ensemble  de  ces  images  formera  un  système  qui  sera 
l'image  par  rapport  à  la  sphère  du  système  proposé.  Si  le 
système  est  une  surface  électrisée,  l'image  sera  une  surface 
conjuguée  de  la  première. 

114.  Influence  réciproque  de  deux  sphères.  —  Le  problème 
très  important  de  la  distribution  de  Télectricité  sur  deux 
sphères  conductrices  a  été  traité  d'abord  par  Poisson  ('),  puis 


par  Plana  {'),  qui  se  sont  surtout  attachés  à  déterminer  la  loi 
de  variation  des  densités  dans  certains  cas  particuliers. 

Le  principe  des  images  permet  de  résoudre  ce  problème 
d'une  manière  complète,  quand  on  l'associe  avec  la  méthode 
de  Murphy  (62).  Soient  Sa  et  S^  les  deux  sphères  (fig.  3o),  a 
et  b  leurs  rayons.  La  méthode  consiste,  comme  on  sait,  à  dé- 
terminer une  série  de  couches  successives  de  la  manière  sui- 
vante. On  met  sur  le  conducteur  Sa  une  couche  capable  de  don- 
ner un  potentiel  i  ;  c'est  ici  une  couche  uniforme  de  masse  a. 

[>)  Poisson.  Mémoire!  rfe  ilntUlul  pour  1811,  1"  partie,  p,  I. 
(ï)  Plana,  Mim.  de  CAcad.  de  Turin,  [2],  t.  VIII,  p.  71  ;  1845. 
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Cette  couche  agit  &  l'extérieur  comme  si  elle  était  concentrée 
en  A.  On  la  fixe  et  on  détermine  la  couche  induite  sur  la  sur- 
face Si  de  la  seconde  sphère  non  isolée,  ce  qui  revient  à  dé- 
terminer  l'image  A'  par  rapport  à  S*  d'une  masse  -f-o  en  A- 
On  fixe  ensuite  la  couche  équivalente  à  À'  et  on  détermine  son 
influence  sur  la  sphère  Sa  non  isolée,  c'est-à-dîre  la  nouvelle 
image  A|  de  A',  et  ainsi  de  suite.  On  répétera  la  même  opéra- 
tion en  commençant  par  la  sphère  S»  et  on  multipliera  par  des 
coefficients  convenables  toutes  les  masses  ainsi  déterminées. 
Chacune  des  masses  et  des  densités  pouvant  €tre  calculé? 
exactement)  on  en  déduirait  la  loi  de  distribution  anale. 

Soit  X  la  distance  AB  des  centres  ■,j:i,x,,xt, les  distances 

des  images  A|,  Aj,  Aj au  point  B;  x,  x',  x", celles  des 

images  A',  A',  A", au  point  A. 

La  charge  primitive  de  la  première  sphère  étant  ^  =  ^,  on  a, 
pour  l'image  A', 


<=-h 


h 


Les  images  successives  A,,  A' donneront,  de  mâme, 

,  a  rt" 

,  a  a* 

?*~  — y  —,        .r,  =  .r— -V* 

La  loi  des  termes  est  évidente  et  l'on  aura 


Cûi^v'+î'-h?"-!-  • 


Le  même  procédé  déterminera  les  coeflicienls  C*  et  C„(  re- 
latifs à  une  charge  primitive  h  sur  la  seconde  sphère. 
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Si  l'on  désigne  par  A  et  B  leurs  charges  respeclives  pour 
les  potentiels  U  et  V,  on  obtient  finalement  des  expressions 
de  la  forme 

A  =  C„U-C„*V, 
B-^CiV-C„sU. 

Quant  h  l'action  réciproque  X  des  deux  sphères,  on  peut 
l'évaluer  directement  par  la  résultante  des  actions  que  cha- 
cune des  charges  situées  dans  l'une  des  sphères  exerce  sur 
toutes  celles  que  renferme  l'autre  sphère,  ou  encore  par  l'éner- 
gie du  système  (69). 

Pour  deux  sphères  de  même  rayon  R  dont  ta  distance  des 
centres  est  cR,  on  peut  écrire,  en  désignant  par  I  et  J  les  rap- 
ports des  coefficients  Ca  et  Cat  au  rayon, 

A=^R{IU-JV), 
Bi^.R(IV-Jl)). 

L'énergie  du  système  étant 

W=i{AU  +  BV)  =  5ri(U»-hV»)-aJUvl, 

l'action  réciproque  peut  s'écrire,  en  désignant  par  a  et  i  deux 
coefBcients, 

X=  ^  fa  ^U  V  -  ^  (U*  -1-  V*}1  r^-.  a  AU  V  -  a(U'  +  V»). 

Lorsque  les  charges  sont  égales,  on  a  simplement 

A^R(I-J}V, 


X~ik{b—a)\^  —  2f, 


Lord  Kelvin  (<)  a  donné  une  table  des  valeurs  des  coeffi- 
cients pour  des  valeurs  de  c  comprises  entre  c  =  a  el  c  =■-  4. 

(<)  Sin  W.  Thokbon,  Reprint  ofp»p.  on  E(ec(r.  and  MtgnâUim,  p.  H6  (IttiS], 
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c'eslrà-dire  pour  le  cas  de  sphères  égales  dont  la  distance  des 
surfaces  varie  de  o  jusqu'au  diamètre  de  l'une  d'elles.  II  est 
utile  de  voir  comment  on  peut  remplacer  ces  tables  pour  des 
distances  plus  grandes. 

lis.  Formules  approchées.  —  On  obtiendra  d'abord  une  pre- 
mière approximation  en  supposant  que  l'action  des  deux 
sphères  est  la  même  que  si  les  masses  étaient  respectivement 
concentrées  aux  centres,  et  que  le  potentiel  de  chacune  d'elles 
est  égal  &  celui  que  l'on  obtiendrait  pour  le  centre  en  rem- 
plaçant la  sphère  voisine  par  une  masse  égale  située  au  centre. 
On  aura  ainsi 

„      A        B 

*       R  ^  cR  ' 

v_  AB  _(cU-V<^)(V-U). 


il  en  résulte,  pour  des  charges  égales, 
(■9) 


En  comparant  les  résultats  de  ce  calcul  avec  les  tables  de 
Lord  Kelvin  pour  c  =  4,  on  a 

I  —  J  ^  o,8o25(J        — ^    =  ■  o,8o 
(•■  -H  I 

(2"^)  ''//'^fj  =  o.o5846  -^      ^0,0625 

I       [l  —  i)  V- 

fï{6  —  a)  ---  0,03766      j-_ r-^  ~  0,040. 

Ainsi,  lorsque  la  distance  des  surfaces  est  égale  au  diamètre 
de  l'une  des  sphères  et  les  charges  égales,  les  formules  appro- 
chées donnent  les  potentiels  et  l'action  réciproque  en  fonction 
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des  masses.ou  la  valeur  de  cette  action  par  les  potentiels,  avec 
des  erreurs  relatives  de  0,003  —  0,069—0,062. 

L'erreur  sera  moindre  si  l'on  tient  compte  de  toutes  les 
images  électriques,  en  admettant  qu'elles  sont  situées  sur  la 
première  de  chaque  série,  c'est-à-dire  aux  points  conjugués 
A'  et  B'  des  centres  A  et  B  de  chacune  des  deux  sphères  par 
rapporta  la  surface  de  l'autre. 

Les  distances  :r,,j-2, .r'.  ^. ont  alors  la  même  valeur 

en  c 

Dans  ce  cas,  les  charges  des  images  successives  pour  l'unité 
de  potentiel  sur  l'une  des  sphères  sont,  avec  </=  R, 

,=-_,    ,=--(p). 

R'    R                 RVR\' 
?.  =  --..      ■I'  =  '[y) 

ce  qui  donne 

c,=R+-5i,— iT^=Rr,+,/'-'  .1, 

j-i   ^_  R^  L        (c"~i)"  — c'J 

R-        ■        _R      (.■-i)- 
''~  X  R'  ~  c  (c'-i)'-i>' 


Les  charges  A  et  B  peuvent  s'écrire 

A  =  RU-5  Jî1z_LL('v--j^u) 


B  =  RV- 


-g     (--')■,(„- ^^  y). 


Sous  cette  forme,  chacune  des  charges  A  et  B  comprend 
deux  parties,  l'une  A|  ~  RU  et  B|  =^  RV,  dont  la  distribution 
est  uniforme  et  dont  l'action  extérieure  est  la  même  que  si  elle 
était  concentrée  au  centre;  l'autre  complémentaire,  —  Aj  et 
—  Bs,  provient  des  couches  induites  et  peut  être  supposée 
ÉUctr.  et  Magn.  —  1.  i3 
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aux  points  conjugués  B'  et  A'.  La  distance  des  charges  com- 
plémentaires est 

j;  —  (  X  —  x  )  =  2j:  —  jr  =  R    — i- J-  —c\—n 

L'action  réciproque  des  deux  sphères  devient  alors 

y_A,B.      A.B,  +  B,A,  A,Ba 

'^-cîR»  x'*  '^{iix'-xf 

Lorsque  les  charges  sont  égales,  il  reste 

A=Rvri-  ,;'-'  ,1, 

'  x=v»r- ""^       1     ("'-')'    1- 

Lc»      (c^— i)(c^  +  c— i)       (c*— 2)*{c*-}-c— i}''J 

Pour  contrôler  le  degré  d'exactitude  de  ces  formules,  nous 
y  ferons  encore  f  =  4  ;  il  vient  alors 

^  =  o,o5838, 
A' 

^  :=  0,03761. 

Composant  avec  les  valeurs  (20)  des  tables  de  lord  Kelvin, 
on  voit  que  l'approximalion  est  d'environ  0,001  ;  &  plus  forte 
raison  les  formules  {21)  peuvent-elles  convenir  pour  des 
dislances  plus  grandes. 

Si  l'on  développe  ces  formules  en  fonction  des  puissances 

croissantes  de -,  on  obtient 
c 

(  ('-l-i)-L        c>V         1       c       c'       c'  li 

c"R>  L         ''\         <:'        =■        ''  /J 
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Le  lenne  principal,  dans  chaque  expression,  représente  ]a 
première  approximation  donnée  par  les  équations  (19). 

Si  l'on  fait  c  =  G,  le  terme  de  correction  dans  la  valeur  de 
X,  en  fonction  des  potentiels  ou  des  charges,  est  d'environ 

6»       a. 3»      54' 

On  peut  donc  considérer,  en  particulier,  comme  parFaite- 
ment  rigoureuse  la  méthode  employée  par  Coulomb  pour  dé- 
terminer l'action  de  deux  masses  dectrisées  ou  la  valeur  des 
potentiels,  si  l'on  a  soin  seulement  de  prendre  des  précautions 
particulières  afin  d'éliminer  ou  de  calculer  l'influence  des 
parois  de  la  cage. 

116.  Sphère  isolée  dans  un  champ  uniforme.  —  Si  l'on  sup- 
pose, dans  le  problème  du  n"  il2,  que  la  distance  if^augmente 
indéfiniment,  la  masse  v  croissant  d'une  manière  proportion- 
nelle à  (P,  la  sphère  se  trouvera  placée  dans  un  champ  uni- 

forme  F  =  ^,  et  l'action  intérieure  F,-  des  couches  induites  doit 

être  égale  à  —  F. 

Daps  le  cas  où  la  sphère  est  restée  isolée,  la  densité  a  au 
point  dont  l'abscisse  est  x  s'obtiendra  en  remplaçant  r  par  d  —  .z. 
ou,  en  ne  prenant  que  les  premiers  termes, 

__ç_r       rf'  —  R  Y        -j-\1        3y     ^_3F  £ 
°~4^^R5L'  d'      y'^    d)]~4i:d*'R^ir.'R' 

Les  densités  sont  égales  et  de  signes  contraires  de  part  et 
d'autre  du  plan  diamétral  perpendiculaire  au  champ;  la  ligne 
nealre  est  donc  dans  ce  plan.  La  densité  est  maximum  +0^ 
aux  extrémités  du  diamètre  parallèle  au  champ  ;  en  appelant 
a  l'angle  du  rayon  vecteur  avec  l'axe  des  .r,  on  a  donc 

ff  =  a^cosa. 
Le  résultat  est  le  même  que  si  la  sphère  avait  une  couche 
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de  densité  uniforme  p  dont  l'épaisseur  3  parallèle  au  champ 
serait  constante,  avec  la  condition  pB  =  a^,  car  [a  chai^  de 
l'unité  de  surface  serait  alors 

0:=p,ÎC08a  =:  ff^COSa, 

On  peut  imaginer  encore  que  cette  couche  est  formée  par 
la  superpositi  on  de  deux  sphères  de  densités  uniformes  +  p  et 
—  p  dont  les  centres  sont  éloignés  de  la  distance  S  infiniment 
petite  ;  cette  manière  d'envisager  le  phénomène  aurait  permis 
d'ailleurs  d'obtenir  directement  les  mêmes  résultats. 

L'action  extérieure  de  la  sphère  électrisée  équivaut  donc 


dont  le  moment  électrique  est 


:R»p8:: 


Les  valeurs  déjà  obtenues  (108)  montrent  en  particulier  qu.'à 
la  distance  r,  le  potentiel  extérieur  et  les  composantes  parallèle 
et  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  sont 


V, 

= 

r» 

- 

< 

R 

r 

)• 

F.co.a, 

F. 

= 

=       r.       = 

=  ■ 

—  2 

( 

RN 

I'f.oo. 

F, 

= 

/■» 

- 

(? 

) 

'f 

,■  sin  a. 

Les  composantes  du  champ  résultant  parallèles  aux  axes 
des  X  et  des  y  sont 


X  =  F  +  ^(3cos'«-i)=^rr'-l-R'{3co!'.-i)l, 


Fr 
)  = 

3  F  , 


-  R' sin  2  a. 
Comme  l'épaisseur  de  chacune  des  couches  est  constante 
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suivant  une  direction  parallèle  au  champ,  leur  masse  com- 
mune Q  a  pour  valeur 

Si  l'on  désigne  par  ni  la  distance  de  leurs  centres  de  gra- 
vité, on  doit  avoir 

m^xR*cr^.2/^|«R»<i^,       ou       '=^- 

Le  centre  de  gravité  de  chacune  des  couches  est  donc  aux 
deux  tiers  du  rayon. 

Le  flux  total  de  force  qui  émane  de  la  couche  positive  est 

p  =  4i:.i:R*ï^  =  TcR*.4ff  5^  =  3itR».F. 

Le  flux  de  force  résultant  qui  aboutit  à  la  sphère  par  la  face 
négative  et  sort  ensuite  par  la  face  positive  est  triple  du  flux 
primitif  produit  par  le  champ  dans  le  même  espace. 
•Le  tiers  de  ce  flux  — icR^F,-  traverse  la  sphère  de  droite  à 
gauche,  où  il  est  annulé  par  le  flux  du  champ  primitif. 

Toutes  les  lignes  de  force  aboutissent  normalement  à  la 
surface  de  la  sphère  et  en  émanent  normalemen  t,  sauf  toute- 
fois celles  qui  tombent  sur  l'équateur  où  la  force  est  nulle  ; 
celles-ci  font  avec  la  normale  un  angle  de  4^°- 

L'angle  0  que  fait  le  champ  résultant  avec  l'axe  des  x  a  'pour 
expression  générale 

_  Y  _  3  Résina 3  _  3  R*  sinaa 

tang  ^  -  X  "  â  r'-|-R'(3cos»a-i)  ^  ï  r'-R»-(- 3R'cos^a' 

Pour  un  point  P  (flg.  3i)  très  voisin  de  l'équateur  C,  on 
remplacera  «  par  90°  —  e  et  r'  —  R'  par  3R'(ir,  ce  qui  donne, 
en  négligeant  les  inflnîment  petits  du  second  ordre, 

^      Re      CQ  I 

lane i  = -r- = -rr^  ~  — — r»       ou       tango— 1. 
°  rfr       FQ      tango  ^ 

La  surface  de  niveau  au  potentiel  primitif  V,  du  centre  de 
ta  sphère  est  un  pian  qui  aboutit  à  l'équateur  et  se  prolonge 
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ensuite  par  la  surface  même  de  la  sphère.  L'équateur  est  une 
ligne  singulière  de  celte  surface  de  niveau  et  les  deux  nappes, 
en  effet,  doivent  se  couper  à  angle  droit. 

117.  Sphère  non  isolée.  —  Si  la  sphère  reste  en  communi- 


cation avec  le  sol,  il  suffit  d'ajouter  à  la  distribution  précédente 
une  couche  uniforme  —  Q'  telle  que  son  potentiel  intérieur  soit 
égal  à  —  V,  ;  la  densité  correspondante  —  <s'  est 

La  densité  résultante  a  est  alors 

V  V 

4T^'  =  4'f<'o  cosa —  -~  ^  SFcosa —  ■—. 

ce  qui  donne,  pour  le  pôle  A  de  la  sphère, 

4î:R<t„  =  3FR-V,. 

Si  on  appelle  Vi  et  Yi  les  potentiels  primitifs  aux  pôles  A' 
et  A,  on  a 


47cRa„  =  ^[3(V.-V,}-(V.+V,}] 


Celte  densité  est  négative  et,  par  suite,  la  surface  entière 
est  négative  quand  Vi  <;3Vï. 

Dans  le  cas  contraire,  la  plus  grande  partie  de  la  surface 
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est  négative,  mais  il  existe  autour  du  pôle  A  une  zone  plus  ou 
moins  étendue  d'électricité  positive. 

118.  Sphère  dans  on  champ  quelconque-  —  Si  le  champ 
extérieur  est  produit  par  des  masses  distribuées  d'une  ma- 
nière arbitraire,  on  pourra  déterminer,  par  le  principe  des 
images  (113),  la  couche  d'électricité  induite  par  chacune  des 
masses  extérieures  tj  considérée  isolément.  Toutes  ces  couches 
combinées  avec  les  masses  correspondantes  donnent  encore 
un  potentiel  nul  dans  l'intérieur  de  la  sphère  et  le  système 
est  en  équilibre.  Le  problème  de  l'électrisation  d'une  sphère 
non  isolée  sera  ainsi  résolu,  au  moins  en  théorie,  abstraction 
faite  des  difficultés  que  peut  présenter  le  calcul. 

Il  suffit  maintenant  d'appliquer  sur  la  sphère  une  couche 
homogène,  dont  la  masse  est  égale  et  de  signe  contraire  à  la 
somme  des  masses  de  ces  différentes  couches,  pour  obtenir 
le  résultat  final  qui  convient  à  une  sphère  isolée. 

Lorsque  le  phénomène  est  symétrique  par  rapport  à  un 
axe,  le  potentiel  intérieur  des  couches  induites  peut  être  déve- 
loppé en  série  convergente  des  puissances  positives  de  la 
distance  r  au  centre,  par  une  expression  de  la  forme 


Vi  =  A„-j-A,X,r-|-AïXîrî+.. 


De  même,  le  potentiel  extérieur  s'exprimera  par  une  série 
convergente  des  puissances  négatives  de  r  : 


Les  facteurs  A  et  B  sont  des  coefficients  constants  définis 
par  la  nature  du  phénomène;  les  quantités  X„  sont  les  poly- 
nômes de  Legendre,  ou  les  fonctions  harmoniques  d'ordre 

I,  2 ,  n  de  l'angle  6  que  fait  le  rayon  vecteur  avec  l'axe  de 

symétrie;  ce  sont  des  fonctions  de  la  variable  jji^cosô. 

L'équation  de  Laplace  devant  s'appliquer  à  chacune  des 
puissances,  tant  qu'on  reste  en  dehors  des  masses  agissantes, 
il  en  résulte  la  condition  générale 

,  ,^        d  r,  ,,**X„-| 

«(«4-.}X„-H3j^|_{i-,»)^J=o. 
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Toutes  les  fonctions  Xn  étant  égales  à  l'unité  pour  [i.=^  i ,  on 
en  déduit 

J^  ^      n{n-hi)   dix        n(n-h>) 

■   Nous  reviendrons  plus  tard  sur  ce  problème. 


SYSTÈMES     CYLINDRIQUES. 

119-  Lignes  électrisées.  —  Si  l'on  suppose  que  les  masses 
électrisées  sont  distribuées  suivant  une  série  de  droites  pa- 
rallèles indéfinies,  avec  une  densité  constante  sur  chacune 
d'elles,  il  est  clair  que  la  direction  du  champ  en  chaque  point 
est  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  ces  droites.  C'est  le 
cas  d'une  dislribution  cylindrique,  tous  les  corps  du  système 
étant  des  cylindres  parallèles  ;  il  correspond,  dans  la  théorie 
de  la  chaleur,  au  problème  de  la  propagation  dans  un  plan. 

En  prenant  l'axe  des  :  parallèle  k  \a  direction  commune 
des  génératrices,  la  température  et  le  flux  de  chaleur,  ou  le 
potentiel  et  le  champ  électrique,  ne  dépendent  plus  que  des 
coordonnés  x  et  j.  L'équation  de  Poisson  se  réduit  alors  à 

Soit  X  la  densité  d'une  ligne  électrisée,  c'est-à-dire  la  charge 
par  unité  de  longueur.  Le  champ  F  en  un  point  ne  dépend  que 
la  distancera  l'axe;  le  flux  de  force  4"^  qui  traverse  la  sur- 
face latérale  a^r  du  cylindre  de  niveau  ayant  l'unité  de  hau- 
teur est  aussi  égal  b  F.aT:r,  ce  qui  donne 

(0  F  =  T- 

Le  champ  d'une  ligne  électrisée  est  donc  en  raison  inverse 
de  la  distance,  comme  on  l'avait  vu  déjà  pour  les  condensa- 
teurs cylindriques  (57). 
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Le  flux  de  force  émis  par  une  ligne,  pour  l'unité  de  lon- 
gueur, dans  l'angle  dièdre  «  est  aaX.  Si  A  et  A'  (fig.  aa)  sont 
les  traces  de  deux  lignes  électrisées  de  densités  X  et  >>',  le  flux 
de  force  compris  entre  l'axe  des  j:  et  le  point  P  est  la  somme 
des  flux  n=  aXa  et  n'  =  aX'o;'  Correspondant  aux  angles  a  et  a' 
des  rayons  vecteurs  avec  la  droite  A'A.  L'équation  de  la  ligne 
de  force  d'ordre  N  qui  passe  au  point  P  est  donc 

(2)  N  =  n-f-n  =2(Âa-(-Â'a'). 

Si  cette  ligne  de  force  émane  du  point  A  dans  la  direction  Q, 
on  a  N  =  3X6  et,  par  suite, 

(3)  X*-f-Va'  =  Xe. 

La  direction  x^  de  l'asymptote  OL  s'obtiendra  encore  en 
faisant  ix  =  a'  =  x^,  ce  qui  donne 

(XH-X')a,  =  Xe=Xa-f-X'a'. 

On  aurait,  de  même,  pour  une  série  de  droites  parallèles 
situées  dans  un  plan 

Àa  +  X'a'-f- =X9  =  (X-4-X'-4- )a^. 

Le  potentiel  d'une  ligne  électrisée  est 

(4)  V=-aX£.r-»-c". 

C'est  un  potentiel  logarithmique  ;  il  deviendrait  inflni  sur 
la  ligne  elle-même,  mais  la  conception  des  lignes  électrisées, 
comme  celle  des  points  électrisés,  ne  correspond  pas  direc- 
tement à  un  problème  physique,  puisque  la  densité  superli- 
cielle  serait  inflnie. 

Si  l'on  suppose  que  la  charge  est  répartie  à  densité  cons- 
tante 5  sur  un  cylindre  circulaire  de  rayon  a,  le  champ  exté- 
rieur est  encore  en  raison  inverse  de  la  distance  à  l'axe  et  l'on 
doit  remplacer  la  densité  linéaire  X  par  aT.aa. 

Le  même  raisonnement  qu'au  n°14montre  que  l'action  inté- 
rieure de  cette  couche  est  nulle;  le  potentiel  a  donc  une  va- 
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leur  constaDte  V^  sur  le  cylindre  et  sa  valeur  V  en  un  point 
extérieur  devient 


Avec  cette  expression,  le  potentiel  V  serait  nul  à  la  dis- 
tance '*  déterminée  par  la  condition 


et  il  continuerait  à  décroître  jusqu'à  l'infini,  à  mesure  que  la 
distance  augmente,  c'est-à-dire  que  la  question  ne  répond  pas 


encore  à  un  phénomène  physique.  Il  en  sera  de  même  dans 
tous  les  cas,  à  moins  que  l'on  ne  fasse  intervenir  des  masses 
électriques  égales  et  de  signes  contraires,  de  façon  que  la 
charge  totale  du  système  soit  nulle. 

120.  Images  dans  on  cylindre  circulaire.  —  Considérons  un 
couple  de  deux  lignes  électrîsées,  de  densités  -t-À  et  —X 
égales  et  de  signes  contraires,  dont  les  traces  A  et  A'  (fig,  Sa) 
sont  distantes  de  au. 

L'équation  (3)  des  lignes  de  force  devient  alors 
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elle  représente  des  arcs  de  circonférence  tels  que  ATA'  pas- 
sant par  les  points  A  et  A'  et  capables  de  l'angle  6. 

En  un  point  P  dont  les  distances  aux  droites  sont  respecti- 
vement r  et  r',  le  potentiel  est 

(3)  V  =  aÀi.^'. 

Ce  potentiel  est  positif  à  droite  du  plan  transversal  Oj,  nul 
sur  ce  plan  et  négatif  à  gauche. 

Pour  une  même  valeur  de  V,  le  rapport  des  distances  est 
constant  ;  les  surfaces  de  niveau  ont  pour  sections  droites  des 

circonférences  S,  S', dont  les  centres  se  trouvent  sur  l'axe 

AA',  et  telles  que  les  points  A  et  A'  sont  conjugués  par  rap- 
port à  chacune  d'elles. 

Le  champ  résultant  F  est  normal  à  la  surface  S  correspon- 
dante. Les  actions  feif  des  lignes  A  et  A'  forment  avec  le 
champ  F  un  triangle  qui  est  dans  tous  les  cas  semblable  au 
triangle  PAA'. 

En  appelant  k^  la  valeur  du  rapport  -  relative  à  une  sur- 
face S  de  niveau  de  potentiel  V,  on  a,  d'une  manière  générale, 
comme  pour  la  surface  de  potentiel  nul  (106)  relative  à  deux 
masses  égales  et  de  signes  contraires, 

(6)  -t=4=C 

Sur  une  surface  de  niveau  quelconque,  le  champ  est  donc 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  à  l'une  ou  l'autre 
des  lignes  conjuguées  A  ou  A'. 

Pour  tous  les  points  extérieurs  à  la  surface  S,  on  peut  subs- 
tituer à  la  ligne  A  une  couche  de  masse  \  par  unité  de  lon- 
gueur distribuée  sur  cette  surface  suivant  une  certaine  loi. 
La  densité  en  chaque  point  est  encore  en  raison  inverse  du 
carré  des  distances  r  ou  r',  car  elle  est  donnée  par  la  relation 

F        dX     X"       aX       I 
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Par  cette  substitution,  le  potentiel  devient  constant  à  l'in- 
térieur de  la  surface  S;  au  dehors,  U  ne  dépend  que  des 
lignes  A  et  A'  ;  il  reste  fini,  sauf  dans  le  voisinage  de  la  ligne 
A',  et  s'annule  à  une  grande  distance. 

On  peut  dire  encore  que  la  ligne  A  de  densité  +  X  est  l'image 
de  la  ligne  A',  de  densité  —  >.,  par  rapport  à  un  cylindre  con- 
ducteur extérieur  à  ta  ligne  A',  limité  à  la  surface  S,  ou  même 
par  rapport  k  un  conducteur  ayant  une  cavité  limitée  à  une 
surface  S'  dans  laquelle  se  trouve  la  ligne  A';  on  remarquera 
toutefois  cette  particularité  que  le  potentiel  n'est  pas  nul  sur 
les  conducteurs  ainsi  considérés. 

Désignant  par  R  le  rayon  de  la  circonférence  S,  par  d  eid' 
les  distances  des  points  A  et  A'  au  centre  de  la  courbe  S,  on  a, 
par  les  relations  déjà  établies  (111), 


Deux  des  cinq  quantités  k*,  d,  d',  R  et  na,  permettront  de 
déterminer  les  trois  autres.  Il  en  résulte,  en  particulier, 

(8)  R/!'  =  a-hy/a'-hRK 

Réciproquement,  la  ligne  A'  de  densité  —X  est  l'image  de 
la  ligne  A,  de  densité  -<->>,  par  rapport  à  un  conducteur  cylin- 
drique limité  par  la  surface  S"  ou  un  conducteur  dont  la  cavité 
est  limitée  par  la  surface  S. 

Enfin,  deux  quelconques  de  ces  surfaces,  S  et  S',  peuvent 
être  couvertes  par  les  coucbes  X  et  —X  ainsi  définies.  Le  po- 
tentiel varie  de  V  à  V  dans  l'espace  compris  entre  ces  sur- 
faces; il  conserve  la  valeur  constante  V  quand  on  traverse  la 
surface  S  et  la  valeur  constante  V  quand  on  traverse  S'.  Ces 
couches  représentent  l'étal  électrique  de  deux  conducteurs 
limités  aux  surfaces  S  et  S',  et  dont  la  difTérence  des  potentiels 
est  égale  à  V  — V. 

121.  Cylindre  circulaire  et  plan  parallèle.  —  Si  l'on  choisit, 
par  exemple,  le  cylindre  S  el  le  plan  transversal  Oj;  les  dis- 
tances r  et  r'  soiit  toujours  égales. 
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Ce  plan  est  recouvert  d'une  couche  d'électricité  négative. 
La  densité  à  la  distance  y  du  point  0  est 


Oa  vériflerait  aisément  que  la  charge  /  lây  par  unité  de  lon- 
gueur parallèlement  au  cylindre  est  égale  à  —  >.. 

Le  cylindre  étant  donné,  si  df  et  d^  sont  les  distances  du 
plan  aux  extrémités  du  diamètre  qui  lui  est  perpendiculaire, 
la  distance  D  du  centre  au  plan  peut  s'écrire 

\i~K-¥-d,=d-\-a  =  d'-a  =  dt-'R. 

La  condition  de  conjugaison  des  points  A  et  A'  donne  alors 

R"-rfrf'  =  (R  +  rf, -fl)(R-|-J,-H«)  =  {R  +  rf,)»-a*; 
a'=(R  +  (i,)»-R»  =  d,(2R-f-rf,)  =  <'t''a, 
V^M^  =  R -H  cf,  =  rfa  -  R  =  -  (ti,  +  rfa)  ; 

et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (8), 

*  -  ÏR 

La  capacité  C  du  cylindre  S  par  unité  de  longueur,  en  pré- 
sence du  plan,  est  donc 

I  _V_        ,              d,-\-dt  +  ^iJd,dt 
-_-_2£.A-  -î£. -g 

Si  la  distance  t/,  est  très  grande  par  rapport  au  diamètre  du 
cylindre,  ce  qui  correspondrait,  par  exemple,  au  cas  d'un  til 
télégraphique  à  la  distance  dt  du  sol,  il  reste  simplement 

122.  Cylindres  circnlairea  excentriqueB.  —  Si  l'on  consi- 
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dère  deux  cylindres  excentriques  S  et  S',  de  rayoa  R  et  R', 
la  différence  de  leurs  potentiels  est 


On  peut  remplacer  a'  par  l'un  des  produits  did^  ou  d\d'^ 
relatifs  h  l'un  des  cylindres,  ou  l'exprimer,  en  fonction  de  la 
distance  3  des  centres,  par  la  relation 


î  :=  D  -  D' =  v^Th-^  _  y^F^lR^ , 

qui  donne 

4î»a»  =  (R'>~R»-8»)-4î>R»  =  [R'»-(R-|-5)ï][R'-(R~3}î], 
45'o»  =  (R'h-R-|-3){R'  +  R-!)(R'-R  +  8}(R_R_S); 

on  a  aussi 


afiv'a»-f-R'  =  R'*  — R'  — 5*,     aSV^H-R'^^R'*  — R'-t-î'. 

La  capacité  du  système  par  unité  de  longueur  devient  alors 

I  ^  R'    R'*  — R»  — a*  +  2Sa 


C~        R    R'»-R»-|-8=  +  aifl     , 

Lorsque  la  distance  S  devient  nulle,  les  cylindres  étant  con- 
centriques, CD  retrouve  la  valeur  obtenue  déjà  (57) 


Si  l'on  compare  ce  résultat  avec  l'équation  (9),  on  voit  que 
la  capacité  d'un  cylindre  en  présence  d'un  plan  est  la  même 
que  s'il  était  entouré  d'un  cylindre  concentrique  de  rayon 
double  de  sa  distance  au  plan. 

123.  Cylindres  isolés.  —  Remplaçant  la  surface  de  niveau  S 
(fig.  33)  qui  entoure  la  ligne  A  de  densité  H-  À  par  un  cylindre 
conducteur  sur  lequel  la  couche  de  masse  a  est  distribuée 
suivant  la  loi  qui  précède,  appelions  F,  le  champ  au  point  P 
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et  à,  la  densité  correspondante;  on  a  f'/'  =  :i\el  les  équa- 
tions {6)  donnent 


Fig.  33. 

L'équilibre  n'est  pas  détruit  si  l'on  ajoute  sur  celte  surface 
une  couche  homogène  de  masse  —  X  par  unité  de  longueur  ; 
la  densité  cj  de  cette  couche  est 


-f'ÛR- 


et  la  densité  résultante  a  a  pour  expression 


4K(r  =  4T:{ff,-(-tt,}. 


"fiT 


B-) 


Ce  problème  correspond  à  l'électrisalion  d'un  cylindre  con- 
ducteur S  maintenu  isolé  et  placé  dans  le  champ  d'une  ligne 
A'  de  densité  — >.. 

Les  points  neutres  sont  déterminés  par  l'intersection  de  la 
circonférence  S  avec  la  lemniscate  rr' =  2aR  ou  avec  la  cir- 
conférence ayant  pour  centre  le  point  A  et  dont  te  rayon  r 
est  défini  par  l'équation 
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On  peut  encore  écrire,  en  tenant  compte  de  la  relation 
ao^rcosa-(-  r'cosa'. 


41:  T 


-r[-"^'i^-k)hf[" 


Supposons  maintenant  que  la  ligne  A'  s'éloigne  indéfini- 
ment, mais  que  sa  densité  augmente  en  même  temps,  de  ma- 
nière que  le  champ  f  prenne  une  valeur  constante  F. 

L'angle  a'  étant  infiniment  petit,  le  numérateur  R  —  r  de  la 
dernière  fraction  tend  vers  zéro  et  le  facteur  >'  devient  infini, 
mais  cette  expression  a  une  limite  ;  on  a,  en  effet. 


lien  résulte,  en  appelant  a^  la  densité  au  point  B, 

F  — aj:-^  =  aî:iT„. 
cosO 

La  densité  est  nulle  aux  points  C  et  C.  Les  surfaces  CBC 
et  CBC  sont  respectivement  positives  et  négatives  ;  la  masse 
de  chacune  des  couches  par  unité  de  longueur  est 

(10) 

On  peut  imaginer  encore  que  ces  couches  sont  obtenues 
par  ta  supei-position  de  deux  cylindres  homogènes  de  densités 
uniformes  +p  dont  les  axes  sont  à  une  distance  inRniment 
petite  5  telle  que  o„  =  p3. 

Le  moment  électrique  m  de  ces  deux  cylindres  par  unité  de 
longueur  doit  être  le  même  que  celui  de  couches  ±Q-  En 
désignant  par  2/  la  distance  de  leurs  centres  de  gravité,  on  a 

m  — T:R»p.S  =  Q.2/,       ■KR^(T,  =  aR.o„2/; 
/=^R. 
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Le  flux  de  force  émané  de  la  couche  +Q  est  4itQ  =  4RF. 
Le  rayon  R'  du  cylindre  qui  recevrait  le  même  flux  dans  le 
champ  primitif  est  2R'F  =  4RF,  ce  qui  donne  R'^aR,  La 
présence  du  conducteur  a  pour  effet  de  doubler  le  (lux  de 
force  qui  traverse  le  même  espace. 

Le  champ  étant  nul  dans  l'intérieur  du  cylindre,  l'action 
intérieure  F/  des  couches  électriques  est 

(m)  F,  =  -F  =  -a-v 

Pour  les  points  extérieurs  on  peut  remplacer  l'action  des 
couches  induites  par  celle  de  deux  lignes  éleclrisées,  dont  les 


densités  sont  À'=±-R*p,  situées  en  des  points  M  et  M' 
{fig.  34)  à  la  distance  infiniment  petite  â. 

En  appelant  r  et  r'  les  distances  d'un  point  P  aux  points  M 
et  M',  X  et  a'  leurs  angles  avec  la  direction  du  champ,  on  a 

/■'  —  /-^Scosa,        r{ii.  —  a')  =  5sina; 

r'  r'  —  r  8 

—  =:  !  H ^  I  H —  cosa. 

Le  potentiel  des  couches  au  point  P  est  donc 

V  =  aX£,  —  ^aX  -co8  3=:  — — «cosa 


Les  lignes  de  niveau  sont  des  circonférences  passant  par 

ÉUelT.  el  Jfagn.  —  1.  i3 
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l'origine  0,  dont  les  centres  sont  sur  l'axe  des  x  et  dont  le 
diamètre  est  en  raison  inverse  du  potentiel  V. 
Les  lignes  de  force. 


sont  aussi  des  circonférences  passant  par  lorigine  et  dont  les 
centres  sont  situés  sur  l'axe  transversal  O7. 

Les  composantes,  parallèle  et  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur,  du  champ  extérieur  produit  par  ces  couches  sont 

rn=^ j— ^ — T-  cosa^ — b,  — ;r  cosa, 

ar  /■*  /■* 

P  i<)V     R»F   .  „  R^    . 


et  les  composantes  parallèles  aux  axes 

Ri'F 
X|  ^^Fncosa  —  F[8ina=;  — —  cos^a, 

'"1 

Y|  =  Fnsina-l-F(COsa  =  — j-  sinaa. 
Enfin  tes  composantes  du  champ  résultant  sont 
X  =  X,+F  =  F(i  +  ^*co8a3y 
Y  =  Y,  ^F  5!8in2a. 

Les  lignes  de  force  du  champ  résultant  sont  encore  nor- 
males au  cylindre,  à  l'exception  de  celle  qui  passe  au  point  C 
(fig.  :i3)  et  qui  fait  un  angle  de  45°  avec  la  surface. 

124.  Fonctions  conjuguées  —  Dans  un  plan  perpendiculaire 
à  la  direction  commune  des  génératrices  d'un  système  cylin- 
drique, les  surfaces  de  niveau  forment  des  courbes  d'égal 
potentiel  V;  les  lignes  de  force  correspondent  aussi  à  une 
même  valeur  du  flux  ç,  compté  à  partir  de  l'une  d'elles,  et 
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sont  normales  aux  premières.  Ces  deux  systèmes  de  lignes 
sont  des  fondions  conjagaées  dans  te  plan. 

Menons  par  un  point  P,  où  le  champ  est  F,  un  élément  dsi 
de  la  courbe  de  niveau,  comptée  dans  le  sens  vers  lequel  le 
flux  diminue,  et  un  élément  ds^  de  la  ligne  de  force  ;  on  a 

Frfs,  =  — rfç,       F<isî^  — rfV; 

-^  =  -r—,       OU       a»  (Wj  =  a  V  rfa, . 
as,     dsi  ' 

Réciproquement,  les  lignes  de  force  représentent  les  courbes 
de  niveau  d'un  système  conjugué,  dans  lequel  les  courbes  de 
niveau  primitives  seraient  les  lignes  de  force.  En  dehors  des 
masses  agissantes,  les  fonctions  V  et  ç  satisfont  toutes  deux 
à  l'équation  de  Laplace. 

Si  l'on  trace  une  série  de  courbes  s, ,  qui  correspondent  à  des 
potentiels  en  progression  arithmétique 


n  représentant  des  nombres  entiers  successifs,  et  des  lignes 
de  force  également  en  progression  arithmétique 


on  aura 

k'  dsi^  kdsi. 

Les  deux  systèmes  ainsi  définis  se  partagent  le  plan  en  une 
série  de  rectangles  curvilignes. 

Le  flux  qui  correspond  à  l'intervalle  de  deux  lignes  de  force, 
dans  le  premier  cas,  est 


=d,=- 


et,  dans  le  second  cas, 


A  tout  système  d'équilibre  électrique  correspond  ainsi  un 
état  conjugué  déiini  par  les  mêmes  courbes. 
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Les  propriétés  des  fonctions  conjuguées  et  les  transfor- 
mations qu'elles  comportent  permettent  ainsi  de  traiter  un 
certain  nombre  de  problèmes  pour  lesquels  nous  renverrons 
à  l'ouvrage  de  Maxwell. 

125-  Cylindres  elliptiques.  —  Considérons,  comme  exemple, 
un  cylindre  conducteur  dont  la  section  droite  est  l'ellipse 

L'équilibre  a  lieu  quand  la  densité  superflcielle  a  est  dé- 
finie par  la  couche  comprise  entre  la  surface  et  celle  d'un 
autre  cylindre  homothétique  (51)  infiniment  voisin,  puisque 
le  cylindre  n'est  qu'un  cas  particulier  de  l'ellipsoïde. 

La  perpendiculaire  p  abaissée  du  centre  sur  la  tangente  à 
l'ellipse  est 

/>'     c'      i' 

Si  a  est  le  rapport  de  similitude  des  sections  droites  et  Q 
la  charge  par  unité  de  longueur,  on  a  encore 

Q=Kû6[{i  +(»)' —  i'\p  =  2T.abpa=3i:ab  -• 

Les  densités  aux  sommets  des  axes  sont 

"'  =  ''*=    Q 
a        b       UKab 

Enfin  le  potentiel  intérieur  est,  à  une  constante  près,  en 
appelant  u  le  rayon  vecteur  et  ds  un  élément  du  contour, 

V  =  -  a  fadst.  H  =  -  -^  ÇpdsZ.u. 

Pour  un  point  extérieur  P  {s,  y),  l'équation 

{■3)  ^,-^^=< 

détermine  deux  valeurs  de  À,  l'une  positive  et  l'autre  négative. 
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Avec  la  première  racine,  cette  équation  représente  l'ellipse 
de  niveau  qui  passe  par  le  point  P;  la  racine  négative  donne 
l'hyperbole  homofocale,  qui  est  la  ligne  de  force  passant  par 
te  même  point. 

Entre  deux  lignes  de  niveau  inGniment  voisines  dont  la 
distance  normale  est  dn,  on  a  encore  dX  =  spdn  ;  la  variation 
de  potentiel  est 

V(«'  +  x)(A=-hX) 

et  la  capacité  par  unité  de  longueur  du  système  formé  par  les 
cylindres  correspondants 


,v'(a^  +  X)(^'  +  X). 


Si  l'on  fail>.  =  oet  rfX  =  a'*  — o*  =  2iï(a'  —  a),  on  obtient, 
pour  le  cylindre  primitif  et  un  cylindre  infiniment  voisin, 


(•4)  C-- 


-^^ia'-a) 


On  peut  maintenant  remplacer  les  ellipses  par  les  hyper- 
boles homofocales  et  inversement.  Le  même  problème  con- 
vient donc  au  cas  où  les  conducteurs  seraient  des  cylindres  à 
section  hyperbolique. 


DigmzcdbyGoOglC 


Iv-^'^'^ 


CHAPITRE  SEPTIÈME 
CAS  D'ÉQUILIBRE.  —  DIÉLECTRIQUES 


126.  CoQches  de  glissement.  —  Lorsque  la  polarisation  d'un 
corps  est  uniforme,  il  ne  renferme  pas  d'électricité  à  l'intérieur 
1^  et  la  densité  o  de  la  couche  superficielle  est  la  projection  nor- 
male IcosQ  de  la  polarisation.  La  surface  du  corps  est  par- 
tage eu  deux  régions  de  signes  contraires  :  l'une  d'elles,  qui 
correspond  aux  points  où  la  polarisation  est  dirigée  vers  l'ex- 
térieur, est  positive  ;  l'autre  est  négative. 

On  peut  imaginer  encore,  comme  on  l'a  fait  déjà  pour  une 
sphère  conductrice  électrisée  par  un  champ  uniforme  (116),  \ 
que  cette  couche  est  formée  par  la  superposition  de  deux  vo- 
lumes limités  par  la  surface  S  du  corps,  de  densités  électri- 
ques uniformes  -j-  p  et  —  p,  d'abord  superposés  et  dont  le  vo- 
lume positif  a  glissé  parallèlement  à  la  polarisation  d'une 
quantité  très  petite  S  telle  que  p3  =  L  La  région  commune 
n'étant  pas  électrisée,  il  reste  sur  les  surfaces  deux  couches, 
l'une  positive  et  l'autre  négative,  dont  l'épaisseur  parallèle  h 
la  polarisation  a  une  valeur  constante  S;  en  appelant  ±1^  la 
densité  maximum  aux  points  où  la  polarisation  est  normale,  la 
densité  en  un  point  quelconque  est  alors 

(i)  (r^p,5cos6=;  lco8Q=;ff^coa9. 

Les  couches  superficielles  ainsi  formées  peuvent  s'appeler 
couches  de  glissement. 

Le  volume  de  chacune  d'elles  est  le  produit  de  l'épaisseur 
constante  par  la  projection  S'  de  la  surface  du  corps  sur  un 
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plan  perpendiculaire  ft  la  polarisation  ;  la  quantité  correspon- 
dante Q  d'électricité  est  donc 

Q.=  S'3p  =  S'Ir.=  SX. 

Enfin  le  moment  électrique  du  corps  est  la  somme  des  mo- 
ments de  tous  les  éléments  de  volume,  puisque  la  polarisatioa 
est  uniforme;  on  a  donc  (87),  en  appelant  v  le  volume  total 
du  corps, 

(a)  m  =  .l  =  ..,. 

Cette  manière  de  concevoir  le  phénomène  permet  d'obtenir 
le  potentiel  et  le  champ  d'un  corps  uniformément  polarisé, 
quand  on  connaît  leurs  valeurs  pour  un  volume  homogène 
limité  par  la  même  surface. 

Prenant  l'axe  des  j  parallèle  à  la  polarisation,  soit  P  le  po- 
tentiel en  un  point  (x,  7,  z)  d'une  masse  de  densité  cubique 
égale  à  l'unité,  limitée  par  la  surface  S.  Quand  on  fait  gUsser 
le  corps  d'une  quantité  3,  en  sens  inverse  de  la  polarisation, 
l'abscisse  du  point  P  doit  être  remplacée  par  x + 3  et  le  poten- 
tiel P'  devient 

Ce  potentiel  doit  être  ici  pris  en  signe  contraire,  puisqu'il 
correspond  à  une  masse  négative,  de  sorte  que  le  potentiel 
final  est 

or 

Si  les  densités  cubiques  sont  ±  p,  le  potentiel  de  la  couche 
de  glissement  3  pour  expression 

(3)  V  =  p(P-P')  =  -a.|£  =  -l^, 

et  les  composantes  du  champ  sont 

1)'  P  rfs  P  d*  P 

^^'  ôj:'  âj-d)  àxdz 
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Pour  que  le  champ  intérieur  soit  uniforme,  il  faut  que  les 
trois  composantes  aient  des  valeurs  constantes,  c'est-à-dire 
que  le  potentiel  soit  représenté  par  une  fonction  du  second 
degré  des  coordonnées  ;  cette  condition  exige  que  la  surface  S 
soit  elle-même  du  second  degré. 

Lorsque  la  polarisation  est  parallèle  à  l'un  des  axes,  le  champ 
intérieur  F,'  est  dirigé  suivant  la  même  droite;  comme  il  va 
de  ta  couche  positive  à  la  couche  négative  et  qu'il  est  en  tous 
cas  proportionnel  à  l'épaisseur  des  couches  ou  b  la  polarisa- 
tion, on  peut  écrire 

(5)  Fi=-CI  =  -Cj„. 

L'induction  est  alors 

et  la  composante  normale  du  champ  extérieur,  sur  la  surface, 

F„  =  (4^:  —  C)  I  cosO  ^  (4n  —  C)3. 

Supposons  qu'un  diélectrique  ainsi  polarisé  soit  placé  dans 
un  champ  uniforme  F  parallèle  à  la  polarisation,  etdésignons 
par  K  le  pouvoir  inducteur  du  diélectrique  ou,  d'une  manière 
plus  génërale,le  rapport  de  ce  pouvoir  inducteur  à  celui  du 
milieu  extérieur.  Le  champ  intérieur  devient  F  -H  F,  =  F  —  Cl; 
la  condition  d'équilibre  exige  que  le  flux  d'induction  soit  con- 
servé, c'est-à-dire  que  l'on  ait  en  chaque  point  de  la  surface 

K(F  — CI)cos6  =  Fco96  +  F„  =  [F-^-(4i:  — C)I]co8fl. 

Il  en  résulte 

\  I^4^  +  (K-,)C^ 

Si  le  corps  était  conducteur,  on  aurait  F  -h  F,-  =  o  ou  C I  =  F. 

La  polarisation  est  proportionnelle  au  produit  du  champ 
extérieur  par  le  facteur  H,  qui  devient  égal  à  l'inverse  de  C  pour 
les  conducteurs.  On  peut  dire  encore  que  l'état  de  la  surface 
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du  diélectrique  est  celui  d'un  conducteur  de  même  forme  qui 
serait  placé  dans  un  champ  moindre  F'  =  HCF. 
127.  Sphère.  —  Pour  une  sphère  dont  le  rayon  est  a  et  le 

volume  :ji:a'  =  f,  le  potentiel  extérieur  de  la  masse  homogène 
à  la  distance  r  est 

P  =  -. 

Le  potentiel  des  couches  de  polarisation  est  alors,  comme 
on  l'a  vu  déjà  (116), 


Dans  l'intérieur  de  la  sphère  homogène,  l'action  ne  dépend 
que  du  noyau  (16)  et  a  pour  valeur  ttTtpr.  Comme  la  valeur  du 
potentiel  au  centre,  pour  l'unité  de  densité,  est 


V  =  .r.a'-y. 


y=\'*r.r~  =  %T.U 


3  ' 
un  champ  uniforme,  on  obtient  alors 

;  4.    K  +  2  4t    K+a'' 

M        '  y  =  a'^~'  F-,        F  I   P.—      ^      F 
>''        i   •  K  +  3     /•■  ^    '     K  +  2    ■ 

i  3  K-+-2 
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Le  flux  total  d'inductioa  intérieure,  lequel  est  égal  au  flux 
de  force  extérieure,  a  pour  expression 

Le  rayon  R  du  cercle  qui  correspondrait  au  même  flux  dans 
le  champ  primitif  est 

A  l'extérieur  de  la  sphère,  les  composantes  du  champ  résul- 
tante la  distance  r,  dans  une  direction  qui  fait  l'angle  x  avec 
l'axe  des  x,  sont 

(X.[,^|^.f;(3c....^.,]F. 

La  composante  Y  est  nulle  aux  pôles  et  sur  l'équateur.  Au 
voisinage  du  pôle,  le  champ  extérieur  est  égal  à  l'induction 
intérieure,  c'est-à-dire 

F,=K(F  +  F,)  =  ij^^F. 

Près  de  l'équateur,  où  l'angle  3  est  droit,  la  valeur  du 
champ  est 

/        K-i\^  3      ^ 


Dans  le  cas  actuel,  les  lignes  de  force  extérieures  ne  sont 
plus  normales  à  ta  surface  de  la  sphère.  On  vérifierait  aisément 
que  les  composantes  tangentielles  sont  égales  de  part  et 
d'autre  de  ta  surface  et  que  les  angles  6  et  s  de  la  normale 
avec  les  lignes  de  force  à  l'extérieur  et  à  l'intérieur  satisfont 
à  la  loi  de  réfraction  (92) 

tunga—  KtangO. 
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Sur  l'équateur,  l'angle  0  est  aussi  droit  ;  les  lignes  de  force 
Boot  alors  tangentes  à  la  surface. 

Si  la  sphère  de  pouvoir  inducteur  spécifique  K,  est  située 
dans  un  diélectrique  de  pouvoir  inducteur  Ki,  ces  formules 
deviennent 

,_3     K,-K.„ 


(9) 


'K,-|-2K, 


K,  +  2K, 


128.  HypotbèBe  de  Poisson.  —  On  peut  maintenant  examiner 
de  plus  près  l'hypothèse  de  Poisson,  adoptée  par  Faraday 
pour  l'électricité  (85),  laquelle  consiste  à  concevoir  un  diélec- 
trique comme  formé  de  petits  conducteurs  sphériques  dissé- 
minés dans  un  milieu  isolant. 

Supposons,  d'une  manière  plus  générale,  qu'une  sphère 
diélectrique  de  rayon  très  petit  a, ,  située  dans  un  champ  quel- 
conque au  point  où  l'intensité  est  F,  soit  entourée  d'un  milieu 
également  diélectrique;  le  champ  intérieur  de  la  couche  in- 
duite est 


et  son  potentiel  extérieur 

,     X  oî  „  aï  Ks  — K, 

r'  r»  r^Kî  +  aK, 

Comme  l'action  extérieure,  toutes  choses  égales,  est  en  rai- 
son inverse  du  cube  de  la  distance,  on  peut  admettre,  avec 
Poisson,  que  l'électrisation  de  chacune  des  sphères  n'est  pas 
modifiée  par  l'influence  des  sphères  voisines  et  ne  dépend  que 
de  l'intensité  du  champ.  Si  l'on  considère  alors  une  sphère 
de  rayon  a,  petit  en  valeur  absolue  mais  très  grand  par  rap- 
port à  a,,  et  qui  contienne  un  nombre  n  des  précédentes,  le 
potentiel  V  du  système  à  une  distance  r,  notable  par  rapport 
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au  rayon  a,  est  la  somme  des  potentiels  relatifs  à  chacune 
d'elles,  avec  les  mêmes  valeurs  de  r  et  de  a. 

En  désignant  par  A  Je  rapport  -~  de  l'espace  occupé  par  l'en- 
semble des  petites  sphères  au  volume  de  la  plus  grande,  on 
peut  donc  écrire 


Si  la  sphère  a  était  homogène  et  de  pouvoir  inducteur  K, 
son  potentiel  serait 

V  =  — ■== i^-ï-cosa, 

r»    K+aK, 

Les  deux  systèmes  sont  équivalents  pour  la  condition 

Kj-K,        K-K, 


K,4-2K.  ^K  +  aK, 

*'•''  **■- •^'K,  +  2K.-A(K,-K.) 

Si  l'on  admet  que  les  petites  sphères  soient  conductrices, 
il  en  résulte,  en  faisant  Ki  infini. 


Ënfln,  si  le  milieu  extérieur  est  de  l'air,  auquel  cas  la  va- 
leur de  K|  est  sensiblement  égale  à  l'unité,  il  reste 

Pour  les  diélectriques  ordinaires,  dont  le  pouvoir  inducteur 
est  voisin  de  2,  on  aurait  4^'^=  >■ 

Ce  résultat  approché  peut  donner  une  idée  du  degré  d'exac- 
titude que  comporte  l'hypothèse  de  Poisson.  L'action  exté- 
rieure des  sphères  a^  n'est  pas  négligeable  lorsque  l'espace 
qu'elles  occupent  est  le  quart  du  volume  total. 
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D'autre  pari,  le  rapport  maximum  de  t'espace  occupé  par 

des  sphères  qui  se  touchent  au  volume  total  de  l'ensemble  est 

X  3 

éaral  à  — =  ou  eaviron  -r-  Si  les  sphères  sont  écartées  de  ma- 

*        3v'2  4  '^ 

nière  que  ce  rapport  soit  réduit  à  un  quart,  la  distance  r  des 
centres  des  plus  voisines  est 


L'action  exercée  par  la  couche  électrique  de  l'une  des 
sphères  sur  la  plus  voisine  peut  donc  atteindre  la  valeur 

/■'  12 

et  le  champ  intérieur  F,-  est  égal  à  —  F  lorsque  les  sphères  a^ 
sont  conductrices. 

Il  est  vrai  que,  si  l'action  réciproque  des  sphères  tend  & 
augmenter  l'électrisation  de  celles  qui  sont  situées  dans  une 
direction  parallèle  au  champ,  elle  tend  à  la  diminuer  pour 
celles  qui  se  trouvent  dans  une  directioD  normale,  de  sorte 
qu'on  peut  rester  assez  près  de  la  vérité  en  admettant  que 
l'influence  réciproque  est  négligeable. 

129.  Action  d'un  champ  sur  un  corps  de  petites  dimenaions. 
—  Dans  un  champ  non  uniforme,  l'électrisation  d'une  sphère 
de  très  petites  dimensions  dont  le  moment  est  /«  =  t-HF,  équi- 
vaut h  deux  masses  ±.i/  à  une  distance  infiniment  petite  S  telle 
que  y3  =  wi  =  fHF. 

Si  l'on  suppose  que  cette  sphère  soit  amenée  d'un  point  très 
éloigné  et  qu'on  appelle  V.  et,  Vj  les  potentiels  du  champ  aux 
points  où  se  trouvent  les  masses  —  y  et  +  9,  l'énergie  de  la 
sphère  dans  le  champ  est  (66) 


W=j/»V  =  -|(V,-V.)  = 


Lorsque  la  sphère  est  abandonnée  h  elle-même,  son  énei^e 
tend  à  diminuer;  elle  est  donc  sollicitée  à  marcher  dans  la 
direction  vers  laquelle  la  valeur  de  F*  augmente,  et  suivant 
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le  chemin  où  cette  variation  est  la  plus  rapide.  Les  compo- 
santes X,  Ytt  Z  de  l'action  qu'elle  subit  sont 

n    dx  2    d^  3     dz 

Il  en  résulte  le  théorème  suivant  : 

Dans  an  champ  non  uniforme,  la  force  électrique  ne  peal 
avoir  une  valeur  maximum  en  aucun  point  situé  en  dehors  des 
masses  agissantes. 

Nous  avons  vu,  en  efTet  (43),  qu'un  corps  électrisé  ne  peut 
être  en  équilibre  stahledans  un  champ  non  uniforme.  Comme 
une  sphère  infiniment  petite  ne  peut  être  en  équilibre  stable 
qu'aux  points  où  la  valeur  de  F',  c'est-à-dire  celle  de  F,  est  un 
maximum  absolu,  il  en  résulte  que  cette  circonstance  ne  peut 
se  présenter  pour  aucun  point  situé  eji  dehors  des  masses 


Le  même  raisonnement  s'applique  au  mouvement  d'un  corps 
très  petit  de  forme  quelconque  qui  conserve  toujours  la  même 
direction  par  rapport  aux  lif^nes  de  force.  Ce  corps,  en  effet, 
s'électrise  proportionnellement  à  l'intensité  du  champ  au  point 
où  il  est  placé  et  la  variation  d'énergie  est  proportionnelle  à 
la  variation  du  carré  du  champ. 

Indépendamment  de  ce  mouvement  de  transport,  un  corps 
non  sphérique  tend  à  tourner  sur  lui-même  de  manière  que, 
pour  un  équilibre  stable  autour  de  son  centre  de  gravité, 
l'énergie  électrique  ait  une  valeur  minimum  et  l'électrisation 
une  valeur  maximum. 

Tel  est,  d'après  lord  Kelvin,  le  sens  véritable  des  attractions 
produites  sur  les  corps  légers  de  petites  dimensions  dans  un 
champ  électrique,  au  moins  tant  qu'ils  n'ont  pas  été  électrisés 
directement  par  contact.  Ces  corps,  conducteurs  ou  non,  se 
déplacent  vers  les  points  où  la  force  est  maximum  en  valeur 
absolue  et,  s'ils  sont  abandonnés  à  eux-mêmes,  ils  finiront  par 
aboutir  aux  surfaces  électrisées.  S'ils  étaient  mobiles  dans  un 
milieu  où  une  résistance  étrangère  maintiendrait  la  vitesse 
très  petite,  ils  marcheraient  vers  les  corps  électrisés  en  sui- 
vant, non  pas  une  ligne  de  force,  mais  une  ligne  de  variation 
maximum  de  la  force  ;  dans  certains  cas,  où  le  corps  est  sou- 
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mis  à  des  liaisons,  ce  mouvement  peut  même  se  faire  perpen- 
diculairement  à  la  force. 
Le  corps  est  en  équilibre  aux  points  pour  lesquels  on  a 

Cette  condition  peut  être  réalisée  par  F  =  o  ou  rfF  r^  o,  c'estr 
à-dire  quand  le  champ  est  nul,  maximum  ou  minimum,  ou 
statioonaire.  Il  y  a  équilibre,  en  particulier,  dans  un  champ 
uniforme,  ce  qui  était  évident  a  priori;  l'équilibre  est  alors  in- 
différent. Dans  uD  champ  non  uniforme,  l'équilibre  est  stable 
aux  points  où  la  force  est  maximum,  c'est-à-dire  sur  les  corps 
électrisés;  l'équilibre  est  instable  aux  points  de  minimum  ou 
de  champ  nu). 

Supposons,  par  exemple,  qu'une  petite  sphère,  formée  par  un 
corps  conducteur  ou  diélectrique,  soit  astreinte  à  se  mouvoir 
sur  l'axe  transverse  PP'  (fig.  a3)  du  système  formé  par  deux 
masses  égales  et  de  même  signe  (104).  Cette  sphère  sera  en 
équilibre  instable  au  centre  0,  où  la  force  est  nulle,  en  équi- 
libre stable  aux  points  D  et  D'  où  la  force  est  maximum  ;  elle 
tendra  donc  à  se  tixer  à  l'un  de  ces  points,  en  se  mouvant 
dans  une  direction  perpendiculaire  aux  lignes  de  force.  Si  elle 
a  été  placée  d'abord  entre  les  points  O  et  D,  elle  semblera 
ainsi  repoussée  parles  masses  électriques. 

Au  contraire,  si  la  sphère  est  mobile  sur  l'axe  transverse  0  j 
{Sg.  ^4)  de  deux  masses  égales  et  de  signes  difTérents,  le 
centre  O  est  un  maximum  de  force.  La  sphère  y  sera  en  équi- 
libre et  tendra  à  y  revenir,  en  cheminant  encore  dans  une  di- 
rection perpendiculaire  aux  lignes  de  force;  elle  paraîtra  donc 
attirée  par  un  système  de  deux  masses  électriques  égales  et 
de  signes  contraires. 

130.  Aiguille  diélectrique  dans  un  champ  non  nniforme-  — 
Imaginons  que,  sur  une  sphère  chaînée  par  des  couches  de 
glissement,  on  fasse  agir  un  champ  uniforme  F  faisant  avec 
l'axe  de  polarisation  l'angle  fl;  le  couple  produit  par  l'action 
du  champ  sera 

Fy3co89=^Fwico3  6. 

Le  moment  électrique  m  est  donc  le  couple  que  subirait  cette 
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sphère  dans  un  champ  égal  à  l'unilé  dont  la  direction  serait 
perpendiculaire  à  l'axe  de  polarisation. 

Si  l'on  adopte  i'idée  de  Poisson  et  de  Faraday  sur  la  cons- 
titution des  diélectriques  et  qu'on  les  considère  comme  for- 
més de  sphères  conductrices  disséminées  dans  un  milieu  iso- 
lant; si  l'on  admet,  en  outre,  que  l'électrisation  de  chacune 
d'elles  n'est  pas  modifiée  par  les  voisines,  le  moment  électrique 
d'un  corps  de  forme  quelconque  dans  un  champ  uniforme  est 
la  somme  des  moments  de  tous  les  éléments  de  volume  de, 
c'est-à-dire  encore  p  HF,  comme  pour  la  sphère. 

Avec  celte  hypothèse,  un  corps  de  forme  quelconque  dans 
un  champ  uniforme  serait  en  équilibre  par  rapport  à  son  centre 
de  gravité,  quelle  que  fût  sa  direction. 

Dans  un  champ  non  uniforme,  au  contraire,  un  corps  fixé 
par  son  centre  de  gravité  tend  à  prendre  une  certaine  direc- 
tion. Chaque  élément  de  volume  df  n'étant  soumis  qu'au 
champ,  si  l'on  néglige  les  réactions,  tend  à  se  porter  vers  les 
points  où  la  force  augmente  et  les  composantes  de  la  force 
qu'il  subit  sont 

dX= ; — df,      dY= ; — av,      dZ~ r — dt>. 

a    ox  20/  a    o: 

Supposons  que  le  corps  puisse  tourner  autour  de  l'axe  des 
:  et  prenons  pour  axe  des  ^  la  direction  de  la  composante  du 
champ  F„  au  centre  de  gravité  0,  laquelle  est  ainsi  perpen- 
diculaire à  l'axe  de  rotation. 

Soit  dv  un  élément  de  volume  situé  au  point  M  (x,y,z),  rla 
projection  de  son  rayon  vecteur  sur  le  plan  xj-  et  6  l'angle  de 
ce  rayon  vecteur  avec  l'axe  des  x. 

Si  les  dimensions  du  corps  ne  sont  pas  trop  grandes,  le 
carré  X*-+-Y'  de  la  composante  efficace  du  champ  peut  être 
représenté  par  une  expression  de  la  forme 

X" -(-  Y"  =  F»  -^  Aj-  +  B/ -1- C:  —  F; -4-  r{k cos  9 -i-  B  sin  8)  -|- Cï 

et  l'énergie  du  corps  devient 

W=-^  ^[Z»^-F*-|-»■(Acose^-Bsine)-^-C:]rf.'. 
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Le  couple  C  de  rotation  autour  de  l'axe  des  z  est  (69) 

6'^"   r;(Bcosô-Asine)rfc, 

et  ]a  condition  d'équilibre 

rr(Bcose-A8ine)(/('  =  o. 

La  variation  du  coupte  relative  à  l'angle  d^  est 

(/C--"rfO  r/-(Acose  +  Bsiiie)rfc. 

L'angle  6  étant  déterminé  par  la  condition  d'équilibre,  si 
D  est  la  densité  du  corps,  son  moment  d'inertie  relatif  à  l'axe 

des  z  estD  /  r^dv;  la  durée  t  des  oscillations  simples  infini- 
ment petites  est  donnée  par  l'équation 

(r^d. 

/  r{Aco8e-»-Bfline)rff 

Supposons  que  le  corps  soit  une  aiguille  infiniment  mince; 
l'angle  0  est  alors  commun  à  tous  les  éléments  de  volume 
et  la  condition  d'équilibre  se  réduit  à 


L'angle  8  ainsi  déterminé  correspond  à  la  direction  suivant 
laquelle  la  variation  du  champ  est  maximum  dans  le  plan  de 
xy.  On  en  déduit 

Acose  +  Bsin6  =  v'A^-l-B" 
et  la  durée  des  oscillations  simples  infiniment  petites  devient 

^^/^ 


ï»  =  i:*- 
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Lorsque  l'aiguille  est  de  section  constante,  le  dernier  fac- 
teur déterminé  par  le  rapport  des  deux  intégrales  est  le  tiers 
de  la  longueur  /,  ce  qui  donne  finalement 


Ainsi,  une  aiguille  diélectrique  pouvant  tourner  librement 
autour  de  son  centre  de  gravité,  dans  un  champ  non  uniforme, 
ne  se  place  pas  suivant  la  direction  du  champ,  mais  suivant  la 
ligne  de  plus  grande  variation  ;  le  carré  de  la  durée  des  oscil- 
lations n'est  pas  simplement  en  raison  inverse  du  champ, 
puisqu'il  dépend  des  coefficients  de  variation,  et  il  est  propor- 
tionnel, toutes  choses  égales,  à  la  longueur  de  l'aiguille. 

Le  problème  présente  un  intérêt  particulier  lorsque  le  champ 
est  symétrique  par  rapport  au  point  où  se  trouve  l'aiguille. 
Supposons,  par  exemple,  que  l'aiguille  soit  placée  au  milieu  0 
de  la  distance  AA'  (fig.  24)  de  deux  masses  égales  et  de  signes 
contraires  (106),  et  qu'elle  puisse  osciller  autour  d'une  droite 
perpendiculaire  à  AA'.  Dans  le  plan  d'oscillation,  le  champ  au 
point  0  est  un  minimum  pour  la  direction  0.r,  et  un  maximum 
pour  une  direction  perpendiculaire  0^-.  La  valeur  du  champ 
en  un  point  voisin  pourra  donc  s'écrire 

F»  — FJ  -(-  A.x^  —  B/"  =  Fl-hr^  (A  cos*fl  —  B  sin»0). 

Le  couple  de  rotation  est 

C=— H{A-HB)sinecosO   fr'dv. 

L'équilibre  a  lieu  pour  les  deux  directions  O^o  et  6  — go°; 
la  première  correspondant  à  un  équilibre  stable,  et  la  seconde 
à  un  équilibre  instable. 

On  0  alors 


-H(AH-B)cosaO    r,Vc, 
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ce  qui  donne,  pour  la  durée  des  oscillations, 


H(A  +  B) 

Cette  durée  est  indépendante  de  la  longueur  de  l'aiguille 
et  même  de  sa  forme;  elle  ne  dépend  que  de  la  densité  de 
la  matière,  de  son  pouvoir  inducteur  spécifique  et  de  la  loi 
de  la  variation  du  champ. 

Dans  le  cas  considéré  du  champ  produit  par  deux  masses 
±1/  à  la  distance  aa,  les  composantes  principales  F,  et  Fs, 
pour  des  dislances  très  petites  j:  et  r,  se  réduisent  à 

(»'-■'')'    «"  V       «V 

il  en  résulte 


Si  le  champ  est  tel  que  lés  coeflîcients  de  variation  soient 
de  même  signe  pour  les  deux  coordonnées,  on  changera  le 
signe  de  B.  L'équilibre  a  lieu  encore  pour  la  direction  suivant 
laquelle  ta  variation  est  maximum.  Tel  serait  le  champ  de 
deux  masses  égales  et  de  même  signe  (104);  on  a  alors 


(^)"  -(^y 


Le  champ  F„  est  alors  nul  au  point  0  {fig.  23)  cl  l'équilibre 
a  lieu  suivant  la  direction  des  deux  masses  agissantes. 

Dans  ce  cas,  la  différence  A  — B  est  le  tiers  de  la  valeur 
précédente  de  A  +  B.  Toutes  choses  égales,  le  couple  est 
trois  fois  plus  faible  et  la  durée  des  oscillations  est  augmentée 
dans  le  rapport  de  i  à  v'3 . 
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131.  Aiguille  conductrice.  —  Un  corps  conducteur  se  com- 
porte d'une  manière  toute  différente,  car  on  ne  peut  plus 
admettre  que  l'électrisation  des  éléments  soit  indépendante. 
Considérons,  par  exemple,  une  aiguille  infiniment  petite,  afin 
que  l'électrisation  puisse  être  supposée  identique  à  celle  qui 
se  produirait  dans  un  champ  uniforme. 

L'aiguille  est  en  équilibre  dans  une  direction  normale  à  la 
direction  du  champ,  mais  il  est  évident  qu'alors  l'électrisa- 
tion est  minimum  et  que  l'équilibre  est  instable. 

Lorsque  l'aiguille  est  oblique  au  champ,  les  deux  couches 
électriques  positive  et  négative  sont  symétriques  par  rapport 
au  centre,  et  l'action  du  champ  produit  évidemment  un  couple 
qui  tend  à  diriger  l'aiguille  suivant  une  ligne  de  force. 

La  loi  de  distribution  ne  dépend  que  de  la  forme  de  l'ai- 
guille et  les  masses  électriques  sont  proportionnelles  à  l'in- 
tensité du  champ.  Par  suite,  le  moment  du  couple  qui  agit 
sur  l'aiguille,  pour  une  déviation  déterminée  de  la  position 
d'équilibre,  est  proportionnel  au  carré  F^  du  champ.  Enfin  la 
durée  des  oscillations  est  en  raison  inverse  du  champ  et  l'on 
peut  écrire 

La  constante  A  dépend  du  rapport  des  dimensions  longi- 
tudinale et  transversale  de  l'aiguille. 

132.  Ellipsoïdes  polarisés.  —  Le  potentiel  intérieur  d'un 
ellipsoïde  homogène  de  densité  égale  à  l'unité  est  (52) 

P  =  P^  -  ;i  (Lj-ï  +  My" -+-  N==). 

Si  l'ellipsoïde  est  polarisé  parallèlement  à  l'un  des  axes 
principaux,  l'axe  des  .r,  par  exemple,  ou  recouvert  d'une 
couche  de  glissement  de  densité  maximum  a^^l,  le  potentiel 
intérieur  est 

o.c 

Le  champ  intérieur  est  encore  constant,  de  direction  oppo- 
sée à  celle  de  la  polarisation,  et  a  pour  valeur 

F,:=-L!. 
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La  valeur  générale  de  la  constante  C  relative  à  la  couche 
de  glissement  (126)  est  donc  égale  à  l'un  des  coeflicients 
L,  M  ou  N,  suivant  que  la  polarisation  est  parallèle  à  Tun 
ou  l'autre  des  axes  principaux. 

La  densité  c  sur  un  point  de  la  surface  est  la  projection 
normale  I  cosd  de  la  polarisation  ou,  en  appelant  p  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent  au  point 
considéré  (51), 

(r  =  Ico99  =  I^; 

la  masse  de  chaque  couche  est  Q  =  kAcI,  et  le  moment  élec- 
trique de  l'ellipsoïde 


Le  centre  de  gravité  des  couches  =bQ  est  donc  aux  deux 
tiers  du  demi-axe,  comme  pour  la  sphère. 

La  distribution  est  d'ailleurs  la  même  dans  les  deux  cas. 
En  effet,  la  charge  d'une  zone  correspondant  à  dj:  est  le 
produit  de  I  par  la  différence  dS  des  sections  de  l'ellipsoïde 
perpendiculaire  à  l'axe,  aux  distances  x  et  x  -i-  dx. 

La  section  S  à  la  distance  jt  est 


<-S). 


ce  qui  donne 

dS^ ~ —  xiir. 

a 

La  charge  par  unité  de  longueur  de  l'axe  est  donc 

dQ   _:ir.bc 
—  de         a 

Cette  charge,  que  l'on  peut  appeler  densité  linéaire  suivant 
l'axe  de  polarisation,  est  proportionnelle  à  la  distance  au 
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cenlre  et,  par  suite,  son  centre  de  gravité  se  trouve  aux  deux 
tiers  du  rayon  a. 

133.  Induction  par  on  champ  Uniterme.  —  Un  ellipsoïde 
diélectrique  placé  dans  un  champ  uniforme  F  parallèle  à  l'axe 
principal  a  prend  donc  une  polarisation  uniforme  I.  En  ap- 
pelant K  le  rapport  du  pouvoir  inducteur  spéciRque  de  l'ellip- 
soïde au  pouvoir  inducteur  du  milieu  extérieur,  on  a,  par  les 
équations  (6), 

1^ 
/    H  = 


(■■)  F,-^ 


4::-l-(K-i)L 

F  —  ^'  F 


Lorsque  l'ellipsoïde  est  conducteur,  il  reste  simplement 


11  en  serait  de  même,  avec  les  coefficients  M  ou  N,  pour 
un  champ  parallèle  aux  autres  axes. 

Supposons  maintenant  que  le  champ  extérieur  fasse  avec 
les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  a,  ^  et  y- 

En  remplaçant  le  champ  par  ses  composantes  principales 
Fa,  F^etFv,  chacune  d'elles  produira  une  polarisation  sui- 
vant l'axe  correspondant  et  la  condition  d'équilibre  est  réa- 
lisée, le  flux  d'induction  se  conservant  au  travers  d'un  élé- 
ment de  surface. 

Si  l'on  superpose  les  trois  étals,  l'équilibre  n'est  pas  troublé, 
puisque  le  flux  d'induction  résultant  est  la  somme  des  flux 
relatifs  à  chacun  d'eux. 

Le  champ  intérieur  est  encore  uniforme,  car  il  est  la  supei^ 
position  de  trois  champs  uniformes,  et  la  polarisation  résul- 
tante est  uniforme. 

Désignant  par  a',  3',  Y  les  cosinus  directeurs  de  la  polari- 
sation, par  A,  B  Ç.X  C  les  valeurs  des  coefflcients  H,  suivant 
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qu'on  y  remplace  la  constante  C  par  l'un  des  coefficients 
L,   M  et  N,  on  aura 

a  ,i  Vf 

On  connaît  ainsi  la  polarisation  résultante  I  et  ses  cosinus 
directeurs  en  fonction  du  champ  et  de  sa  direction. 

Le  moment  électrique  de  l'ellipsoïde  est  parallèle  à  la  po- 
larisation I  et  a  pour  valeur 


Si  l'ellipsoïde  est  conducteur,  il  suffit  de  remplacer  A,  B  et 
C  par  les  inverses  des  coeHicients  L,  M  etN,  ce  qui  donne 


Lx'     M^'     Ny'     F      V  L'^M'^N^- 

134.  Action  du  champ.  —  L'angle  s  que  fait  la  direction  du 
champ  avec  celte  de  la  polarisation  est 


i-va  s  —  -il*    -I—  (rf  fJ    —I—   ,    i    |J7 

Le  couple  G  produit  par  l'action  du  champ  sur  l'ellipsoïde  est 


G^mFsins  — i'H'F*sine  =  i'H'F»v'i— cos^î, 

G'  =  *'=F*[A>a'  +  5>&»  +  C*Y*-(Aa*-|-B3'  +  6V)*]. 

Comme  le  facteur  H'  est  essentiellement  positif,  l'équilibre 
exige  que  l'angle  e  soit  nul,  c'estrà-dire  que  le  champ  soit 
parallèle  à  l'un  des  axes. 

La  valeur  de  G^  peut  d'ailleurs  s'écrire  sous  la  forme  d'une 
somme  de  carrés, 

et  le  second  membre  ne  peut  être  nul  que  si  deux  des  cosinus 
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directeurs,  a,  ^  et  y,  sont  nuls,  auquel  cas  le  champ  est  paral- 
lèle à  l'un  des  axes. 

Lorsque  le  champ  est  perpendiculaire  à  l'axe  des  z,  v—  o  e 
le  couple  de  rotation  devient 

Comme  les  valeurs  des  coefficients  L,  M  et  N  varient  en 
sens  inverse  des  axes  correspondants,  si  ces  axes  sont  rangés 
dans  l'ordre  habituel  a^b>c,  on  a  aussi  .4>B>C. 

En  appelant  0  l'angle  que  fait  la  direction  du  champ  avec 
l'axe  des  x,  on  peut  écrire 

G=  — (.4  — S)sin2e. 

L'ellipsoïde  est  en  équilibre  stable  lorsqoe  son  grand  axe 
est  parallèle  au  champ. 

Il  en  est  de  même  si  l'ellipsoïde  est  astreint  à  tourner  au- 
tour de  l'axe  des  z  et  que  F  désigne  la  projection  du  champ 
sur  le  plan  des  xy. 

Lorsque  les  déviations  sont  très  petites,  le  couple  devient 

G  =  cF'(^-B)8. 

Abandonné  à  lui-même,  l'ellipsoïde  exécute  des  oscillations 
isochrones.  En  appelant  D  la  densité  de  la  matière  et  p  le 
rayon  de  giration,  le  moment  d'inertie  est  cDp",  ce  qui  donne, 
pour  la  durée  des  oscillations  simples, 


On  peut  encore  considérer  le  problème  d'une  autre  ma- 
nière. L'énergie  potentielle  de  l'ellipsoïde  dans  le  champ 
(129)  a  pour  expression 

L'équilibre  stable  correspond  au  cas  où  l'énergie  poten- 
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tielte  est  miDÏmum,  ou  a=i,  c'est-à-dire  quand  le  grand  axe 
est  parallèle  au  champ. 

On  retrouverait  ainsi  pour  les  composantes  du  couple  G, 
comptées  dans  le  sens  des  permutations  des  coordonnées, 

f-FïgalB-.-l),       *'F»yS(6'-B),       i'F'xyiA-C). 

135.  Milieux  limitéB  par  des  sphères  concentriqaea.  —  La 

considération  des  couches  de  glissement  permet  encore  de 
trouver  l'induction  produite  par  un  champ  uniforme  F  sur  un 
diélectrique  compris  entre  les  surfaces  S' et  S' de  deux  sphères 
concentriques  dont  les  rayons  sont  a'  et  a".  Soient  K'  et  K' 
les  rapports  du  pouvoir  inducteur  spécifique  de  ce  diélec- 
trique aux  pouvoirs  inducteurs  du  noyau  central  et  du  milieu 
extérieur. 

Désignons  par  F' et  F'  les  champs  intérieurs  produits  par 
des  couches  de  glissement  parallèles  au  champ,  distribuées 
sur  ies  surfaces  S'  et  S'. 

A  l'extérieur  de  la  surface  S',  la  composante  normale  pro- 
duite parla  couche  correspondante  (116)  est  égale  à  —  a  F'  ces  a. 
La  condition  d'équilibre  sur  cette  surface  est  donc 

(F-HF'-HF')co8a  =  K'(F-f-F'-2F')co9a, 
(i3)  (2K'-(-i)F'-(K'-i)F'=.(K'-i}F. 

Sur  la  surface  S',  la  composante  normale  de  la  couche  S' 

est  —  2(  — „  I  F'cosa=  —  2,3F'  cosa,  en  appelant  0  le  rapport 

des  cubes  des  rayons,  et  l'action  extérieure  de  la  couche  S' 
est  ~  aF'cosa.  La  condition  d'équilibre  donne 

K'(F+F'-23F')  =  F-2F'-a&F', 
(i4)  ag(K'-i)F'-(K'+2)F'=(K'-i)F. 

Les  équations  linéaires  (i3)  et  (i4)  déterminent  les  valeurs 
de  F'  et  F'  et,  par  suite,  les  couches  de  glissements  correspon- 
dantes. La  même  méthode  s'appliquerait  h  un  nombre  quel- 
conque de  surfaces  concentriques,  puisque  chacune  d'elles 
introduit  une  inconnue  et  une  condition. 
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Si  l'on  se  borne  au  cas  de  deux  surfaces,  on  en  déduit 


3(K'-i)       (K'-i)[:*K'-(-i-ae{K'-i}J 
F 

~(^K'+i}K''  +  2)-2&(K'-i)(K''-i)' 

équations  qu'on  peut  écrire 

F' -F' 

3(K'- O-(K'-i)  [3  +  2(1  ~^)(K'-.)] 

_  F 

~3(3K'  +  K")  +  2(i-3)(K'-0{K'"^i)" 

Comme  le  facteur  3  est  plus  petit  que  l'unité,  on  voit  que  F' 
est  positif  et  F'  négatif;  les  deux  couches  sont  donc  de  signes 
contraires.  En  d'autres  termes,  la  polarisation  du  milieu 
intermédiaire  est  dirigée  dans  le  sens  du  champ.  Les  valeurs 
de  cette  polarisation  sur  Taxe,  aux  points  de  rencontre  des 
surfaces  S'  et  S'  sont 

41:  4t: 

Le  champ  reste  uniforme  dans  le  noyau  intérieur  où  il  a 
pour  valeur 

9K' 


^    ^    ^;î(-.k'  +  k")  +  ^(i-&)(K'-i)(K'-i)'- 

Le  champ  et  la  polarisation  sont  variables  entre  les  sur- 
faces S'  et  S',  ainsi  que  dans  le  milieu  extérieur. 

Lorsque  le  milieu  extérieur  et  le  noyau  sont  de  même 
nature,  on  peut  faire  K"  — K --=K;  il  reste  alors 


F' 

-F-                             (K^,)F 

(i5)    F+F'+F" 

i-S)lK-i)      9K-l-2(i-,i)(K_ 
qKF                                 F 

')■' 

S,K+ali-J),K-.)'               ,5 

,|K-,)> 
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Si  le  milieu  compris  entre  les  surfaces  S'  et  S"  estconduc- 
teur,  les  coefficients  K'  et  K*  sont  infinis  ;  dans  ce  cas,  la  couche 
S'  est  nulle  et  le  champ  résultant  est  nul  dans  tout  l'intérieur 
de  la  surface  S',  ce  qui  était  évident. 

En  faisant  K  =  2  dans  la  formule  finale  (i  5),  le  dénominateur 

du  dernier  terme  devient  i  H Si  petit  que  soit  le  fac- 
teur ^,  c'est-à-dire  quelque  épaisseur  que  l'on  donne  au  diélec- 
trique, le  champ  dans  l'intérieur  de  la  surface  S'  diminue  au 

plus  de  —  Il  est  donc  nécessaire  que  le  pouvoir  inducteur 

spécifique  soit  notablement  supérieure  a,  pour  que  le  milieu 
compris  entre  les  surfaces  S'  et  S'  diminue  d'une  manière 
sensible  le  champ  intérieur. 

136.  Deux  diélectriques  séparéa  par  un  plan.  —  Le  principe 
des  images  par  rapport  à  un  plan  conducteur  (107)  permet 
également  de  déterminer  l'état  de  deux  diélectriques  séparés 
par  une  surface  plane,  dans  l'un  desquels  se  trouve  une  masse 
agissante.  Soit  q  celle  masse  en  A  (fig.  a6),  0/  le  plan  de 
séparation,  a  la  distance  OA,  et  K  le  pouvoir  inducteur  du 
second  milieu  par  rapport  au  premier. 

Supposons  qu'il  existe  sur  te  plan  une  couche  y'  distribuée 
de  manière  que  son  image  soit  au  point  A'  symétrique  de  A. 
Cette  couche  agira,  à  droite  ou  à  gauche  du  plan,  comme  une 
masse  égale  située  en  A  ou  en  A'. 

Au  voisinage  du  point  P,  la  composante  normale  du  champ 

est  ~~  cosa  dans  le  premier  milieu,  et  ■- "■  cosa  dans  le 
second.  La  condition  d'équilibre  devient  alors 


L'état  de  la  surface  est  le  même  que  pour  un  plan  conduc- 
teur soumis  h,  l'influence  d'une  masse  plus  faible  que  la  pre- 
mière, dans  le  rapport  g 
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La  densité  en  chaque  point,  ou  la  composante  normale  de 
la  polarisation,  est 

_2y'o :taq    K — i 

'  ~      **"  ~  4x  H  ~  ■"  4^»  '  K  +  7  ' 

La  solution  obtenue  pour  une  masse  unique  est  applicable  à 
un  champ  quelconque  produit  par  des  masses  fixes.  La  super- 
position des  couches  induites  par  ces  différentes  masses  for- 
mera encore  une  couche  d'équilibre,  puisque  la  conservation 
du  flux  d'induction  est  réalisée^pour  chacune  d'elles. 

Le  même  mode  de  raison  nen:ient,  combiné  avec  la  méthode 
de  Murphy,  permettrait  de  déterminer  par  des  images  succes- 
sives l'état  d'un  diélectrique  limité  par  deux  plans  parallèles 
et  séparant  deux  diélectriques  différents  dans  l'un  desquels 
se  trouve  une  masse  agissante.  On  obtient  ainsi  un  dévelop- 
pement en  série  qui  ne  présente  qu'un  intérêt  de  calcul. 

137.  Cyliodrea.  —  Considérons  encore  un  cylindre  à  section 
circulaire  de  rayon  a  situé  dans  un  champ  uniforme  qui  lui 
est  perpendiculaire.  L'action  extérieure  d'un  cylindre  homo- 
gène, dont  la  densité  par  unité  de  longueur  est  X=xa^,  a  pour 

expression  (H9)  — =  — — ;  l'action  intérieure  ne  dépend  que 

du  noyau  central  et  se  réduit  fa  ar^r.  La  valeur  de  P  est  alors 

P  =  — ;tr»  +  c". 

Pour  une  polarisation  perpendiculaire  au  cylindre  dans  la 
direction  de  l'axe  des  x,  on  a 


V 

=  - 

-■|^  =  » 

■4: 

=  ai!la- 

II 

en 

résulte 

F 

=  -2  =  I, 

c  = 

HT.; 

H  = 

~ 

K-1 

all= 

K-, 

Celte  fois  encore,  la  polarisation  est  la  même  que  si  le 
cylindre  était  conducteur  et  soumis  à  l'influence  d'un  champ 

plus  faible,  dans  le  rapport  ^ 
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Pour  UD  cylindre  elliptique  parallèle  à  l'axe  des  z,  il  suf- 
fira de  faire  c  =  ix  dans  tes  expressions  (52)  relatives  à  l'ellip- 
soïde. On  a  alors  N  =  o  et  le  coeflicient  L  devient 

Le  potentiel  intérieur  du  cylindre  homogène  de  densité  égale 

à  l'unité  se  réduit  &  P„— -(Lj^'  +  M^*). 

Pour  une  polarisation  parallèle  à  l'axe  a,  le  champ  intérieur 
de  la  couche  induite  est  —  LI.  Dans  un  champ  uniforme  F 
parallèle  à  cet  axe,  la  condition  d'équilibre  (133)  donne 


4-  +  (K-i)L  ^T,     fl  +  KA 

Si  le  champ  fait  l'angle  0  avec  l'axe  a,  la  polarisation  I  et  sa 
direction  6'  sont 


cosO'        sinô'       F 
Le  moment  électrique  du  cylindre  par  unité  de  longueur  est 


/n  =  cI=i'F^^'cosn  +  5î3ini'0, 
et  le  couple  de  rotation  produit  par  le  champ  (134) 

2    ^  '  8        (a-i-K6)  (A-l-Kff) 

L'équilibre   stable  correspond  encore  au  cas  où  le  grand 
axe  est  parallèle  au  champ. 
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138.  Découverte  de  Volta-  —  Nous  avons  déjà  signalé  (10) 
ia  propriété  importante  découverte  par  Volta  que  deux  con- 
ducteurs et,  plus  généralement,  deux  corps  quelconques  mis 
en  contact  prennent,  de  part  et  d'autre  de  la  surface  com- 
mune, des  états  électriques  différents. 

S'il  s'agit  de  deux  conducteurs  en  contact  et  en  équilibre 
électrique,  les  potentiels  ont  respectivement  des  valeurs 
constantes  Vi  et  W  dans  chacun  d'eux,  à  quelque  distance 
de  la  surface  de  contact,  et  la  charge  totale  est  nulle  si  Ion 
n'a  pas  apporté  d'électricité  étrangère  ;  il  existe  donc  au  voi- 
sinage de  ta  surface  des  masses  électriques  sous  la  forme  de 
couches  opposées,  égales  et  de  signes  contraires.  C'est  ce 
que  Von  Helmholtz  (<)  appelle  la  couche  double  de  contact. 

Dans  l'expérience  des  plateaux  de  zinc  et  de  cuivre,  mis  en 
contact  puis  séparés,  la  charge  acquise  par  chacun  des  pla- 
teaux est  simplement  proportionnelle  à  la  surface  de  contact. 

Tout  se  passe  comme  si  les  plateaux  formaient  les  arma- 
tures d'un  condensateur  entre  lesquelles  existerait  une  diffé- 
rence de  potentiel  déterminée,  les  couches  électriques  respec- 
tives étant  situées  dans  les  deux  métaux,  de  part  et  d'autre 
de  la  surface  de  séparation  et  à  une  distance  très  petite,  de 
sorte  que  la  capacité  du  système  est  simplement  proportion- 
nelle à  l'étendue  des  surfaces  en  regard. 

(I)  Vo«  IIelmiioi-tz,  C.  n.  dt  VAcxd.  dt  Berlin,  3  nov.  IKSl. 
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139.  Force  électromotrice  de  contact.  —  Si  l'on  désigne  par 
V  la  différence  des  potentiels  V,  —  Vj  du  zinc  et  du  cuivre, 
ou  la  force  éleclromolr'tce  de  contact,  et  par  C  la  capacité 
du  condensateur  formé  par  ce  système,  la  charge  des  pla- 
teaux sera 

Q  =  C(V, -Vî)  =  CY. 

L'ensemble  des  plateaux  peut  d'aillleurs  recevoir  une  charge 
électrique  commune  Q'  qui  portera  te  zinc,  par  exemple,  à  un 
potentiel  quelconque.  Dans  ce  cas,  la  même  différence  de 
potentiel  V  se  maintient  à  la  surface  de  contact;  lorsque  les 
plateaux  sont  séparés,  la  charge  de  chacun  d'eux  se  compose 
de  la  charge  =!=Q  due  à  la  différence  de  potentiel  de  contact  et 
d'une  partie  de  la  charge  commune  Q',  qui  s'est  partagée  entre 
eux  suivant  les  lois  régulières  de  la  distribution. 

L'expérience  présente  de  grandes  difficultés  quand  on  veut 
évaluer  la  différence  des  potentiels  par  la  grandeur  des  charges, 
parce  que  la  distance  réelle  des  plateaux  dépend  du  degré  du 
poli  des  surfaces  ;  le  contact  n'a  lieu  le  plus  souvent  que  par 
un  petit  nombre  de  points  et  la  capacité  du  système  peut 
varier  entre  d'assez  grandes  limites. 

On  obtient  des  résultats  plus  réguliers  en  maintenant  les 
plateaux  parallèlement  entre  eux  à  une  certaine  distance  e  et 
en  les  réunissant  par  un  til  extérieur,  de  cuivre  ou  de  zinc.  La 
différence  de  potentiel  V  produite  au  point  de  contact  se 
maintient  sur  toute  l'étendue  des  deux  conducteurs  homo- 
gènes; la  distance  des  couches  correspondantes  est  égale 
sensiblement  à  l'épaisseur  du  diélectrique  qui  sépare  les  pla- 
teaux, et  la  capacité  du  système  est  en  raison  inverse  de  cette 
épaisseur.  Si,  après  avoir  supprimé  le  contact  extérieur,  on 
éloigne  les  plateaux  l'un  de  l'autre,  la  charge  de  chacun  d'eux 
est,  en  appelant  S  l'étendue  des  surfaces  en  regard, 

Q  =  -iv. 
^T.e 

L'expérience  montre  ainsi,  soit  par  la  mesure  des  charges, 
soit  par  la  comparaison  des  potentiels,  que  la  force  électro- 
motrice V,  à  température  déterminée,  est  indépendante  de  la 
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surface  de  contact.  En  réalité,  ces  expériences  sont  très  déli- 
cates, parce  que  les  plus  légères  modifications  dans  l'état  des 
surfaces  altèrent  les  résultats. 

La  nature  même  du  gaz  qui  constitue  le  diélectrique  paraît 
avoir  une  petite  influence  sur  la  charge,  soit  parce  que  la 
couche  de  gaz  adhérente  au  métal  en  change  les  propriétés 
physiques,  soit  qu'il  y  ait  en  même  temps  formation  d'un 
composé  chimique  particulier. 

140.  Lois  de  Volta.  —  Loi  du  contact.  —  Quoi  qu'il  en  soit, 
les  idées  de  Volta  ont  été  confirmées  par  tous  les  progrès  ac- 
complis en  électricité  et  l'on  peut  énoncer  la  loi  suivante: 

Entre  deux  corps  en  conlacl,  à  la  même  Icmpéralure,  il 
s'èlabitl  une  différence  de  polenliel  finie,  gai  dépend  de  leur 
nature,  et  qui  est  indépendante  de  leurs  dimensions,  de  leur 
forme,  de  l'étendue  des  surfaces  de  contact  et  de  la  valeur 
absolue  du  potentiel  sur  chacun  d'eux. 

Volta  définissait  cette  propriété  en  disant  qu'il  existe  entre 
les  deux  corps  une  tension  de  contact,  mais  la  manière  dont  il 
concevait  le  phénomène  est  parfaitement  concordante  avec 
l'idée  d'une  différence  de  potentiel. 

Nous  représenterons  cette  différence  de  potentiel  caracté- 
ristique, ou  force  électromotrice  de  contact  de  deux  métaux 
A  et  B,  par  le  symbole  A|B,  la  première  lettre  désignant  le 
métal  dont  le  potentiel  est  le  plus  élevé.  On  aura  donc 

Nous  pouvons  ajouter  de  suite  que  cette  différence  est  fonc- 
tion de  la  température,  et  que  le  contact  de  deux  corps  de 
nature  identique,  mais  à  des  températures  différentes,  peut 
aussi  donner  naissance  à  une  force  électromotrice. 

Dans  toutes  les  questions  relatives  à  l'équilibre  électrique 
des  conducteurs,  nous  avons  négligé,  comme  on  le  voit,  les 
forces  électromotrices  relatives  au  contact  des  différents  con- 
ducteurs. Tous  les  calculs  supposent  donc  que  les  conduc- 
teurs sont  identiques  et  à  la  même  température  et  les  résultats 
doivent  être  modifiés  en  tenant  compte  de  cette  nouvelle  cir- 
constance, à  moins  qu'il  ne  s'agisse  de  potentiels  très  élevés, 
auquel  cas  les  effets  de  contact  sont  négligeables. 
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141.  Loi  des  contacts  successifs.  —  Après  avoir  constaté  le 
fait  fondamental  de  la  force  électromolrice  de  contact,  Volta 
a  comparé  entre  eux  les  résultats  fournis  par  des  métaux  dif- 
férents et  établi  par  expérience  une  seconde  loi,  dite  des  con- 
tacts successifs,  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Lorsque  plusieurs  métaux  à  la  même  température  sont  soudés 
les  uns  aux  autres  de  manière  à  former  une  chaîne  continue,  la 
différence  des  potentiels  des  métaux  extrêmes  est  la  même  que 
si  ces  deux  métaux  étaient  directement  en  contact. 

Soient  A,  B,  C L,  M  les  métaux  constituant  la  chaîne  ; 

cette  loi  se  traduira  de  la  manière  suivante 

A|B-(-BiC +  L|M  =  A|M. 

Comme  on  a  identiquement   A|M=—  M|A,  il  en  resuite 

AjB-|-B|C-i- +L|M-i-M|A  =  o, 

c'est-à-dire  que  les  deux  extrémités  de  toute  chaîne  terminée 
par  des  métaux  identiques  sont  au  même  potentiel. 

Cette  proposition  importante  est  une  conséquence  néces- 
saire du  principe  de  la  conservation  de  l'énergie.  Si  les  mé- 
taux extrêmes  A  et  A',  de  nature  identique,  se  trouvaient 
maintenus  à  des  potentiels  différents  par  l'effet  des  contacts 
intermédiaires,  on  pourrait,  en  les  joignant  par  un  conducteur 
de  même  nature,  obtenir  dans  le  conducteur  extérieur  et  dans 
la  chaîne  des  métaux  intermédiaires  une  décharge  continue, 
c^est-&-dire  un  flux  permanent  d'électricité.  Ce  transport  d'é- 
lectricité, analogue  à  une  succession  de  déchai^s,  aurait  pour 
conséquence  nécessaire  la  production  continue  d'une  certaine 
quantité  de  chaleur,  c'est-à-dire  d'énergie,  sans  dépense  de 
travail  correspondant. 

Si  l'on  suppose  même  que  le  dégagement  de  chaleur  en 
certains  points  du  circuit  soit  compensé  par  une  absorption 
en  d'autres  points,  il  y  aurait  transport  de  chaleur  des  points 
tes  plus  froids  aux  points  les  plus  chauds.  Ce  résultat  est 
incompatible  avec  le  principe  de  Carnot,  qui  paraît  aussi  bien 
établi  que  l'impossibilité  du  mouvement  perpétuel. 

Éleetr.  et  Magn.  —  i.  l  5 
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142.  Exceptions  à  cette  loi.  —  Piles  électriques.  — Volta  a 
constaté  que  la  loi  des  tensions  est  quelquefois  en  défaut. 
Remarquons,  en  effet,  qu'elle  ne  paraît  nécessaire  que  s'il 
n'existe  aucune  production  de  travail  dans  le  circuit  ;  mais 
si  celui-ci  renferme  des  sources  d'énergie  d'une  nature  quel- 
conque, par  exemple  des  corps  pouvant  donner  lieu  à  des 
réactions  exothermiques  corrélatives  du  passage  de  l'éleclri- 
cité,  l'énergie  fournie  par  ces  réactions  pourra  subvenir  à 
l'entretien  d'un  courant  permanent. 

Sans  avoir  sur  ce  point  des  idées  aussi  précises  (il  espérait 
rencontrer  des  métaux  ne  satisfaisant  pas  à  la  loi),  Volta  avait 
partagé  les  corps  en  deux  grandes  classes.  La  première  ren- 
ferme ceux  qui  obéissent  à  la  loi  des  tensions  ;  elle  comprend 
tous  les  métaux  et  un  certain  nombre  de  solides.  La  seconde 
renferme  tous  ceux  qui  ne  suivent  pas  la  même  loi  :  à  cette 
classe  appartiennent  la  plupart  des  liquides  et  des  dissolu- 
tions. En  associant  des  corps  de  la  première  classe  à  des  corps 
de  la  seconde,  on  peut  constituer  une  chaîne  dont  les  deux 
extrémités,  quoique  formées  par  un  même  métal,  présentent 
une  différence  finie  de  potentiel. 

L'expérience  montre  que,  dans  ce  cas  encore,  la  loi  fonda- 
mentale de  Volta  est  vérifiée,  en  ce  sens  que  la  force  électro- 
motrice  correspondant  è  chacun  des  contacts  est,  pour  une 
même  température,  une  quantité  constante,  indépendante  des 
autres  corps  qui  constituent  la  chaîne  ;  et  la  différence  de 
potentiel  qui  existe  entre  les  deux  extrémités  de  cette  chaîne 
est  la  somme  algébrique  de  toutes  les  forces  électromotriccs 
relatives  à  chacun  des  contacts. 

Quand  on  joint  par  un  conducteur  ces  deux  extrémités,  on 
n'introduit  pas  de  nouvelles  forces  électromotrices  de  contact  ; 
un  flux  permanent  d'électricité,  ou  un  courant  électrique,  s'éta- 
blit dans  le  circuit,  où  il  est  entretenu  par  l'énergie  des 
actions  chimiques.  Tel  est  ie  principe  des  piles  électriques. 

143.  Conséquences  relatives  aux  dimensions  des  atomes.  — 
Les  deux  couches  électriques  de  signes  contraires  qui  donnent 
lieu  à  ta  force  électromotrice  V  au  contact  de  deux  métaux 
sont  séparées  par  une  distance  finie,  et  doivent  être  localisées 
respectivement  près  delà  surface  des  deux  métaux.  On  pourrait 
déterminer  l'intervalle  s  de  ces  couches,  ou  l'épaisseur  de  la 
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couche  double,  si  l'on  connaît  la  force  éleclromotrîce,  -en 
mesurant  la  charge  Q  qui  reste  sur  deux  plateaux  quand  on 
les  sépare  après  les  avoir  mis  en  contact,  car  on  a 

__s_  y 

Sous  cette  forme,  l'expérience  est  irréalisable.  D'une  part, 
en  effet,  ou  ne  peut  pas  établir  te  contact  physique  de  deux 
surfaces;  d'autre  part,  les  charges  que  conservent  les  pla- 
teaux dépendent  seulement  de  la  capacité  du  système  au 
moment  où  la  séparation  devient  définitive  et  cette  capacité 
n'est,  en  général,  qu'une  fraction  très  faible  de  sa  valeur  pri- 
mitive, parce  que  le  contact  ne  peut  être  rompu  en  même 
temps  sur  toute  l'étendue  de  la  surface. 

Toutefois,  Lord  Kelvin  (<)  a  montré,  par  une  suite  de  rai- 
sonnements ingénieux,  comment  la  difTérence  de  potentiel  de 
contact  conduit  à  une  évaluation  approchée  de  la  distance  e  et 
par  suite  des  dimensions  des  atomes. 

L'énergie  électrique  de  deux  plateaux  à  la  distance  i, 


représente  le  travail  mécanique  nécessaire  pour  les  séparer, 
ou  le  travail  de  leur  attraction  si  l'on  suppose  qu'étant  d'abord 
très  éloignés  et  mis  en  communication  par  un  fil  conducteur, 
on  les  laisse  se  rapprocher  jusqu'à  la  distance  s. 

Supposons  que  l'on  constitue  une  pile  comprenantun  grand 
nombre  n  +  ■  de  lames  d'égale  épaisseur  e  alternativement  de 
zinc  et  de  cuivre,  en  communications  successives,  de  manière 
à  établir  n  contacts.  L'énergie  électrique  se  traduira  par  un 
échaufTement  de  la  pile- 
En  appelant  S  la  densité  moyenne  et  ■/  la  chaleur  spécifique 
moyenne  des  métaux,  la  capacité  calorifique  de  l'une  des  lames 

par  unité  de  surface  est  eBy  et  l'énergie  correspondante  g— • 
,  t.  I,  p.  551;  1870.  -   Popalar  Uclam,   t.  I, 
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L'élévation  de  tempéralure  t  produit  par  la  constitution  de  la 
pile  est  donc 


Le  zinc  et  le  cuivre  donnent  sensiblement  S  =  8  et  y  =  o,  i. 
D'autre  part,  la  force  éleclromotrice  de  contact  est  d'environ 

0,8  volt  (Lord  Kelvin  adopte  0,72)  ou  ^j^  unités  électrosta- 
tiques. Remplaçons  l'équivalent  mécanique  J  de  la  calorie 
par  sa  valeur  (17),  on  trouve,  tous  calculs  faits, 


Pour  e  =  s=io-»,  c'est-à-dire  un  millième  de  millimètre 
ou  un  micron  i».,  l'élévation  de  température  n'est  encore  que 
o'jSS.io"',  moins  d'un  millionième  de  degré. 

Si  l'on  suppose  qu'il  soit  possible  de  feuilleter  les  métaux, 
sans  altérer  leurs  propriétés  physiques,  jusqu'à  réduire  leur 

épaisseur  àc  =  e=  lo"*  —  ii'.io"*,  ce  qui  équivaut  à  -z de 

la  longueur  d'onde  X  de  la  lumière  verte,  on  aurait  f  =  85°, 
élévation  de  température  déjà  difficile  à  admettre. 

Pour  des  épaisseurs  trois  fois  moindres,  réchauffement  se- 
rait 9  fois  aussi  grand,  ou  763°.  c'est-à-dire  de  beaucoup 
supérieur  à  celui  qui  est  nécessaire  pour  former  l'alliage.  Des 
poudres  de  zinc  et  de  cuivrcj  à  cette  état  de  subdivision,  for- 
meraient un  mélange  explosif  et  aucun  procédé  mécanique 
ne  permet  d'approcher  de  ce  résultat.  On  doit  en  conclure 
que  les  dimensions  réelles  des  molécules  sont  certainement 
supérieures  & 


Si  l'on  pouvait  séparer  deux  plateaux  de  zinc  et  de  cuivre 
en  contact,  sans  produire  une  destruction  partielle  des  cou- 
ches électriques  en  regard,  chacun  d'eux  se  trouverait  porté 


DigmzcdbyGoOglC 


BOtRCES  d'électbicité.  229 

à  un  potentiel  extrêmement  élevé.  Ce  potentiel  dépend  des 
dimensions  des  plateaux,  parce  que  la  capacité  du  système 
est  proportionnelle  à  la  surface  de  contact,  tandis  que  la 
capacité  de  chacun  des  plateaux  séparés  est  proportionnelle  k 
ses  dimensions  linéaires  ('). 

Pour  un  disque  circulaire  de  rayon  «  (54),  la  capacité  C 

du  plateau  isolé   est  —  et  la  capacité  C  du  système  formé 


même  charge,  tes  potentiels  correspondants  V  et  V  sont  en 
rapport  inverse  des  capacités,  c'est-à-dire 

V  ^C'~8e' 

Si  l'on  fait  a=  lo"  et  s—  lo"',  ou  un  millionième  de  milli- 
mètre, il  en  résulte 

^  =  gio«  =  39.,o». 

La  limite  indiquée  par  Lord  Kelvin  pour  la  distance  s  des 
couches  électriques  donnerait  encore  un  nombre  30  fois  plus 
grand  pour  le  potentiel  flnal. 

144.  Contact  des  diélectriques.  —  La  première  loi  de  Volta 
paraît  également  s'appliquer  au  contact  des  métaux  avec  les 
diélectriques,  ou  des  diélectriques  entre  eux.  Seulement,  dans 
ces  deux  cas,  la  détermination  des  forces  électromotrices  de 
contact  présente  de  très  grandes  difficultés. 

Il  suffit  d'un  contact  très  restreint  entre  deux  corps  con- 
ducteurs pour  assurer  l'équilibre  des  potentiels;  les  charges 
dépendent  alors  uniquement  de  !a  capacité  du  système  formé 
par  les  deux  corps  au  moment  de  leur  séparation.  Avec  les 
corps  mauvais  conducteurs,  l'équiUbre  n'a  lieu  que  pour  les 
pointa  en  contact,  et  ceux-là  seulement  se  chargent  d'électri- 
cité. La  charge  totale  sera  donc  extrênaement  variable  avec 
le  nombre  des  points  touchés.  Ajoutons  que  le  fait  de  la  péné- 

!,  Wied.  Ann.,  t.  VII,  p.  337;  181S. 
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tralion  de  l'électricité  dans  les  diélectriques  vient  compliquer 
encore  les  expériences. 

Dans  l'électrisation  des  corps  par  frottement,  l'électricité 
ne  semble  pas  avoir  d'autre  origine  que  le  contact  des  deux 
corps  ;  le  frottement  n'aurait  pour  but  que  de  multiplier  les 
points  de  contact. 

Lorsque  les  corps  frottés  sont  identiques,  on  ne  parvient 
pas  en  général  à  les  électriser;  il  se  manifeste  parfois  des 
traces  d'électricité  très  faibles,  mais  alors  on  peut  toujours 
attribuer  le  développement  de  l'électricité  à  une  différence 
plus  ou  moins  manifeste  entre  les  propriétés  physiques  des 
deux  corps  frottés. 

145.  Machines  électriques.  —  On  est  donc  conduit  à  con- 
clure qu'il  n'existe  que  deux  modes  de  production  de  l'élec- 
tricilé,  le  contact  et  i'înduction.  Toutes  les  machines  électri- 
ques mettent  en  jeu  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  modes  et  ont 
seulement  pour  objet  d'accumuler  sur  un  conducteur  les 
charges  produites  d'une  manière  ou  de  l'autre. 

L'électropkore  se  compose  d'un  gâteau  isolant,  en  résine 
par  exemple,  coulé  dans  un  moule  conducteur.  Après  avoir 
électrisé  ce  gâteau  par  frottement  avec  un  corps  conve- 
nable, une  peau  de  chat  dans  le  cas  de  la  résine,  qui  s'élec- 
trise  alors  négativement,  on  y  pose  un  plateau  conducteur 
tenu  par  un  manche  isolant.  On  met  le  disque  en  communi- 
cation avec  le  moule  de  l'électrophore.  Supprimant  ensuite 
cette  communication,  on  enlève  le  plateau,  qui  se  trouve 
électrisé  positivement  par  induction. 

Toutes  choses  égales,  !a  charge  du  plateau  est  proportion- 
nelle à  sa  capacité,  c'est-à-dire  à  ses  dimensions  linéaires,  et 
le  potentiel  devient  assez  élevé  pour  qu'on  en  puisse  tirer 
avec  le  doigt  des  étincelles  de  plusieurs  centimètres. 

Le  phénomène  est  assez  complexe,  surtout  au  début,  mais 
devient  ensuite  très  régulier  quand  on  répète  les  opérations, 
la  couche  électrique  du  gâteau  s'étant  localisée  au-dessous  de 
la  surface.  En  tous  cas,  la  charge  du  plateau  peut  être 
utilisée  après  chaque  opération,  par  exemple  pour  charger 
une  bouteille  de  Leyde. 

L'emploi  de  l'électrophore  permet  d'expliquer  simplement 
le  jeu  des  machines  électriques. 
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Supposons  qu'on  introduise  le  plateau  électrisé  dans  l'in- 
térieur d'un  cylindre  conducteur  creux  et  isolé,  comme  ce^ui 
de  Faraday,  et  qu'on  fasse  toucher  le  plateau  &  la  surface 
intérieure;  toute  la  charge  se  portera  sur  la  surface  exté- 
térieure  du  cylindre.  Le  plateau  lui-même  peut  alors  sortir 
à  l'état  neutre  et  on  répétera  l'expérience  indéfiniment.  Il  est 
évident  que  rien  en  théorie  se  limite  la  charge  du  cylindre, 
puisque,  quel  que  soit  son  état  primitif,  un  conducteur,  placé 
à  l'intérieur  et  mis  en  communication  avec  lui,  ne  peut  garder 
aucune  trace  d'électricité. 

Si  l'on  imagine  que  toutes  ces  opérations  soient  faites  par 
des  moyens  mécaniques,  on  aura  réalisé  une  véritable  ma- 
chine électrique  fondée  sur  l'induction. 

Supposons  maintenant,  au  Heu  du  gflteau  de  l'électrophore, 
un  disque  de  cuivre  en  communication  avec  le  sol,  et  met- 
tons en  contact  avec  lui  un  disque  de  zinc  tenu  par  un  manche 
isolant;  en  vertu  de  la  loi  deVolta,  le  disque  de  zinc  se  charge 
d'électricité  positive;  cette  charge  pourra,  comme  dans  le  cas 
précédent,  être  transmise  au  cylindre,  et  l'expérience  recom- 
mencée indéfiniment. 

Il  en  sera  encore  de  même  si,  au  lieu  d'un  disque  de  cuivre, 
on  emploie  un  morceau  de  drap  ou  de  caoutchouc,  et  un 
disque  de  verre  au  lieu  d'un  disque  de  zinc.  Il  faut,  toute- 
fois, tenir  compte  de  la  nature  isolante  des  corps  employés  ; 
le  contact,  ne  se  produira  entre  le  drap  et  les  différents  points 
de  la  surface  de  verre  que  par  le  frottement.  Quand  le  verre 
chargé  d'électricité  positive  est  porté  à  l'intérieur  du  cylin- 
dre, il  détermine  sur  la  surface  intérieure  la  formation  d'une 
couche  égale  et  de  signe  contraire  h  la  sienne;  seulement  il 
ne  suffit  plus  de  lui  faire  toucher  un  point  de  la  surface  inté- 
rieure, pour  que  les  deux  charges  se  neutralisent.  Mais  on 
arrivera  au  même  résultat  si  la  surface  intérieure  du  cylindre 
est  armée  de  pointes  ;  l'équilibre  est  alors  établi  quand  la 
densité  est  nulle  &  l'extrémité  de  ces  pointes,  c'est-à-dire, 
lorsque  l'électricité  qui  s'en  échappe  a  neutralisé  la  charge 
du  disque  de  verre. 

Telle  est  en  principe  la  disposition  des  machines  à  frotte- 
ment. Un  disque  de  verre  s'électrise  en  passant  entre  des 
coussins  revêtus  d'or  mussif  ou  de  divers  enduits;  les  por- 
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tions  du  verre  élcclrisées  passent  entre  les  branches  d'une 
mflchoire  garnie  de  pointes  qui  communique  avec  des  con- 
ducteurs isolés.  La  surface  du  verre  est  ramenée  sensible- 
ment à  l'état  neutre  par  la  décharge  des  pointes  et  le  même 
mécanisme  se  reproduit  sans  cesse. 

146.  Organes  essentiels  des  machines.  —  Dans  tous  les  cas, 
une  machine  électrique  se  réduit  à  trois  organes  essentiels, 
l'un  qui  développe  l'électricité,  un  autre  qui  ta  transporte,  un 
troisième  qui  la  recueille  :  un  producteur,  un  transmetteur, 
un  collecteur.  L'énei^e  potentielle  communiquée  au  collec- 
teur est  fournie  par  le  travail  mécanique  effectué,  lorsqu'on 
transporte  le  transmetteur,  en  sens  contraire  des  forces  élec- 
triques, depuis  le  producteur  chargé  d'électricité  contraire 
qui  l'attire,  jusqu'au  collecteur  chargé  d'électricité  de  même 
signe  qui  le  repousse. 

Dans  les  machines  à  frottement,  le  collecteur  reçoit  à 
chaque  opération  la  même  quantité  d'électricité;  la  charge 
croit  en  progression  arithmétique  ou  par  addition. 

Dans  le  cas  des  machines  à  induction,  on  peut  faire  en 
sorte  que  la  charge  croisse  en  progression  géométrique,  ou 
par  multiplication  :  il  suffit  d'accoupler  deux  machines  de 
manière  que  les  deux  inducteurs  développent  des  électricités 
de  signes  contraires  et  que  chacun  d'eux  soit  en  communi- 
cation métallique  avec  le  collecteur  de  l'autre  système.  A 
chaque  opération,  la  chat^  du  producteur  crott  en  même 
temps  que  celle  du  collecteur  auquel  il  est  relié,  et  développe 
par  influence  une  charge  plus  grande  dans  le  transmetteur  à 
l'opération  suivante.  C'est  la  disposition  qui  est  utilisée  dans 
la  machine  de  Varley  et  dans  quelques-unes  des  machines  si 
ingénieuses  imaginées  par  Lord  Kelvin,  telles  que  l'appareil 
k  écoulement  et  le  replenisker.  La  machine  de  Holtz  et  les 
machines  analogues  reposent  sur  le  même  principe,  avec  une 
disposition  plus  compliquée. 

147.  Limite  de  charge.  —  Si  la  théorie  n'assigne  aucune 
limite  à  la  charge  du  collecteur,  cette  limite  est  atteinte  dans 
la  pratique,  soit  ù  cause  de  la  déperdition  par  l'air  ou  par  les 
supports,  soit  par  le  fait  des  décharges  qui  se  produisent,  sous 
forme  d'étincelles,  entre  le  collecteur  et  les  autres  parties  de 
la  machine  ou  les  conducteurs  voisins. 
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La  production  des  décharges  dépend  de  la  forme  de  la  ma- 
chine et  de  sa  position  par  rapport  aux  conducteurs  voisins  ; 
la  limite  due  aux  défauts  d'isolement  varie  avec  les  conditions 
atmosphériques  et  avec  la  vitesse  des  opérations. 

Dans  tes  machines  à  addition,  la  limite  est  atteinte  quand 
le  gain  est  égal  aux  pertes  à  chaque  instant,  et  cette  limite 
aura  toujours  une  valeur  finie. 

Dans  les  machines  h  multiplication,  certaines  conditions 
doivent  être  remplies  pour  que  la  charge  du  collecteur  puisse 
conserver  une  valeur  finie.  Soient  C  et  C  les  capacités  des 
deux  collecteurs,  V  et  — V  leurs  potentiels,  cetc'  les  capacités 
des  transmetteurs,  n  et  n'  le  nombre  d'opérations  effectuées 
dans  l'unité  de  temps. 

Pour  des  charges  très  faibles,  la  déperdition  d'un  conduc- 
teur électrisé,  par  l'air  et  les  supports,  est  sensiblement  pro- 
portionnelle h  la  charge  ou  au  potentiel. 

Si  l'on  appelle  m  et  m'  des  coefficients  de  proportionnalité 
relatifs  aux  deux  conducteurs,  les  pertes  de  chai^  pendant 
l'unité  de  temps  pourront  être  représentées  par  mV  et  wt'V. 

Pendant  un  temps  infiniment  petit  dt,  l'accroissement  de 
charge  d'un  collecteur  est  l'excès  de  l'électricité  n'c'\'dl  qu'il 
reçoit  sur  celle  qu'il  perd,  m\'dt;  on  a  donc 

Cd\  ={n'c-V^m\)dt, 
C'd\'=\ncY-m-T)dl. 

En  résolvant  ces  équations  différentielles  simultanées,  on 
calculerait  la  valeur  acquise  par  les  potentiels  V  et  V  au  bout 
d'un  temps  quelconque,  à  partir  de  valeurs  initiales  données  ; 
mais  les  résultats  ainsi  obtenus  ne  s'accorderaient  avec  l'expé- 
rience que  dans  les  limites  où  l'on  peut  admettre  la  loi  de 
déperdition.  On  sait,  d'ailleurs,  que  pour  des  charges  un  peu 
grandes  la  déperdition  est  beaucoup  plus  rapide. 

Pour  que  la  charge  aille  en  croissant,  il  suHlt  que  les  va- 
riations des  potentiels  soient  positives,  ce  qui  donne 

n'c'y'>m\     et     «cV>m'V, 
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Si  cette  dernière  condition  est  réalisée  au  début  (et  l'on  voit 
qu'elle  ne  dépend  pas  de  l'électrisatiba  initiale),  ia  charge  de 
la  machine  ira  d'abord  en  croissant.  Tant  que  l'inégalité  se 
maintient  ensuite,  malgré  l'augmenta  tien  des  coefficients  m 
et  m',  la  charge  n'a  d'autre  limite  que  celle  qui  sera  déterminée 
par  la  production  des  étincelles. 

Si  l'inégalité  précédente  avait  lieu  en  sens  contraire,  la 
charge  irait  en  diminuant  et  deviendrait  rapidement  nulle. 

Lorsque  l'appareil  est  symétrique,  ia  condition  d'accrois- 
sement de  charge  se  réduit  à  nc^m.  Il  faut  donc  rendre  n 
aussi  grand  et  m  aussi  petit  que  possible. 

On  arrive  à  ce  résultat,  dans  les  machines  analogues  à 
celle  de  Holtz,  d'une  part  en  augmentant  la  vitesse  de  rota- 
tion des  plateaux,  d'autre  part  en  associant  les  conducteurs 
avec  deux  bouteilles  de  Leyde  réunies  en  cascade,  ce  qui 
fait  croître  leur  capacité  sans  augmenter  les  pertes  et,  par 
suite,  diminue  la  valeur  du  coefficient  m. 

148.  Débit  des  machines.  —  Ocelle  que  soit,  d'ailleurs,  la 
cause  extérieure  qui  limite  la  charge,  on  voit  que  toutes  ces 
machines  fonctionnent  comme  de  véritables  sources,  c'est-à- 
dire  comme  des  systèmes  capables,  par  le  jeu  de  leurs  pro- 
pres organes,  de  maintenir  un  conducteur  k  un  potentiel 
constant,  ou  de  maintenir  une  différence  de  potentiel  déter- 
minée entre  deux  conducteurs.  Ce  résultat  est  obtenu  quand, 
à  chaque  instant,  la  quantité  d'électricité  apportée  au  collec- 
teur est  égale  à  celle  qui  lui  est  enlevée,  soit  par  les  déper- 
ditions, soit  par  les  décharges  provoquées  d'une  manière 
quelconque  entre  ce  collecteur  et  le  sol. 

Quand  le  jeu  est  ainsi  régularisé,  soit  d'une  manière  con- 
tinue, soit  à  intervalles  périodiques,  le  débit  de  la  machine 
est  la  quantité  d'électricité  qui  est  mise  en  mouvement  par 
unité  du  temps. 

Dans  les  machines  à  addition,  il  est  évident  que  le  débit, 
toutes  choses  égales  d'ailleurs,  est  proportionnel  à  la  capa- 
cité du  transmetteur  et  au  nombre  des  opérations  effectuées 
pendant  chaque  unité  de  temps.  Si,  comme  pour  les  machines 
à  plateau,  le  transmetteur  fonctionne  d'une  manière  continue, 
le  débit  est  proportionnel  à  la  vitesse.  Plus  exactement,  le 
débit  est  proportionnel  à  la  surface  utilisée,  c'est-à-dire  k  la 
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surface  de  la  couronne  frottée  par  les  coussins  et  au  nombre 
de  tours  par  seconde. 

Ce  débit  est  ù  peu  près  indépendant  du  potentiel  maintenu 
sur  le  collecteur,  si  les  coussins  sont  réunis  au  sol,  ou  à 
la  différence  de  potentiel  des  deux  collecteurs,  si  les  coussins 
sont  eux-mêmes  isolés  et  réunis  à  un  collecteur,  comme  dans 
ia  machine  de  Naime;  le  débit  diminue  dès  que  la  différence 
de  potentiel  est  de  l'ordre  de  celle  qui  serait  capable  de  pro- 
voquer des  étincelles,  entre  les  mâchoires  et  les  coussins,  le 
long  de  la  surface  du  disque  tournant. 

Dans  les  machines  à  multiplication  les  phénomènes  ne  se 
passent  plus  d'une  manière  aussi  simple.  Toutefois  l'expé- 
rience montre  encore  qu'à  même  différence  de  potentiel  entre 
les  collecteurs,  le  débit  est  sensiblement  proportionnel  tt  la 
vitesse,  bien  qu'il  croisse,  en  général,  un  peu  plus  rapide- 
ment. Ce  débit  diminue  plus  vite  que  dans  les  machines  pré- 
cédentes quand  ou  fait  croître  la  différence  de  potentiel  des 
collecteurs. 
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PROPAGATION   DE  L'ÉLECTRICITÉ 

RÉGIME  PERMANENT 

149.  Théorie  d'Ohm-  —  Quand  on  établit  une  communica- 
tion métallique  entre  deux  conducteurs  isolés,  à  des  potentiels 
difTéreats,  l'équilibre  ne  peut  subsister,  l'électricité  positive 
va  du  corps  au  potentiel  le  plus  élevé  vers  celui  qui  a  le  po- 
tentiel le  pius  bas  ;  il  se  produit  un  flux  d'éleclricUé,  un  cou- 
rant électrique.  Si  les  deux  corps  ont  des  charges  limitées, 
l'équilibre  se  trouve  établi,  en  général,  au  bout  d'un  temps  très 
court,  qui  dépend  de  la  nature  et  des  dimensions  du  conduc- 
teur intermédiaire;  le  courant  est  alors  uanaÔ/e  avec  le  temps. 
Mais  si,  par  un  procédé  quelconque,  on  maintient  constante 
la  dilTérence  du  potentiel  des  deux  conducteurs,  un  régime 
permanent  s'établit  et  le  conducteur  intermédiaire  devient  le 
siège  d'un  courant  constant. 

L'analogie  des  courants  électriques  avec  les  flux  de  chaleur 
entre  deux  surfaces  isothermes  dans  un  milieu  conducteur  est 
manifeste  ;  elle  se  traduit  par  les  mêmes  fois  élémentaires. 

En  rappelant  les  principes  de  la  théorie  de  Fourier,  nous 
avons  vu  que  le  flux  de  chaleur  qui  traverse,  pendant  l'unité  de 
temps,  l'élément  dS  d'une  surface  isotherme  est  dirigé  suivant 
la  normale  n  à  la  surface  et  a  pour  expression,  en  appelant  k 
le  coeHicient  de  conductibilité  du  miUeu, 

an 

Le  signe  —  signifle  que  le  flux  de  chaleur  progresse  dans  lo 
sens  où  les  températures  décroissent. 
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Ohm  a  transporté  ce  même  mode  de  raisoûnement  dans 
l'étude  de  la  propagation  de  l'électricité.  Il  admet  que  tous  les 
points  d'un  conducteur  en  équilibre  sont  dans  un  même  état 
électrique,  à  la  même  tension;  lorsque  l'équilibre  n'a  pas  lieu, 
il  se  produit  des  échanges  d'électricité.  Dans  le  cas  général, 
la  tension  en  chaque  point  est  une  fonction  du  temps  et  des 
coordonnées;  mais,  si  une  cause  étrangère  maintient  une  dif- 
férence constante  entre  les  tensions  des  différentes  parties  du 
conducteur,  il  s'établit  dans  le  système,  au  bout  d'un  temps 
plus  ou  moins  long,  un  régime  permanent  pour  lequel  la  ten- 
sion en  chaque  point  devient  invariable. 

Ohm  admet,  en  outre,  qu'entre  deux  molécules  il  se  produit 
pendant  l'unité  de  temps  un  échange  d'électricité  proportionnel 
à  la  différence  des  tensions  et  à  une  fonction  de  la  distance 
telle  que  les  molécules  les  plus  voisines  aient  une  influence 
prédominante. 

Cette  hypothèse  est  identique  à  celle  de  Fourier.  Sans  qu'il 
soit  nécessaire  de  répéter  les  raisonnements,  il  en  résulte  que 
les  échanges  d'électricité  ont  lieu  normalement  aux  surfaces 
d'égale  tension.  Le  flux  d'électricité  dq  qui  traverse  pendant 
l'unité  de  temps  un  élément  dS  d'une  surface  de  niveau  est  pro- 
portionnel à  la  dérivée  de  la  tension  U  par  rapport  à  la  nor- 
male à  cette  surface  et  ce  flux  a  une  expression  de  la  forme 


d(/  = 


Le  coefficient  c  dépend  de  la  nature  du  milieu  et  peut  être 
appelé  coefficient  de  conductibilité  ou  conductivité  électrique  ; 

la  dérivée -j- 5  prise  en  signe  contraire,  est  la  force  électro- 
motrice  au  point  considéré. 

Dans  la  théorie  d'Ohm,  comme  dans  celle  de  Fourier,  on 
admet  que  la  direction  du  flux  est  constamment  parallèle  à  la 
direction  de  la  cause  qui  tend  à  le  produire,  et  par  conséquent 
indépendante  des  conditions  antérieures.  Cette  hypothèse  est 
incompatible  avec  la  notion  de  l'inertie  et,  par  suite,  avec  celle 
de  la  matérialité  de  ce  qui  constitue  le  flux. 

La  tension  est  un  état  particulier  du  milieu  en  vertu  duquel 
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l'électricité  tend  à  s'écouler  depuis  les  points  où  la  tension 
est  plus  élevée  vers  les  points  à  tension  plus  faible.  Ohm  pta- 
ralt,  dans  quelques  parties  de  ses  mémoires,  concevoir  une 
relation  trop  étroite  entre  la  densité  électrique  et  ta  tension, 
mais  il  indique  aussi  qu'on  pourrait  déterminer  la  tension  en 
un  point,  même  dans  l'état  variable,  en  reliant  ce  point  par  un 
fil  avec  un  électroscope  isolé,  auquel  cas  la  quantité  qu'on 
mesurerait  n'est  autre  chose  que  le  potentiel. 

150.  Hi^pothèse  de  Kirchhoff.  —  Pour  préciser  la  théorie 
d'Ohm  dans  les  idées  actuelles  sur  l'électricité,  il  suffit  donc 
d'admettre,  comme  l'a  fait  Kirchhoff  ('),  que  la  tension  et  le 
potentiel  sont  deux  fonctions  identiques. 

Il  résulte  de  cette  hypothèse  que  dans  un  système  de  con- 
ducteurs, reliés  entre  eux,  mais  non  en  équilibre  électrique, 
le  flux  d'électricité  en  chaque  point  est  proportionnel  à  la  dé- 
rivée du  potentiel  suivant  la  normale  à  la  surface  de  niveau, 
ou,  en  d'autres  termes,  proportionnel  au  champ  électrique  en 
ce  point,  c'est-ft-dire  à  la  résultante  des  actions  de  toutes  les 
masses  du  système  dans  leur  état  actuel. 

Plus  simplement  encore,  le  flux  d'éleclricilé  est  parallèle  et 
proportionnel  au  (lux  de  force. 

Sous  une  autre  forme,  on  peut  dire  que  l'hypothèse  consiste 
à  admettre  que  la  superposition  de  deux  états  d'équilibre  dy- 
namique, ou  de  régime  permanent,  est  un  nouvel  état  d'équi- 
libre, dans  lequel  le  flux  qui  traverse  un  élément  de  surface  est 
égal  à  la  somme  des  flux  relatifs  aux  deux  états  primitifs. 

Considérons,  en  effet,  deux  états  pour  lesquels  les  flux  d'élec- 
tricité qui  traversent  pendant  l'unité  de  temps  un  élément  de 
surface  d^  sont  AdS  et  A'rfS,  et  supposons  que  le  flux  relatif 
à  la  superposition  de  deux  états  sont  AffSH~A'(/S. 

Quand  on  superpose  ces  deux  états,  les  potentiels  s'ajoutent 
en  chaque  point;  il  en  est  de  même  pour  les  coipposantes  du 
champ  dans  une  direction  normale  à  l'élément  f^S  et  pour  le 
llux  de  force  correspondant. 

Si  les  états  primitifs  sont  identiques,  le  flux  d'électricité  est 
devenu  2A(£S  et  le  flux  de  force  est  aussi  doublé  ;  le  flux  d'élec- 
tricité est  donc  proportionnel  au  flux  de  force. 

(')  KmcKKor,  Pogg.  ^nn.,  t.  LXXVIII,  p.  506;  1810,  —  Ann.dech.et  dephyt., 
(3)  t.  LXI,  p.  496;  1854. 
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Lorsque  le  régime  permanent  est  établi,  le  potentiel  est  in- 
variable en  chaque  point,  et  le  flux  qui  traverse  un  élément  de 
surface  quelconque  est  constant.  Si  l'état  est  variable,  les  po- 
tentiels varient  avec  le  temps,  et  le  flux  qui  traverse  un  élé- 

d\ 
ment  de  surface  pendant  te  temps  dt  est  —  cdS  -r—  dt. 

151.  ÉlectrisatioQ  saperficielle  des  coadacteors.  —  Si  le  ré- 
gime permanent  est  atteint  pour  un  système  de  conducteurs, 
le  flux  d'électricité  que  reçoit  chaque  élément  de  volume  doit 
être  nul,  sans  quoi  le  potentiel  ne  pourrait  rester  invariable. 
Le  flux  de  force  étant  aussi  nul,  on  retrouve  l'équation  de 
La  place  : 

AV=o. 

Le  flux  de  force  est  d'ailleurs  égal  au  produit  de  4^  par  lu 
quantité  d'électricité  q  que  renferme  l'élément  de  volume  con- 
sidéré; donc  (/  =  o. 

Ainsi,  quand  un  système  de  conducteurs  est  arrivé  k  un 
régime  permanent,  la  densité  électrique  est  nulle  dans  tous 
les  conducteurs;  les  masses  électriques  qui  donnent  lieu  au 
potentiel  V,  et  dont  l'action  détermine  le  courant,  sont  donc 
entièrement  à  la  surface  des  conducteurs.  Ces  masses  ne  sont 
pas  en  équilibre  d'elles-mêmes  et  elles  produisent  en  chaque 
point  la  force  électromotrice  du  courant. 

Il  résulte  de  là  que  le  (lux,  quel  qu'il  soit,  s'il  a  une  exis- 
tence réelle,  n'est  pas  un  flux  d'électricité  libre.  Dans  l'hypo- 
thèse des  deux  fluides,  il  faudrait  admettre  qu'il  se  trouve  à 
chaque  instant,  dans  chaque  élément  de  volume  à  l'intérieur 
du  conducteur,  la  même  quantité  des  deux  électricités,  et  que 
celles-ci  se  meuvent  en  deux  courants  égaux  de  directions 
opposées;  c'est  une  conception  qui  paraît  assez  improbable. 
Dans  l'hypothèse  d'un  seul  fluide,  il  faudrait  considérer  chaque 
élément  comme  contenant  à  chaque  instant  la  quantité  normale 
d'électricité,  tout  en  supposant  que  celle-ci  se  déplace  en  tota- 
lité ou  en  partie. 

152.  GondactenrB  linéaires.  —  Loi  d'Ohm.  —  Considérons 
d'abord  un  fil  cylindrique  d'une  grande  longueur  par  rapport 
à  son  diamètre,  placé  dans  un  milieu  parfaitement  isolant,  et 
supposons  que  le  régime  permanent  soit  atteint. 
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S'il  n'y  a  aucune  perte  par  la  surface,  le  flux  d'électricité 
est  en  chaque  point  parallèle  aux  génératrices  'du  cylindre  ; 
les  surfaces  de  niveau  sont  donc  des  plans  perpendiculaires 
à  l'axe  du  fil.  Le  flux  qui  traverse  une  section  quelconque  du 
fil  pendant  l'uniié  de  temps  est  le  même  dans  toute  sa  lon- 
gueur ;  appelons  ce  flux  inlensilé  du  courant  et  désignons  le 
par  I.  Soit  V  le  potentiel  au  point  P  situé  à  une  distance  j; 
d'un  plan  fixe  normal  au  fil  et  S  la  section  du  fil. 

Le  potentiel  est  simplement  une  fonction  de  x  et  l'intensité 
a  pour  expression 

rfjr 

Comme  ce  flux  est  indépendant  de  .r,  il  en  résulte,  en  dési- 
gnant par  aelb  deux  constantes, 

j-~a,        et       \=ax+-b. 
Soient  Vi  et  Vi  les  valeurs  du  potentiel  aux  deux  points  A  et 


6  (fig.  35)  distants  de  l,  et  prenons  le  point  A  pour  origine  des 
coordonnées,  il  vient 

(■)  V  =  ï^x  +  V,; 

par  suite, 

, ,  .     ^y^-w    V,-V, 

(»)  ,  =  .S— ^  =  -^. 

Le  numérateur  V,  —  Va  =  e  de  la  dernière  fraction  est  la 
force  éleclromoirice  entre  les  points  AetB;  le  dénominateur 
est  la  résislance  r  du  fil  entre  ces  deux  points  et  l'on  peut  écrire 
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cS 
L'inverse -T-de  la  résistance  est  la  co/iiiuc/once  du  mfime  fil  {' ) 

Les  équations  (  i  )  et  (a^  montrent  que  : 

1°  Le  polentiei  décroît  en  progression  arithmétique  le  long 
du  fil,  dans  le  sens  de  la  propagation  du  courant; 

a°  Entre  fleux  points  A  et  B  l'intensité  du  courant  est  égale 
au  quotient  de  la  différence  du  potentiel  de  ces  deux  points 
parla  résistance  du  fil  intermédiaire. 

Ces  deux  énoncés  constituent  la  loi  d'Ohm. 

On  peut  remarquer  que  la  distribution  du  potentiel  et  le 
flux  d'électricité,  dans  le  cas  que  nous  venons  de  considérer, 
sont  identiques  à  la  distribution  des  températures  et  au  flux 
de  cbaleuf  qui  se  propage  dans  un  mur  homogène,  limité  par 
deux  plans  parallèles  maintenus  respectivement  à  des  tempé- 
ratures constantes. 

153.  Conducteurs  à  section  variable.  —  Nous  avons  supposé 
les  conducteurs  rectilignes,  mais  le  même  raisonnement  s'ap- 
plique évidemment  à  des  conducteurs  linéaires  contournés 
d'une  manière  quelconque,  le  flux  d'électricité  étant  en  chaque 
point  normal  à  la  section  droite  du  conducteur. 

Si  le  circuit  est  formé  de  portions  cylindriques  de  sections 
difTérentes  et  de  même  nature,  ajoutées  bouta  bout,  on  con- 
sidérera ces  différentes  parties  séparément. 

Soient  V|  et  V  les  potentiels  aux  extrémités  d'un  conducteur 
cyUndrique  de  résistance  /■,  V  et  Vj  les  potentiels  aux  extré- 
mités du  second  conducteur  de  résistance  r'.  Le  même  cou- 
rant passant  d'un  conducteur  à  l'autre,  on  a 

■  _V.-V'_V'-V,_V. -V,_     e 


L'intensité  du  courant  est  donc  en  raison  inverse  de  la 
somme  des  résistances  des  deux  conducteurs  entre  les  points 
extrêmes.  Cette  relation  est  évidemment  générale;  la  résistance 

t')  Pour  nous  conrormer  à  un  usage  qui  lend  à  se  géni^raliser,  noug  désigne- 
rons par  des  mois  terminés  en  ance,  lels  que  réiiilance,  conducUnce,  les  pro- 
priétés d'un  corps  de  dimensions  quelconques,  réservant  une  autre  liésincnce, 
risUticHi,  condaclivilé,  pour  les  propriétés  correspondanlos,  spécifiques  de  la 
nature  du  corps  et  rapportées  aux  unités  de 
Éleclr.  et  Magn.  —  i. 
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d'une  série  de  conducteurs  cylindriques  successifs  est  égale  k 
la  somme  des  résistances  de  tous  les  conducteurs. 

Enfin  si  la  section  S  varie  d'une  manière  continue,  la  résis- 
tance entre  deux  points  est  la  somme  des  résistances  relatives 
à  tous  les  éléments  de  longueur,  c'est-à-dire 


~cj  S" 


154.  La  résistance  d'un  conducteur  est  l'inTerse  d'une 
vitesse.  —  La  quantité  /-,  que  nous  avons  appelée  la  résistance 
du  conducteur,  est  proportionnelle  à  sa  longueur,  en  raison 
inverse  de  sa  section  et  de  la  conductivité  du  milieu. 

L'inverse  de  la  conductivité  c  représente  la  résistance  d'un 
cube  égal  à  l'unité  parallèlement  à  une  arête  ;  on  peut  l'appeler 
résistance  spécifique  ou  résistioité  du  conducteur. 

La  résistance  d'un  conducteur  est  une  grandeur  de  même 
nature  que  l'inverse  d'une  vitesse  en  mécanique. 

En  efTet,  dans  la  relation 

la  différence  de  potentiel  Vt  —  Vj  est  le  quotient  d'une  masse 
électrique  Q  par  une  longueur  a;  l'intensité  d'un  courant,  ou 
le  (lux  pendant  l'unité  de  temps,  est  le  rapport  de  la  quantité 
d'électricité  tf  qui  s'écoule  pendant  le  temps  t  au  temps  corres- 
pondant. On  a  donc 

a        t     '  q    a 

Le  quotient  des  quantités  d'électricité  Q  et  ?  étant  un  nom- 
bre abstrait,  et  le  rapport  -  une  vitesse,  la  résistance  r  est 

l'inverse  d'une  vitesse. 

On  peut  d'ailleurs  imaginer  une  expérience  dans  laquelle 
cette  vitesse  aura  une  signification  physique. 

Considérons  une  sphère  de  rayon  R  chaînée  d'une  masse  Q 
d'électricité  et  supposons  qu'on  mette  cette  sphère  en  commu- 
nication avec  le  sol  par  un  conducteur  de  résistance  r. 
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Le  potentiel  V  de  cette  sphère  est  égal  &  ^;  il  diminue  dès 

que  la  communicatioa  avec  le  sol  est  établie,  mais,  si  la  sphère 
se  contracte  en  même  temps  que  la  charge  diminue,  il  peut 
arriver  que  le  potentiel  reste  constant. 

Lorsque  cette  condition  est  réalisée,  les  deux  termes  de  la 
fraction  qui  représente  le  potentiel  varient  avec  le  temps  de 
manière  qu'on  ait  toujours  * 

RrfQ  =  QrfR. 

La  loi  d'Ohm  donne  aussi,  en  tenant  compte  de  cette  relation, 

par  suite, 

r~  dt' 

Ainsi  la  résistance  r  d'un  conducteur  peut  être  considé- 
rée comme  l'inverse  de  la  vitesse  constante  -7- aveclaquelle 

ou  doit  faire  décroître  le  rayon  d'une  sphère  pour  que  son 
potentiel  conserve  une  valeur  invariable,  malgré  la  perte 
d'électricité,  quand  on  la  fait  communiquer  avec  le  sol  par  le 
conducteur  considéré. 

155.  Réseaux  de  condacteura.  —  Règles  de  Eirchhoff.  — 
Supposons  que  des  conducteurs  linéaires,  de  natures,  de  lon- 
gueurs et  de  sections  difîérentes,  soient  réunis  les  uns  aux 
autres  par  des  liaisons  complexes;  le  partage  du  courant  entre 
ces  différents  conducteurs,  lorsque  le  régime  permanent  est 
établi,  doit  satisfaire  aux  deux  conditions  suivantes  qui  se 
déduisent  immédiatement  de  la  loi  d'Ohm. 

1°  Si  plusieurs  conducteurs  aboutissent  à  un  même  point,  la 
somme  algébrique  des  intensités  des  courants  sur  chacun  d'eux, 
comptées  à  partir  de  ce  point,  est  nulle. 

En  effet,  puisqu'il  ne  peut  y  avoir  accumulation  d'électricité 
au  point  considéré,  qui  forme  un  des  nœuds  du  réseau,  il  faut 
que  la  quantité  d'électricité  apportée  par  une  partie  des  cou- 
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ducleurs  soit  égaie  à  celle  qui  est  emportée  par  les  autres 
pendaut  le  même  temps;  on  doit  donc  avoir 

(3)  2,-  =  o. 

2°  Si  plusieurs  conducteurs  forment  un  polygone  fermé,  la 
somme  des  produits  de  la  résistance  de  chaque  conducteur  par 
l'inlensilé  du  courant  qui  le  traverse  est  nulle.  On  a  alors 

(4)  2::>  =  o. 

Considérons,  en  effet,  une  série  de  conducteurs  de  résis- 
tances a,  b,  c, /  (flg.  36),  qui  forment  les  côtés  d'un  poly- 


^k 


Fis,  36. 

gone  fermé,  dont  les  sommets  A,  B,  C, L  sont  les  points 

d'attache  à  d'autres  conducteurs  du  réseau.  Désignons  par 

A,  B, Z- les  potentiels  aux  sommets  respectifs  et  par  ût,  0, 

Y, X  les  intensités  des  courants  successifs,  comptés  positi- 
vement quand  on  parcourt  le  circuit  dans  un  sens  déterminé. 
Ces  intensités  ne  sont  pas  égales  entre  elles,  à  cause  des  cou- 
rants que  peuvent  emporter  ou  amener  les  autres  conducteurs. 
On  aura,  pour  les  conducteurs  successifs, 


-B,     b^^B  —  C, 


l'K 


Ajoutant  toutes  ces  équations  membre  à  membre,  les  po- 
tentiels disparaissent  et  il  reste 


156.  Courants  dérivés.  —  Pont  de  Wheatstone.  —  Considé- 
rons le  cas  où  le  circuit  se  divise  en  arcs  multiples,  entre 
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deux  points  A  et  B  (fig.  3^).  Soit  I  l'intensité  du  courant  avant 

le  point  A  et  après  le  point  B,  a,  b, l  les  résistances  des 

conducteurs,  a,  ^, X  les  intensités  respectives  des  courants. 


et  enfin  R  la  résistance  du  circuit  unique  qui  équivaudrait  au 
circuit  multiple  entre  les  deux  mêmes  points.  On  aura 


Remplaçant  les  intensités  a,  g, dans  la  première  équa- 
tion par  leurs  valeurs  tirées  des  suivantes  en  fonction  de  IR, 
il  reste 


Ainsi  l'inverse  de  la  résistance  dan  faisceau  de  conducteurs 
aboutissant  aux  mêmes  points  est  égale  à  la  somme  des  inverses 
des  résistances  des  différents  conducteurs  séparés;  en  d'autres 
termes,  la  condactance  du  faisceau  est  égale  à  la  somme  des 
eonduclances  des  différents  conducteurs  qui  le  constituent, 
ce  qui  était  évident. 

L'une  des  applications  les  plus  importantes  correspond  au 
problème  du  Pont  de  Wheatslone. 


Un  quadrilatère  ADBD'  (fig.  38)  est  formé  par  quatre  con- 
ducteurs dont  les  résistances  sont  respectivement  a,  b,  b'  eia'; 
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l'une  des  diagonales  DD'  renferme  la  résistance^.  Enfin  un 
courant  I  aboutissantau  point  A  traverse  le  réseau,  où  les  cou- 
rants dans  les  difFérentes  parties  sont  a,  a',  &,  P'  et  y,  pour 
émaner  ensuite  du  point  B  avec  l'intensité,  primitive.  En  ap- 
pliquant les  règles  précédentes  aux  nœuds  du  réseau  et  aux 
circuits  fermés,  on  obtient 

gy  =  a'a'-aa  =  b^-b'^'. 

Il  n'y  a  en  réalité  que  cinq  équations  distinctes,  lesquelles 
permettent  de  déterminer  les  courants  dans  les  cinq  branches 
du  réseau  en  fonction  du  courant  principal  I  et  des  différen- 
tes résistances. 

Lorsque  les  potentiels  ont  les  mêmes  valeurs  aux  nœuds  D 
et  D',  le  courant  dans  la  diagonale  est  nul.  On  a  alors  y  =  o, 
a  =  è,  a'=^',  et  les  dernières  équations  donnent 

a'      X       g     -i' 


Pour  que  le  courant  soit  nu!  dans  la  diagonale  DD',  c'est- 
à-dire  que  le  pont  soit  équilibré,  il  suffit  donc  que  les  résis- 
tances des  côtés  du  quadrilatère  satisfassent  à  la  condition 

—•  =  -p       ou     ab  =oa  . 

157.  Circuits  linéaires  hétérogènes.  —  L'existence  des 
forces  electromotrices.de  contact  entre  les  métaux  modifie  un 


rig.  39. 

peu  l'expression  de  la  loi  d'Ohm.  Considérons 'deux  points  ?< 
et  Pi  (fig.  39)  séparés  par  deux  conducteurs  différents  A  et  B 
dont  les  résistances  sont  a  e\.b.  Soient  V|  et  Vi  les  potentiels 
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aux  points  P,  et  Ps,  A  et  fi  les  potentiels  au  point  P,  de  part  et 
d'autre  de  la  surface  de  séparation  des  métaux.  L'intensité 
du  courant  de  P|  en  P3  est 


_V, - 


_  g -y,  _  V. -V,-i-g- 


Désignant  par  H^a  l'élévation  brusque  qu'éprouve  le  poten- 
tiel entre  les  métaux  A  et  B  quand  on  suit  le  courant,  c'est-à- 
dire  ta  force  électromotrice  de  contact  B  —  A^B|A  des  con- 
ducteurs B  et  A,  on  peut  écrire 


I^ 


V, -Va  +  H„i 


Supposons  maintenant  qu'un  circuit  fermé  soit  composé  de 
conducteurs  différents  A.  B,  C....,  L  (fig.  4o). 


Fig.  4»- 

Appelons  a,  b,  c, /,  les  résistances  des  différents  con- 
ducteurs, A  et  A',  B  et  B' les  potentiels  successifs  aux  ex- 
trémités de  chacun  d'eux,  en  suivant  te  contour  dans  un  sens 
déterminé,' el  représentons  de  même  par 


H„i^5-A',    Ilt^: 


-B', 


.  ii,„^A  —  L', 


les  forces  étectromotrices  de  contncl  successives. 

S'il  existe  un  courant  dans  le  circuit,  son  intensité  est  la 
même  dans  toutes  les  branches  et  l'on  a 


a-hb-i-f    \-l  a-\-b  +  c-^ -i-l  ' 
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Le  numérateur  de  la  dernière  fraction  est  la  somme  algé- 
brique !S  H  des  forces  électromotrices  de  contact  dans  la  chaîne 
des  conducteurs  ;  c'est  la  force  électromotrice  E  du  circuit.  Le 
dénominateur  est  la  somme  des  résistances,  ou  la  résistance 
totale  R  du  circuit.  Oa  a  donc 

Lorsque  le  circuit  ne  renferme  que  des  métaux  à  la  même 
température,  la  loi  des  tensions  de  Volta  est  applicable  et  la 
force  électroraotrîce  est  nulle.  Si  la  température  n'est  pas  uni- 
forme, ou  plus  généralement  s'il  e,\isle  des  corps  de  la  seconde 
classe,  la  force  électromotrice  E  a  une  valeur  déterminée. 

158.  Réseaux  renfermant  des  forces  électromotrices.  — 
Lorsque  les  circuits  renferment  des  forces  électromotrices, 
la  première  règle  de  Kirchhoff  n'est  pas  modifiée. 

En  effet,  ta  somme  des  quantités  d'électricité  qui  émanent 
d'un  point  où  aboutissent  différents  conducteurs  est  toujours 
nulle,  dans  l'état  permanent,  car  ce  point  ne  peut  être  ni  une 
source  indéfînie  d'électricité,  ni  un  centre  d'absorption. 

La  règle  relative  aux  circuits  fermés  doit  être  interprétée 
autrement.  Supposons  que,  dans  le  circuit  précédent  (fig.  4o), 
les  sommets  du  polygone  correspondent  aussi  bien  à  un 
changement  de  métal  qu'à  un  embranchement  avec  d'autres 
conducteurs.  L'intensité  du  courant  n'est  plus  la  même  sur 

chacune  des  branches  du  circuit  ;  désignant  para,  ^, X  tes 

intensités  sur  les  différents  conducteurs  entre  deux  points 
successifs  de  contact  ou  d'embranchement,  on  a  encore 

aa  =  A~A',     b'(.-B  —  B\     ......     l\  =  L-L', 

et,  par  suite, 

(6)  ax-hb^-h -l-A  =  S(>=2H=rE. 

Ainsi,  dans  un  circuit  fermé,  la  somme  des  produils  de  la 
résistance  de  chaque  conducteur  par  l'intensité  da  courant 
correspondant  est  égale  à  la  somme  algébrique  des  forces 
électromotrices  du  circuit. 
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Cette  somme  est  nulle  si  te  circuit  est  formé  de  conduc- 
teurs de  môme  nature,  ou  de  métaux  à  la  même  température, 
puisque  ces  derniers  obéissent  à  la  loi  des  tensions. 

Les  deux  relations  (j)  et  (6)  fournissent  les  équations  né- 
cessaires à  la  détermination  des  intensités  dans  les  diverses 
branches  du  circuit.  Toute  modification  dans  les  résistances 
ou  les  forces  électromolrices  qui  n'apportera  aucun  change- 
ment dans  les  équations  sera  évidemment  sans  influence  sur 
l'intensité  des  courants.  Ainsi  : 

■  "On  peut  modifier  il  volonté  la  résistance  d'une  branche 
dans  laquelle  l'intensité  est  nulle  et  déplacer  une  force  élec- 
tromotrice sur  une  branche; 

3*  On  peut  introduire  dans  tous  les  conducteurs  qui  abou- 
tissent à  un  même  nœud  des  forces  électroraotrices  égales  et 
tendant  à  produire  des  courants  qui  s'approchent  ou  s'éloi- 
gnent en  même  temps  du  nœud  considéré,  ces  forces  électro- 
motrices s'annulant  deux  à  deux  dans  tous  les  contours 
fermés  qui  passent  par  le  nœud; 

3'  S'il  existe  dans  une  branche  une  force  électromotrice  e 
dirigée  vers  un  nœud,  on  peut  l'annuler  par  une  force  électro- 
motrice  —  e  émanant  du  nœud,  à  condition  d'ajouter  la  même 
force  électromotrice  e  émanant  du  nœud  sur  toutes  les  bran- 
ches qui  aboutissent  à  ce  nœud.  En  d'autres  termes,  quand  on 
déplace  une  force  électromotrice  de  manière  à  lui  faire  fran- 
chir un  nœud,  il  faut  ia  remplacer  par  une  force  électromo- 
trice égale  et  de  même  sens  général  sur  chacune  des  autres 
branches  du  nœud  ('). 

159.  Conducteurs  de  lorme  quelconque.  —  Électrodes.  — - 
L'analogie  de  la  conductibilité  électrique  avec  la  conducti- 
bilité calorifique,  et  de  cette  dernière  avec  les  phénomènes 
d'électricité  statique,  nous  permet  d'établir  directement  quel- 
ques théorèmes  relatifs  à  la  propagation  de  l'électricité. 

Considérons  d'abord  un  milieu  unique,  isotrope  et  indéfini. 
Supposons  que,  pour  les  trois  ordres  de  phénomènes  diffé- 
rents, la  température  d'une  part  et  le  potentiel  d'autre  pari 
soient  maintenus  constants  sur  différentes  surfaces  fermées 
S),  Sî, S„,  et  que,  sur  chacune  des  surfaces,  les  tempéra- 

(I)  BiAKESLEY,  Proc.  of  Ihe  Phy.  Son.  Loruion,  vol,  XIII,  pi.  I.  p.  C5.  IKOi. 
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tures  et  les  potentiels,  t,  et  V,,  t^  et  Vï soient  représentés 

par  les  mêmes  nombres  ou  par  des  nombres  proportionnels. 
Dans  le  problème  calorifique,  ces  surfaces  représenteront  les 
sources  de  chaleur  ;  dans  le  problème  d'électricité  statique, 
ce  sont  les  conducteurs;  dans  le  problème  de  la  propagation 
de  réleclriciti,  on  les  appelle  les  électrodes. 

La  température  et  le  potentiel  en  un  point  quelconque  du 
milieu  sont  des  fonctions  des  coordonnées  définies  par  la 
condition  que  ces  fonctions  prennent  des  valeurs  déterminées 
sur  les  surfaces  limites  et  satisfassent  dans  l'intei-valle  de  ces 
surfaces  à  la  condition 

A(  =  o      ou      AV  =  o. 

La  température  et  le  potentiel  auront  donc  en  chaque  point 
des  valeurs  égaies  ou  dans  un  rapport  constant.  Les  surfaces 
isothermes  et  les  surfaces  de  niveau  électrique  seront  identi- 
ques dans  toute  l'étendue  du  milieu.  Les  flux  de  chaleur,  de 
force  et  d'éieciricité,  suivent  les  mêmes  chemins  et  sont  pro- 
portionnels entre  eux. 

D'après  cela,  toutes  les  fois  qu'un  problème  de  propagation 
uniforme  de  la  chaleur  ou  d'équilibre  électrostatique  aura  été 
résolu,  le  problème  correspondant  de  propagation  électrique 
à  l'état  permanent  se  trouvera  résolu  de  la  même  manière. 

Nous  avons  vu,  en  particulier,  que  si  on  se  donne  les 
potentiels  V,,  Va..,  Vb  sur  les  surfaces  fixes  S,,  S»..,  S„,  c'est- 
à-dire  les  potentiels  des  différents  conducteurs  dans  l'air,  le 
potentiel  est  défini  en  chaque  point  du  milieu  et  le  problème 
d'équilibre  n'a  qu'une  solution.  De  même,  si  le  milieu  diélec- 
trique est  remplacé  par  un  milieu  conducteur,  et  que  les 
potentiels  soient  maintenus  constants  sur  les  mêmes  sur- 
faces Si,  Sg...,  Sn,  le  flux  d'électricité  est  déterminé  en  chaque 
point  et  l'état  permanent  est  unique. 

Supposons  maintenant  que  deux  diélectriques,  de  pouvoirs 
inducteurs  K,  et  Kj,  soient  séparés  par  une  surface  S.  Le  flux 
d'induction  étant  le  même  de  part  et  d'autre  de  la  surface,  la 
condition  de  continuité  est,  en  comptant  la  normale  n  à  la 
surface  dans  le  même  sens  pour  les  deux  milieux. 
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Si  l'on  remplace  les  diélectriques  par  des  conducteurs  dont 
les  conductivités  soient  ci  et  cj,  le  (lux  d'électricité  est  encore 
le  même  de  part  et  d'autre  de  la  surface  S,  ce  qui  donne 

c,  -j— =ca  — 

on  on 

Si  donc,  dans  un  phénomène  électrostatique  renfermant  des 
diélectriques  dont  les  pouvoirs  inducteurs  sont  K|,  Kj,  ...  Kn, 
on  remplace  les  diélectriques  par  des  milieux  dont  les  con- 
ductivités Cl,  ca,  ...  Ca  soient  respectivement  proporlionnelles 
aux  pouvoirs  inducteurs  correspondants,  le  flux  d'électricité 
en  chaque  point  sera  proportionnel  au  (lux  d'induction  du 
système  électrostatique  corrélatif. 

Ainsi,  tous  les  problèmes  qui  ont  été  résolus  en  électrosta- 
tique pour  un  ensemble  de  diélectriques  fournissent  aussi  la 
solution  de  problèmes  correspondants  relatifs  à  la  propagation 
de  l'électricité.  Tels  sont,  par  exempte,  les  cas  suivants  : 

Sphères  concentriques  (50  et  135). 

Cylindres  à  section  circulaire,  concentriques  (57)  ou  ex- 
centriques (122). 

Plans  parallèles  (58). 

Condensateurs  fermés  à  épaisseur  constante  (56). 

160.  Conducteurs  non  homogènes.  —  On  a  vu  aussi  (128) 
qu'en  assimilant  un  diélectrique  à  un  milieu  de  pouvoir  induc- 
teur K|,  dans  lequel  seraient  disséminées  de  petites  sphères 
de  pouvoir  inducteur  Kj,  dont  l'ensemble  des  volumes  est 
une  fraction  k  de  l'espace  général,  le  milieu  ainsi  constitué  se 
comporte  comme  un  diélectrique  homogène  dont  le  pouvoir 
inducteur  K  serait  représenté  par 

K-K   Ka-H2K.-t-aA(K,-K.) 
'^—'^'  K,-|-2K,-A(K,-K,)  ■ 

Dans  des  conditions  analogues,  la  conductivité  moyenne 
d'un  milieu  de  conductivité  c,,  renfermant  de  petites  sphères 
de  conductivité  cj,  a  pour  expression 

__        Ca-h2C,  +  2/l(Ci  — c,) 

~    '    c, -t-ac,  —  A(c,  —  c,) 
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Lorsque  la  conductivité  cj  des  sphères  est  très  grande  par 
rapport  à  £,,  il  reste 

H-aA 

161.  Conducteurs  à  deux  dimeuBions.  —  Les  considérations 
qui  précèdent  s'appliquent  aux  milieux  indéfinis.  Rien  n'est 
évidemment  changé  si  on  limite  le  milieu  conducteur  par  une 
surface  formée  tout  entière  par  des  lignes  de  flux  du  système 
indéfini.  Pour  un  conducteur  limité  situé  dans  un  milieu 
isolant,  la  surface  extérieure,  quelle  qu'elle  soit,  est  toujours 
parallèle  aux  lignes  de  flux  et  par  conséquent,  si  le  milieu  est 
isotrope,  normale  aux  surfaces  de  niveau. 

Tel  est  le  cas  de  la  propagation  de  l'électricité  dans  une 
plaque  mince,  que  l'on  peut  considérer  comme  un  conducteur 
à  deux  dimensions.  Les  lignes  d'égal  potentiel  se  détermine- 
ront expérimentalement  par  la  condition  qu'aucun  courant 
ne  s'établisse  dans  un  fil  extérieur  dont  une  des  extrémités 
est  mise  e.n  communication  avec  un  point  fixe  de  la  plaque, 
tandis  que  l'autre  est  déplacée  dans  son  plan.  Les  résultats 
donnés  par  l'expérience  sont  en  parfaite  concordance  avec 
ceux  qu'on  déduit  des  formules  de  Fourier  et  apportent  une 
nouvelle  confirmation  de  l'analogie  qui  existe  entre  les  deux 
ordres  de  phénomènes. 

S'il  n'y  a  aucune  perte  par  le  milieu  extérieur,  l'équation 
de  Laplace,  en  dehors  des  électrodes,  devient 

et  la  dérivée  du  potentiel  suivant  la  normale  est  nulle  en 
chaque  point  du  contour  de  la  plaque. 

Ce  problème  se  confond  avec  celui  de  l'équilibre  électrique 
dans  le  cas  d'une  distribution  cylindrique  (119  et  suiv.).  Dans 
un  plan  traversé  normalement  en  des  points  A,,  A»,  Aj..  par 
des  lignes  parallèles  de  densités  >.<,  À.,,  X,...,  le  potentiel  en 
un  point  P,  situé  à  des  distances  t\,  r^,  r-,...  de  ces  lignes, 
avait  pour  expression 
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Le  flux  de  force  émis  par  l'une  de  ces  lignes  dans  la  couche 
d'épaisseur  «  comprise  entre  deux  plans  parallèles,  perpen- 
diculaires à  la  ligne  considérée,  est  4''^'Ks. 

Dans  le  problème  de  propagation,  si  l'on  considère  les 
mêmes  portions  de  lignes  comme  des  sources  d'électricité, 
c'est-à-dire  comme  des  électrodes,  les  flux  d'électricité  ou  les 
intensités  des  courants,  sont 

Ii  =  c4t:X3£, 


Remplaçant  les  a  par  leurs  valeurs  tirées  de  ces  équations, 
l'expression  du  potentiel  en  P  devient 

V  =  C--2iilI'  =  C"--J-yiJ£.r. 
■^J  27:ca  2t:cs  ^J 

Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  de  deux  électrodes 
A,  et  As  fournissant  des  courants  i  et  —  j  égaux  et  de  signes 
contraires  ;  on  a  alors 


Les  lignes  de  flux  sont  des  segments  de  cercle  passant  par 
les  deux  points  A  et  A'  (flg.  Zt);  les  lignes  de  niveau  sont  des 
circonférences  ayant  leurs  centres  sur  la  ligne  A  A'  et  telles 
que  ces  deux  points  soient  conjugués  par  rapporta  chacune 
d'elles.  H  est  évident,  d'après  la  remarque  faite  plus  haut, 
que  te  problème  restera  le  même  si,  au  Heu  d'une  plaque 
indéSoie,  on  considère  une  plaque  circulaire  ayant  les  deux 
électrodes  sur  sa  circonférence,  ou  encore  une  plaque  quel- 
conque comprise  entre  deux  segments  circulaires  passant 
par  les  points  A  et  A'. 

162.  Calcul  des  résistances.  —  Quel  que  soit  le  conduc- 
teur que  l'on  considère,  les  surfaces  de  niveau  étant  déter- 
minées, on  peut  toujours  le  supposer  divisé,  par  deux  séries 
de  surfaces  parallèles  aux  lignes  de  flux,  en  filaments  inlini- 
mentdélîés,  dont  chacun  propage  un  tube  deflux  et  est  assimi- 
lable à  un  fil  conducteur  de  section  variable.  L'ensemble  du 
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système  constitue  un  faisceau  de  conducteurs  (156)  entre  les 
deux  électrodes;  la  conductance  totale,  ou  l'inverse  de  la 
résistance,  est  la  somme  des  conductances  de  tous  les  fila- 
ments ou  des  inverses  de  leurs  résistances. 

Le  calcul  sera  en  général  très  compliqué  ;  mais,  si  l'on 
connaît  par  expérience  la  difTérence  des  potentiels  sur  les 
deux  électrodes  et  le  flux  d'électricité  correspondant,  on  en 
déduira  la  résistance  totale  du  milieu  conducteur  par  la  for- 
mule d'Ohm. 

Prenons  comme  exempte  le  cas  de  deux  électrodes  A|  et  At 
dans  un  milieu  indéfini.  Nous  pouvons  supposer  que  ces  élec- 
trodes sont  de  petites  sphères  de  rayon  p.  Soient  V,  et  Vj 
leurs  potentiels  et  I  la  valeur  absolue  du  flux  d'électricité  qui 
correspond  à  chacune  d'elles.  Si  le  rayon  p  est  négligeable 
par  rapport  à  la  distance  A,Ai,  le  potentiel  au  voisinage  des 
sphères,  dans  le  système  électrostatique  correspondant,  est 
en  raison  inverse  de  la  distance  ;■  au  centre.  Pour  la  surface 
même  des  sphères,  on  peut  donc  écrire 


et  la  force  électrostatique  cstF=-j- 
L'intensité  du  courant  devient  alors 

I  =  ai:cp(V,-V,). 
La  résistance  totale  R  du  milieu  serait 


Le  même  raisonnement  convient  au  cas  d'un  milieu  indéfini 
d'uD  côté  et  terminé  de  l'autre  par  un  plan  sur  lequel  seraient 
placées  deux  électrodes  hémisphériques  A(  et  Aj  ;  la  résistance 
serait  alors  double  de  la  précédente. 

Il  est  digne  de  remarque  que  la  résistance  ainsi  calculée  ne 
dépende  que  des  dimensions  des  électrodes  et  de  la  nature 
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du  milieu,  sans  que  la  distance  des  électrodes  intervienne. 
Ce  cas  peut  être  considéré  comme  correspondant  à  celui  de 
la  terre,  lorsque  deux  points  du  sol  sont  en  communication 
avec  des  électrodes  maintenues  à  des  potentiels  égaux  en  va- 
leurs  absolues  et  de  signes  contraires. 

163.  Distribntion  de  l'électricité  sur  lesconductears  linéaires. 
—  Lorsque  le  régime  est  permanent,  la  densité  étant  nulle  à 
l'inlérieur  des  conducteurs  (151),  le  potentiel  est  dû  unique- 
ment à  l'étectricité  qui  existe  sur  la  surface  ;  cette  couche 
électrique  est  distribuée  suivant  une  loi  qu'on  peut  déter- 
miner dans  quelques  cas  simples. 

Considérons  un  fd  cylindrique  rectiligne,  de  diamètre  très 
petit  relativement  à  sa  longueur,  et  dont  tous  les  points  sont 
dans  des  conditions  identiques  par  rapport  aux  conducteurs 
voisins.  Si  ce  lit  était  électrisé  et  en  équilibre,  la  distri- 
bution de  la  couche  superficielle,  à  quelque  distance  des 
extrémités,  serait  uniforme,  c'est-à-dire  que  toute  portion  de 
surface  comprise  entre  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe 
et  à  l'unité  de  distance  porterait  une  même  quantité  d'élec- 
tricité :  soit  A  cette  quantité,  qu'on  peut  appeler  la  densité 
linéaire  du  fil. 

Le  potentiel  V  du  fil  est  d'ailleurs  proportionnel  à  la  charge 
totale  et,  par  suite,  à  la  charge  de  chaque  unité  de  longueur. 
On  peut  donc  écrire 

expression  dans  laquelle  le  coefficient  A  désigne  une  quantité 
constante,  qui  dépend  de  la  section  du  fil  et  de  la  position  des 
conducteurs  extérieurs. 

La  proportionnalité  du  potentiel  à  la  densité  en  chaque 
point  ne  peut  pas  être  considérée  comme  une  propriété  gé- 
nérale, mais  cette  proportionnalité  paraît  évidente  pour  les 
câbles  où  le  fil  conducteur  est  entouré  d'une  couche  diélec- 
trique d'épaisseur  constante  enveloppée  elle-même  d'un  con- 
ducteur en  communication  avec  le  sol.  Les  différentes  por- 
tions du  fil  sont  alors  sans  action  appréciable  les  unes  sur 
les  autres  et  le  potentiel  en  chaque  point  est  dû  seulement 
aux  masses  électriques  les  plus  voisines.  Si  on  appelle  y  la 
capacité  de  l'unité  de  longueur  du  fil,  c'est-à-dire  la  charge 
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qui  correspondrait  à   l'unité  de  polentiei,  la  charge  d'une 
longueur  d.r  au  potentiel  V  sera  égale  à  ';\d.r. 

164.  Pertes  par  la  sarface.  —  Considérons  encore  un  fil 
cylindrique  traversé  par  un  courant  et  supposons  le  régime 
permanent  établi,  mais  avec  déperdition  d'électricité  par  la 
surface.  Le  flux  n'est  plus  parallèle  à  Taxe  dans  toute  l'étendue 
d'une  section  normale;  il  tend  à  devenir  perpendiculaire  au 
iil  au  voisinage  immédiat  du  contour.  Les  surfaces  de  ni- 
veau S,  S'  {fig.  4i)  sont  encore  planes  dans  leur  plus  grande 


Fig.  4i. 

étendue,  mais  eltes  s'infléchissent  sur  les  bords  pour  se  rac- 
corder finalement  avec  la  surface  extérieure  du  fd. 

La  résistance  extérieure  d'une  portion  du  fil  est  évidem- 
ment en  raison  inverse  de  sa  longueur  et  celle  de  l'élément  dj- 

peut  être  représentée  pai"  J^.  p'  désignant  la  résistance  dans 

le  milieu  relative  à  l'unité  de  longueur.  La  perte  d'électricité 

par  la  surface  qui  correspond  à  l'élément  dj-  est  le  quotient 

V  ' 
du  potentiel  V  par  la  résistance,  c'est-à-dire    ,  dj: 

Lorsque  le  régime  permanent  est  établi,  le  Hux  d'électricîlé 
qui  pénètre  par  la  surface  S  de  l'élément  de  volume  de  lon- 
gueur dj:  doit  être  égal  k  la  somme  des  flux  qui  sortent  par 
la  surface  opposée  S'  et  par  la  surface  latérale,  ce  qui  donne 


„rfV  ^fd\      d-^\,  \       ,    .  , 

d.»"      t-Sp' 
Le  produit  cS  représente  aussi  l'inverse  de  la  résistance  p 
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du  fii  par  unité  de  longueur  ;  en  posant  3*  =    „  ,  =  -, ,  il  vient 

C'est  l'équation  difTérenlielle  de  Fourier  relative  à  la  pro- 
pagation de  la  chaleur  dans  une  barre  cylindrique,  en  tenant 
compte  du  rayonnement  par  la  surface.  L'intégrale  de  cette 
équation  peut  être  mise  sous  la  forme 

Pour  déterminer  les  constantes  A  et  B,  ii  suffit  de  connaître 
les  potentiels  V,  et  Vi  en  deux  points  P„  et  Pi  situés  à  une 
distance  /.  Le  potentiel  en  un  point  P  situé  à  une  distance  x 
de  P„  et  /  —  X  oujf-  de  Pi,  a  pour  valeur 

'>  '  'e^'—e^'  e>' —  e   " 

Si  le  point  P,  est  au  sot,  on  a  V,  — o  et,  par  suite, 

(9)  v=v.î;;^:. 

Si  le  fil  est  indéfini,  la  constante  A  est  nulle;  on  a  alors 

L'intensité  du  courant  I  dans  le  fil  a  pour  expression 

i    dV_     I      V„ (g»'+  e-^y)  — Vt {e^^-j-e-f) 

et  la  perte  latérale  i  par  unité  de  longueur 

.__ûri_^^_V  - 

d.r      p  dx'      p* 

Lorsque  te  point  P|  communique  au  sol,  on  a 


Élecir.  el  Magn.  —  l. 
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et,  quand  le  fil  est  indéfini, 


\/pp' 


Dans  ce  dernier  cas,  la  constante  I„  représente  l'intensité  du 
courant  à  l'origine  du  tîl. 

165.  Résistance  d'un  condncteor  avec  perte  latérale.  — 
D'après  l'équation  (m),  la  résistance  totale  R  que  doit  vain- 
cre le  courant  électrique  depuis  le  point  i*  jusqu'au  sol,  en 
tenant  compte  des  dérivations,  a  pour  expression 


R^ 


y/pc' 


•tx-i-e-tr 


Considérons,  comme  problème  plus  général,  un  fil  continu 

dont  différents  points  P|.  Pi,  P, communiquent  au  sol  par 

des  conducteurs  de  résistance  p,,  pj,  p, Appelons  R,  la  ré- 
sistance totale  depuis  le  point  P,  jusqu'au  sol,  Ri  la  résistance 

à  partir  du  point  Pi ,  etc.;  enfin  r,,rs,rt les  résistances 

du  fil  entre  les  points  de  contact  successifs  P,  et  Pi,  Pi  et 
Pj,....  A  partir  du  point  P|,  la  conductancc  totale  est  égale 
il  la  somme  des  conductances  que  présentent  les  difTérents 
chemins,  ce  qui  donne  l'équation 

On  aurait  une  suite  d'équations  analogues,  et  Unaiement 


C'est  le  cas  des  fils  télégraphiques  aériens  quand  on  veut 
tenir  compte  de  la  dérivation  par  les  poteaux. 
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Si,  la  dérivation  étant  continue,  on  appelle  R  la  résistance 
à  partir  du  point  P,  R  — tfR  la  résistance  à  partir  du  point 
voisin  P'  à  la  distance  dx,  les  coeflicients  ç  et  p'  ayant 
les  mêmes  significations  que  dans  le  problème  précédent, 
l'équation  (la)  devient 

I  tLr  I 

R~y  """ft^-l-R-^R' 

_prf.r  — rfR 


prfj-  +  R  — rfR 
rfR  rf.r 


PP'-R^      ?' 
L'intégrale  de  cette  équation  est 

R-x/pp' 


La  constante  C  est  déterminée  par  les  conditions  limites.  Si 
la  résistance  est  R|  à  partir  du  point  où  .1  =  1,  on  en  déduit 


R  +  VPp'_R.  +  V'?p' 

R  —  v'pp'    R'-~v?p' 


RÉGIME    VARIABLE 

166.  Application  des  tormoleB  de  Fourier.  —  Le  problème 
de  la  propagation  de  l'électricité  dans  un  conducteur,  lors- 
qu'on n'atteint  pas  un  régime  permanent,  par  exemple  dans 
le  cas  de  la  décharge  d'une  batterie  par  un  fd,  présente  de 
grandes  difficultés. 
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Le  flux  d'électricité  qui  pénètre  dans  un  élément  de  volume 
n'est  pas  nul,  puisque  la  charge  est  variable  avec  le  temps; 
mais  on  ne  peut  plus  dire  à  priori  si  la  densité  intérieure 
varie,  ou  bien  si  elle  reste  encore  nulle,  l'accroissement  de  la 
charge  se  faisant  seulement  à  la  surface. 

En  l'absence  de  données  expérimentales  suffisantes,  l'idée 
la  plus  simple  paraît  être  de  poursuivre  la  même  analogie 
entre  la  propagation  de  la  chaleur  et  celle  de  l'électricité,  et 
d'essayer  l'application  des  formules  de  Fourier  à  t'état  variable 
des  conducteurs.  Cette  extension  de  la  méthode  revient  à 
admettre  implicitement  que  le  flux  d'électricité  est  en  chaque 
point  proportionnel  au  champ  électrique  ou  à  ta  dérivée  du 
potentiel  de  toutes  les  masses  agissantes. 

La  proportionnalité  du  flux  au  champ  parait  assez  natu- 
relle s'il  est  vrai  que  les  forces  électriques  agissent  réellement 
h  distance  et  d'une  manière  instantanée;  mais,  si  les  actions 
électriques  se  transmettent  au  contraire  par  l'intermédiaire 
du  milieu  ambiant,  en  vertu  de  ce  -que  nous  avons  appelé 
Vélasficité  électrique  de  ce  milieu,  il  est  nécessaire  d'admettre 
que  l'état  de  tension  électrique  s'établit  de  proche  en  proche. 
Un  effet  physique  de  cette  nature  doit  nécessairement  exiger  un 
temps  fini,  quelque  faible  qu'il  soit.  Cette  question  du  temps, 
qui  ne  joue  aucun  rôle  dans  tous  les  problèmes  d'équilibre  ou 
de  régime  permanent,  pourra  avoir  un  effet  prédominant  dans 
les  phénomènes  de  l'état  variable. 

On  peut  admettre,  en  d'autres  termes,  que  la  force  élec- 
trique se  propage  avec  une  vitesse  extrêmement  grande,  mais 
non  inflnie,  ou  bien  que  le  potentiel  d'une  masse  électrique 
se  propage  lui-même  avec  une  vitesse  finie. 

Dans  ce  cas,  il  est  possible  encore  que  le  flux  d'électricité 
en  chaque  point  soit  proportionnel  au  champ  actuel,  mais 
ce  dernier  ne  sera  pas  uniquement  déterminé  par  la  position 
des  masses  agissantes,  il  dépendra  aussi  de  la  vitesse  de  ces 
masses,  et  les  effets  pourront  être  très  différents  suivant  que 
la  vitesse  de  déplacement  des  masses  agissantes  sera  ou  non 
du  même  ordre  de  grandeur  que  la  vitesse  de  propagation 
des  potentiels. 

Enfin  nous  verrons,  à  propos  des  phénomènes  d'induction 
éleclrodynamique,queledéplacemenldes  courants  électriques 
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et  leurs  changements  d'intensité  produisent  des  forces  électro- 
motrices  nouvelles,  qu'il  est  possible  de  calculer  dans  un  cer- 
tain nombre  de  cas,  et  qui  peuvent  modifier  beaucoup  les 
résultats  relatifs  au  régime  variable. 

Les  deux  effets  que  nous  venons  de  signaler  sont  peut-être 
produits  par  le  même  mécanisme;  nous  n'en  tiendrons  pas 
compte  pour  le  moment. 

C'est  seulement  sous  le  bénéfice  de  ces  différentes  réser- 
ves que  nous  pourrons  encore  appliquer  les  formules  de  Fou- 
rier.  De  toute  façon,  les  résultats  auxquels  elles  conduisent 
doivent  être  d'autant  plus  voisins  de  la  vérité  que  les  modi- 
fications de  l'état  variable  seront  plus  lentes;  ces  résultats 
représentent  d'une  manière  très  approchée  la  propagation 
de  l'électricité  dans  tes  cftbles  sous-marins  et  s'appliquent  en 
toute  rigueur  aux  expériences  de  Gaugain  sur  la  propagation 
dans  les  corps  très  résistants,  comme  des  fils  de  coton  ou 
des  colonnes  d' huile. 

167.  État  variable  dans  un  conductear  cylindrique.  —  Con- 
sidérons donc,  dans  un  conducteur  cylindrique,  l'élément  de 
volume  de  longueur  dr  compris  entre  deux  sections  infiniment 
voisines  S  et  S'  (fig.  41).  Le  potentiel  en  un  point  P  n'est  plus 
une  simple  fonction  de  x,  c'est-à-dire  de  la  position  de  ce 
point,  mais  aussi  une  fonction  du  temps  t.  Pendant  l'intervalle 
de  temps  dt,  le  gain  d'électricité  de  cet  élément  de  volume  est 
égal  k  l'excès  du  flux  qui  pénètre  par  la  section  S  sur  le  flux 
qui  sort  par  la  section  S',  diminué  de  la  perte  par  la  surface 
extérieure,  c'est-à-dire 


-^-dxdt ,Vdxdt  =  \  -—- .yldxdt. 


L'accroissement  de  charge!-  -p^  — iV  W/ par  unité  de  lon- 

dY 
gueur  produira  une  variation  de  potentiel  -r-  di.  On  admettra 

encore  que  le  rapport  de  la  charge  au  potentiel  reste  constant 
sur  chacun  des  éléments  du  conducteur  et  égal  à  sa  capacité 
électrostatique,  c'est-à-dire  que  l'électricité  libre  se  porte  en- 
tièrement à  la  surface.  En  désignant  par  -;  la  capacité  de 
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Tunilé  de  longueur,  le  produit  tdx  représente  la  capacité  de 

l'élément  dx  et  l'on  a 


p  dj:»        p'           '   dt 

En  posant  a? 

—  •(p,  et  p=:g'p',  cette  équation  devient 

(■) 

<^_,.f!ï_s.v-„ 

Lorsque  la  perte  par  la  surface  est  négligeable,  le  coeffi- 
cient ^^  est  nul  et  il  reste 

Remarquons  d'ailleurs  que  si  l'on  pose 

pi  j_ 

U  =  Ve-*  =  VeTf, 

l'équation  (i)  prend  la  forme  de  l'équation  (2)  et  devient 


Dans  les  deux  cas,  qu'il  y  ait  ou  non  perte  latérale,  si  tes 
conditions  aux  limites  sont  invariables,  le  potentiel  V  est 
d'abord  une  fonction  de  a-  et  de  t,  qui  devient  finalement  une 
simple  fonction  de  .t  lorsque  le  régime  est  établi. 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  (i]  a  été  donnée  par 
Fourier  sous  plusieurs  formes. 

Supposons  qu'un  fil  de  longueur  /,  primitivement  à  l'état 
neutre,  communique  au  sol  par  son  extrémité  éloignée  et 
que  l'origine  du  fil  soit  portée  brusquement  au  potentiel 
constant  V„;  le  potentiel  V  à  la  distance  t  de  l'origine  du  fil  et 
à  l'époque  f,  h  partir  de  l'établissement  du  contact,  est 


DigitizcdbyGOOglC 


PROPAGATION   BE  L'ÉLECTBICITÉ,  263 

Lorsque  la  perte  latérale  est  négligeable,  ou  &  =  o,  cette 
expression  devient 


(4) 


l 


168.  Dorée  de  propagation  relative.  -—  La  dernière  équation 
montre  que,  s'il  n'y  a  pas  de  déperdition,  le  rapport  du  poten- 
tiel à  une  distance  .r  au  potentiel  à  l'origine  est  le  même, 
pour  deux  fils  différents,  en  deux  points  dont  les  distances  à 
l'origine  sont  proportionnelles  aux  longueurs  totales  des  fils, 


Le  temps  i  nécessaire  pour  que  le  potentiel  en  un  point 
quelconque,  au  milieu  du  fil  par  exemple,  atteigne  une  frac- 
tion déterminée  du  potentiel  initial,  ou  du  potentiel  final,  est 
donc  proportionnel  à  2*/*  ou  vpP,  c'est-à-dire  au  carré  de  la 
longueur  du  fil,  à  la  capacité  et  k  la  résistance  de  l'unité  de 
longueur.  Cette  condition  définit  ce  qu'on  peut  appeler  la 
durée  de  prolongation  relative  de  l'électricité, 

11  n'existe  pas  pour  la  propagation  des  phénomènes  élec- 
triques, dans  les  conditions  qui  précèdent,  une  vitesse  déter- 
minée comme  pour  le  son  ou  la  lumière.  La  vitesse  apparente 
que  l'on  peut  évaluer,  en  supposant  la  propagation  uniforme 
et  en  déterminant  le  temps  nécessaire  pour  que  l'électrisation 
produite  à  l'origine  d'un  fil  ait  un  effet  sensible  à  une  certaine 
distance,  dépend  des  constantes  caractéristiques  du  fil  et  de 
la  sensibilité  des  organes  par  lesquels  on  met  ces  effets  élec- 
triques en  évidence. 

169.  Fil  indélim.  —  L'intégrale  générale  de  Fourier  se  prête 
difScilement  aux  applications  numériques;  maison  peut  choi- 
sir d'abord  des  conditions  plus  simples  qui  correspondent  en 
réalité  à  plusieurs  des  phénomènes  observés  et  permettront 
de  retrouver  les  principaux  résultats  obtenus  par  Lord  Kelvin 
pour  la  transmission  des  signaux  dans  les  cables  ('). 

Considérons  un  fil  isolé,  dont  la  déperdition  par  la  surface 
est  négligeable,  primitivement  à  l'état  neutre  et  de  longueur 
indéfinie,  ou  du  moins  de  longueur  telle  que  l'état  en  un  point 

\    («)  W.  TiioHson,  Proc.  Roy.  Soc.,  t.  VU,  p.  38Î;  ISiS. 
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ne  soit  pas  sensiblement  modifié  par  celui  de  l'extrémité  la 
plus  éloignée.  On  établit  à  l'origine  du  fil  un  potentiel  cons- 
tant V,.  Au  bout  du  temps  t,  le  potentiel  à  la  distance  x  est 
déterminé  par  l'équation  (2). 

Pour  un  second  fîl  placé  dans  les  mêmes  conditions  que 
le  premier  et  dont  la  nature  difTércnle  est  définie  par  un  autre 
coefficient  a!,  on  aura  de  même 


W  J7-'-'"w  =  ''- 

Posons  x'=mx,  t'=nt,  m  et  n  étant  des  constantes;  nous 
pourrons  alors  considérer  le  potentiel  V'  comme  une  fonction 
des  variables  c  et  (,  et  l'équation  {2)'  deviendra 


Si  l'on  choisit  les  coefficients  m  et  n  de  façon  qu'on  ait 


les  potentiels  V  et  V  satisfont  k  la  même  équation  différen- 
tielle (a)  et  aux  mêmes  conditions  limites;  ils  représentent 
donc  la  même  fonction  de  x  et  de  t. 

Ainsi,  pour  des  fils  indéfinis,  ce  qui  dans  la  pratique  équi- 
vaut à  des  fils  assez  longs  pour  que  la  durée  de  la  propagation 
ail  une  valeur  sensible,  le  potentiel  V  ne  change  pas  lorsque 

le  rapport =  4=*  conserve  la   même  valeur;  c'est  donc 

une  fonction  de  ce  rapport  ou  de  la  variable  z. 

Il  en  résulte  déjà  cette  conséquence  établie  plus  haut  (i68) 
que  le  temps  nécessaire  pour  provoquer  à  la  distance  x  un 
potentiel  déterminé,  ou,  plus  exactement,  une  fraction  déter- 
minée du  potentiel  à  l'origine,  est  proportionnel  au  carré  de 
la  distance  et  au  coefficient  a'  qui  caractérise  le  fil. 

Dans  ces  conditions,  l'équation  (a)  ne  renferme  réellement 
qu'une  variable  indépendante  z  et  elle  devient 

d*\'  dV_ 
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on  en  déduit  aisément 


I''^"'-' 


L'intégrale  n'a  pas  d'expression  simple,  mais  elle  se  pré- 
sente dans  un  grand  nombre  de  problèmes,  par  exemple  dans 
la  théorie  des  probabilités;  les  tables  en  ont  été  calculées, 
de  sorte  que  ses  valeurs  numériques  sont  connues.  Entre  les 

limites  o  et  oc,  elle  est  égale  à  —  ■ 

On  déterminera  les  constantes  À  et  B  par  les  conditions 
aux  limites.  Pourr  =  o,  c'est-à-dire  x  =  o  ou  (=oc,  V  =  V,; 
pour  ==  oc, c'est-à-dire X— oc  ou  (=o,  V  =  o.  lien  résulte 

'''  h' ~rJ-' ''"'''■ 

Pour  une  distance  quelconque  ^r,  le  second  membre  est 
d'abord  nul,  quand  on  fait  (=o  ou  r  — oc,  et  ne  prend  une 
valeur  appréciable  que  si  ^<a.  En  posant 


le  potentiel  V  ne  commence  à  devenir  sensible  qu'à  partir  de 
l'époque  où  l'on  a  4'  =  a;  il  croît  ensuite  d'une  manière  con- 
tinue jusqu'à  la  valeur  maximum  V^. 
A  la  même  distance,  l'intensité  1  du  courant  est 

^  ptijr.x  '     '  pij'sa  '    * 

Cette  intensité  est  une  fonction  de  z  ou  du  temps  ;  elle  est 
nulle  pour=  =  oc  et  3  =  o,  c'est-à-dire  /=  o  etï=  oc,  et  devient 
maximum  pour  nz^  =  i .  L'époque  t„  du  maximum  est  donc 


tm  = 


-'il. 
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La  valeur  I™  du  courant  maximum, 

est  en  raison  inverse  de  la  dislance  x  et  se  produit  à  une 
époque  proportionnelle  au  carré  de  la  distance. 

Les  variations  d'intensité  sont  donc  d'autant  plus  lentes  et 
moins  marquées  qu'on  s'éloigne  davantage  de  l'origine. 

110.  Phénomènes  périodiques.  —  Si  le  potentiel  h  l'origine 
varie  d'une  manière  périodique,  les  mêmes  troubles  se  pro- 
pagent dans  le  fil;  au  bout  de  quelque  temps,  il  s'établit  un 
état  de  régime  et  le  potentiel  en  un  point  quelconque  éprouve 
évidemment  des  oscillations  de  même  période  que  celle  de  la 
source.  A  mesure  que  la  distance  augmente,  les  maxima  de 
potentiel  s'affaiblissent  et  se  produisent  avec  un  retard 
croissant,  c'est-à-dire  que  le  potentiel  présente  une  différence 
de  phase  avec  sa  valeur  h  l'origine. 

Supposons  encore  qu'il  s'agisse  d'un  fil  indéfini  et  que  les 
variations  soient  assez  lentes  pour  que  l'on  puisse  appliquer 
les  formules  de  Fourier,  avec  toutes  les  restrictions  qui  pré- 
cèdent. Si  le  potentiel  à  l'origine  varie  suivant  la  loi  simple 
Acosw/,  que  l'on  peut  représenter  par  la  partie  réelle  d'une 
quantité  complexe 

(;)  V„  =  Acosiji)(  =  Ae''^, 

dont  la  période  est  T=— ,  le  potentiel  à  la  distance  a-  sera 
donné  par  une  expression  de  ]a  forme 

(8)  V  =  Ae-"'-^coB(uï  — /w:)=Ae-('«+'''"'+'-'. 

D'après  l'équation  (a),  les  constantes  m  et  n  doivent  satis- 
faire à  la  condition  complexe 

(™ +  '■")' =  «''■". 

ou,  en  quantités  réelles, 

la)  zinn=-ix'(ù,     et     wi'  =  /i'=; = — u. 

^^'  2        a 

L'ondulation  initiale  se  propage  le  long  du  fil  avec  amor- 
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tissement  et  la  perte  de  phase  est  proportionnelle  h  la  dis- 
tance. La  longueur  d'onde  sur  le  fil  est  la  distance  X  des 
deux  points  les  plus  voisins  qui  se  trouvent  dans  la  même 
phase;  on  a  donc 

,       21:      uT 


Il  existe  alors  une  véritable  vitesse  U  de  propagation  des 
ondes;  c'est  l'espace  parcouru  pendant  l'unité  de  temps,  ou  le 
quotient  de  la  longueur  d'onde  par  la  période,  c'est-à-dire 


(") 


T     »     Y?      V  Yf      V  v/r 


Le  carré  de  cette  vitesse  de  propagation  est  en  raison  inverse 
de  la  période. 
L'intensité  du  courant  peut  s'écrire,  en  faisant  m  =  n, 

I  — — -  =  Anv'ae~'"'cos(  tat  —  nx-\-^]- 

La  phase  du  courant  est  donc  en  avance  d'un  huitième  de 
circonférence  sur  celle  du  potentiel. 

Si  le  fil  a  une  longueur  limitée  /  dont  l'extrémité  est  en 
communication  avec  ie  sol,  on  peut,  en  posant  x+-r  =  l, 
représenter  le  potentiel  à  la  distance  x,  ou  l—r,  par  la  somme 
de  deux  termes 

y  =:  A.e-"''  cos  {bit  —  nx) -t-  A' e- "y  cos {wl  +  S  — nr)=V,  +  V». 

L'équation  (a),  étant  linéaire,  sera  satisfaite  par  la  somme 
des  fonctions  V|  et  Vi,  puisque  chacune  d'elles  est  une  solution. 

Pour  que  le  potentiel  soit  constamment  nul  à  l'extrémité 
du  fil,  il  faut  que  pour 7=0  ou  x  =  l,  on  ait  identiquement 
V^o,  quel  que  soit  le  temps,  ce  qui  donne  les  conditions 

i^-ni,       A'=z^A.e"", 

Tout  se  passe  donc  comme  si  les  ondes  directes  V|  interfé- 
raient avec  les  ondes  V3  qui  se  propagent  en  sens  contraire, 
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dont  l'amplitude  est  Ae~''"+'>  et  la  perle  de  phase  n{l-\-x); 
ces  dernières  peuvent  être  considérées  comme  des  ondes 
réfléchies  à  l'extrémité  du  (il,  avec  changement  de  signe  du 
potentiel.  Le  même  caractère  se  retrouvera  dans  l'intensité 
du  courant  résultant. 

A  part  l'amortissement,  c'est-à-dire  au  voisinage  de  l'extré- 
mité du  fil,  le  potentiel  est  escôre  nul  sur  certains  nœuds 
déterminés  par  la  condition 

K  X 

Les  nœuds  successifs  sont  distants  d'une  demi-longueur 
d'onde  à  partir  de  l'extrémité. 
L'intensité  du  courant  relatif  au  potentiel  Vi  étant  propor- 


Fi(x  +  l)  =  nx-i~{iip-i-i)i:=n{l-x)-h{ip+i)i^, 

il  en  résulte  que  les  nœuds  d'intensité  sont  intermédiaires 
aux  nœuds  de  potentiel  et  le  courant  est  maximum  à  l'extré- 
mité même  du  lil. 

111.  Propagation  dans  les  diélectriques.  —  Les  conséquences 
de  ta  formule  de  Fonder  appliquée  à  l'état  variable  trouvent 
leur  vérification  pour  les  bons  conducteurs,  au  moins  d'une 
manière  approchée,  dans  les  phénomènes  que  présentent  les 
cables  transatlantiques;  les  expériences  de  Gaugain  (<)  ont 
montré  qu'elles  conviennent  exactement  à  la  propagation  de 
l'électricité  dans  les  conducteurs  médiocres  tels  que  les  fils  de 
coton.  Il  est  donc  légitime  de  les  appliquer  à  plus  forte  rai- 
son aux  diélectriques,  qui  ne  sont  jamais  dénués  de  conduc- 
tibilité d'une  façon  absolue. 

Un  diélectrique  soumis  à  l'action  d'une  force  électromotrice 
peut  être  considéré  comme  étant  à  la  fois  le  siège  d'un  phé- 

(!)  Gauoaim,  -4nn.  de  thxm.  «(  de  fihy».  [î],  l.  I.IX,  p.  5  ;  1860. 
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nomène  de  polarisation  et  d'un  phénomène  de  conduction 
soumis  aux  lois  ordinaires. 

Supposons  le  diélectrique  isotrope  et  soient  K  son  pouvoir 
inducteur  et  c  sa  conductivité.  L'équation  générale  de  l'induc- 
tion (93),  appliquée  à  un  élément  de  volume  situé  en  un  point 
où  la  densité  est  p,  est 

D'un  autre  côté,  la  variation  de  la  charge  cAVdvdc  de  l'élé- 
ment dp  pendant  que  le  temps  dt  produit  un  accroissement 
correspondant  de  densité,  ce  qui  donne 


cAV 


_^„_  .4^. 


on  en  déduit,  en  posant  T=^ 


Cette  équation  montre  que  la  densité  p  décroît  d'une  ma- 
nière continue.  Si  donc,  pour  une  cause  quelconque,  le  dié- 
lectrique a  reçu  une  charge  intérieure,  il  ne  la  gardera  pas 
indéfiniment;  cette  charge  finira  toujours  par  être  purement 
superficielle,  comme  celle  d'un  bon  conducteur,  résultat  évi- 
dent à  priori. 

112.  Résidas  des  condensateurs.  —  La  première  idée  est  de 
chercher  si  les  phénomènes  d'absorption  et  de  charges  rési- 
duelles, auxquels  donnent  lieu  les  diélectriques,  peuvent  être 
expliqués  par  leur  conductibilité  propre,  mais  le  calcul  montre 
que  cette  considération  est  insuffisante.  Examinons,  en  effet, 
à  ce  point  de  vue,  la  suite  des  phénomènes  auxquels  donnent 
lieu  la  charge  ou  la  décharge  d'un  condensateur. 

Soient  C  la  capacité  du  condensateur,  R  la  résistance  du 
diélectrique,  E  la  différence  de  potentiel  des  deux  armatures 
à  l'instant  t,  r  la  résistance  du  circuit  qui  réunit  extérieure- 
ment les  deux  armatures,  E^  la  force  électromotrice  d'une 
source  auxiliaire  intercalée  dans  ce  circuit.  L'accroissement 
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de  charge  CdE  du  condensateur  pendant  le  temps  di  est  égal 

à  l'excès  du  flux  d'électricité  -s-; —  dt  fourni  par  la  source 

E 
sur  le  flux  5  di  qui  traverse  le  diélectrique,  ce  qui  donne 


(,3) 


R 

<iE_E.-E  _  E  _RE.-(R  +  r)E 
dl~       r  R^  Rr  ■ 


Si  l'on  admet  que  la  charge  soit  nulle  à  l'origine  du  temps 
et  que  l'on  pose  "J'i^p ;.  il  en  résulte 

Supposons  qu'à  l'instant  i,  on  rompe  le  circuit  et  qu'on 
abandonne  l'appareil  à  lui-même  pendant  un  temps  tt;  la  résis- 
tance f- devenant  înflnie,  l'équation  (i3)  se  réduit  k 

^  di^R-'' 

En  désignant  par  E|  la  diflércnce  du  potentiel  qui  existait 
au  temps  f,  entre  les  armatures,  la  valeur  Ej  de  celle  qui  cor- 
respond à  l'époque  (i+/a  est,  en  posant  Tj  =  CR, 

'j 
E,:^E,e   ^*. 

Supposons  enfin  qu'on  décharge  te  condensateur  en  réunis- 
sant les  deux  armatures  par  un  conducteur  de  faible  résis- 
tance p;  on  aura  alors 


piE 

-Kr 

-«)■ 

et, 

au 

boutd 

'un 

temps  (j,  c 

'est-à-dire  à  l'époque 

E. 

=  E,e-'f.. 

avec 

T,= 

CRp 

■înz^' 

-p 

La  perte  totale  du  condensateur  pendant  le  temps  fg  est 
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C(E,  —  E,};  la  portion  qui  traverse  le  circuit  extérieur  et  cons- 
titue la  décharge  Q  est  égale  à  C(Ei  — £3)= ,  ce  qui  donne 

Hnalement 

La  décharge  complète  s'obtient  en  faisant  ïj  =  oc  ;  on  arrive 
à  cette  décharge  d'une  manière  continue  et  sans  aucune  des 
alternatives  auxquelles  donnent  lieu  les  condensateurs. 

173.  Diélectriqaea  composés-  —  Le  résidu  des  condensa- 
teurs peut  s'expliquer,  d'après  Maxwell,  en  admettant  que  le 
diélectrique  est  composé  de  dîtlérents  milieux  simples. 

Considérons,  pour  plus  de  simplicité,  un  diélectrique  formé 
d'une  série  de  couches  planes  parallèles  de  différentes  subs- 
tances, dans  lesquelles  les  forces  électriques  sont  normales 
aux  couches,  et  rapportons  tous  les  phénomènes  à  l'unité 
de  surface.  Soit,  pour  ta  première  couche,  ai  l'épaisseur, 
X,  la  force  électrique,  A-,  l'inverse  du  pouvoir  inducteur, 
r,  la  résistivité,  f,  le  déplacement  électrique,  i,  le  courant  de 
conduction,  h,  le  courant  total  de  conduction  et  de  déplace- 
ment, les  quantités  relatives  aux  autres  couches  étant  repré- 
sentées par  les  mêmes  lettres  affectées  des  indices  -2,  S ,  n. 

Les  faces  extrêmes  de  cette  pile  de  diélectriques  sont  cou- 
vertes de  plateaux  métalliques  formant  condensateur  et  réunis 
par  un  circuit  extérieur  de  résistance  négligeable  dans  lequel 
est  intercalée  une.force  électromotrice. 

D'après  la  loid'Ohmetla  conception  du  déplacement  électri- 
que (98),  on  a  d'abord 

('4)  X.  =  r,i,^4^A-./,. 

Le  courant  total  U|  est  la  somme  du  courant  de  conduc- 
tion I,  et  du  courant  de  déplacement  -jj .  Comme  ce  courant 

total  une  même  valeur  «  pour  toutes  les  couches  successives, 
il  en  résulte 


(.5) 
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et,  par  suite, 

dX^ 

4=*,    dt  ' 


(,6)  '•  =  ^^.  +  -, 


La  différence  de  potentiel  entre  les  deux  surfaces  de  la 
première  couche  est  a,\, ,  et  de  même  pour  les  suivantes  ;  la 
force  éleclromolrice  totale  E  est  donc 


(17)  E=:«,Xi+0,Xï-H- 


Si  le  rapport  des  grandeurs  r  et  k  est  le  même  pour  tous 
les  diélectriques,  cette  équation  se  réduite 

'^  +  4^.f  =  (--+'-+ )"■ 

Comme  le  courant  h  est  égal  à  la  dérivée  -^  de  la  charge, 

on  retrouve  alors  la  même  équation  que  précédemment  et  il 
n'y  a  pas  de  décharge  résiduelle. 

S'il  existe  n  diélectriques  différents,  l'équation  (17),  après 
substitution  de  valeurs  tirées  de  {16),  se  ramène  à  une  équa- 
tion différentielle  linéaire  d'ordre  «  en  E  ou  d'ordre  n—  1  en 
u,  i  étant  la  variable  indépendante.  II  résulte  de  cette  forme 
que  l'ordre  des  couches  est  indilTérent  et  que  plusieurs  couches 
de  même  substance  peuvent  être  réunies  en  une  seule. 

La  quantité  d'électricité  Q  qui  traverse  le  circuit  pendant  le 
temps  t  est 


(■8)      q^fudt=.^f\ 


114.  Charges  et  déchargea.  —  Supposons  que  les  diélec- 
triques soient  d'abord  à  l'état  naturel,  les  déplacements/],^... 
étant  nuls,  et  qu'on  fasse  agir  subitement  la  force  électromo- 
Irice  E,  pendant  un  temps  très  court.  La  constante  de  l'équa- 
tion (iS)  est  nulle,  car  tous  les  termes  variables  sont  nuls 
Jt  l'origine  du  temps. 

L'intégrale  j  X|  di  est  négligeable,  puisque  la  force  X,  reste 
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finie;  en  désignant  par  X',  sa  valeur  nouvelle,  la  charge  ins- 
tantanée Q' est  donc 

(■3)        '-«■=I=S= 

L'équation  (17)  devient  alors 

{20)  E,  =  4T:{*,fl.-l-Ajûs+ )Q', 

c'estrà-dire  que  la  capacité  C  du  système  relatif  à  cette  charge 
instantanée  est 


(21)  ^  =  4-(^-.ai+Aïaï+- 


C'est  la  même  expression  que  si  l'on  avait  négligé  la  con- 
ductibilité des  couches. 

Si  la  force  électromotrice  agit  pendant  un  temps  assez  long 
pour  que  le  régime  permanent  soit  établi,  les  déplacements 
deviennent  invariables  et  la  valeur  finale  de  la  force  est  X°  ; 
le  courant  u  est  alors  constant 


et,  en  substituant  dans  {17), 
(22)     E^  =  a,X:-ha^X',-h- 


La  résistance  R  du  système  qui  correspond  à  un  régime 
permanent  est  donc 


(,3) 


Les  choses  étant  dans  cet  état,  supposons  que  l'on  sup- 
prime la  force  électromotrice  E„  et  qu'on  réunisse  les  arma- 
tures, pendant  un  temps  très  court,  par  un  conducteur  de 
résistance  négligeable;  il  se  produira  une  décharge  Q'.  La 
différence  X,  —  4-A,  Q  restant  alors  invariable,  d'après  l'équa- 

ÉUcIr.  et  Mann.  —  i.  18 
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tion  (i8),  la  valeur  X'  de  la  force  après  cette  décharge  est 
x;  — 4::jt,Q°=X;. 

Substituant  ces  valeurs  nouvelles  dans  l'équation  (17),  où 
l'on  fera  E^o,  il  vient 

o=<i  I X;  +  ajXJ  + +  41:  (A,  a,  +  /-ifls  -t- )  Q', 

c'estrà-dire 

o=E.  +  2:,        Q-=_Q'. 

Ainsi  la  décharge  instantanée  est  égale  et  de  signe  con- 
traire h  la  charge  instantanée. 

Après  cette  décharge,  on  rompt  les  communications;  le 
courant  k  devient  nul  et,  d'après  l'équation  (16},  la  valeur  Xi 
de  la  force  au  bout  du  temps  t  est 

X,e"^'  =  x:=x;-t-4xA,Q'=E„('g-4K-t,cY 

La  force  électromotrice  E  à  une  époque  quelconque  devient 
alors,  en  posant />,  —  —^,  pour  abréger  l'écriture, 


E  =  E.[(i-C;„)»,.,e-,..+  (^-C;,.)„ 


Une  seconde  décharge  instantanée,  au  bout  du  temps  (  après 
la  première,  correspondrait  à  la  quantité  d'électricité  — ^EC; 
c'est  une  décharge  résiduelle,  qui  peut  être  suivie  de  plusieurs 
autres  semblables. 

La  somme  de  tous  les  coefficients  ~-^  —  4"'^"i«iC+ est 

nulle,  en  vertu  des  équations  (f.'ï)  et  (a3),  La  force  électromo- 
trice E  se  réduit  donc  à  zéro  lorsque  la  valeur  de  p,  c'est-à- 
dire  le  rapport  de  /■  à  fi,  est  la  même  pour  toutes  les  couches. 
Dans  ce  cas,  il  n'y  a  pas  de  dficharge  résiduelle. 

L'ordre  de  grandeur  des  coefficients  est  le  même  que  celui 
des  exponentielles;  la  valeur  de  la  force  électromotrice  E  est 
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toujours  positive  et  la  décharge  résiduelle  de  même  signe  que 
la  décharge  primaire. 

Si  t  est  infiniment  grand,  tous  les  termes  disparaissent,  à 
moins  que  l'une  des  couches  ne  constitue  un  isolant  parfait. 
Dans  ce  cas,  l'une  des  résistances  r,  est  infmie,  a,  r,  est  égal 
à  R,  l'exponentielle  e-'P,'  reste  égale  à  l'unité,  même  pour  une 
très  grande  valeur  de  c,  et  la  force  électromotrice  devient 

E=:E.(i— 4xA-,a,C). 

Le  système  peut  donc  conserver  indéfiniment  une  charge 
résiduelle  quand  une  ou  plusieurs  des  différentes  couches 
sont  des  isolants  parfaits. 

nS.  Décharge  totale.  —  Le  système  ayant  d'abord  été 
chargé  au  régime  permanent  par  une  force  électromotrice  E„, 
on  peut  déterminer  la  décharge  totale  dans  un  conducteur  de 
résistance  R„  joignant  les  armatures.  On  a  alors,  à  chaque 
instant, 

E  — «ir,i,  +fljr!,(îH- +Rj«  =  o, 

ou,  en  tenant  compte  de  (i3)  et  (23), 

..^^...„^^ 


(R-(-R„)«  =  «.r.- 


La  décharge  Q,  entre  deux  états  pour  lesquels  le  déplace- 
ment passe  de/1  à  f',,  est 


(R-^-R.)Q=»,^,{^'-/,)  +  <..'•.(/';-«^ 


Après  une  décharge  complète,  le  déplacement  final  est  nul 
et  il  reste 

{R  +  B,)H==-(a,r,/;+a,r,f,+ ). 

Lorsque  l'état  primiiif  correspond  au  régime  permanent, 

E.. 


4-*,/;=x;= 


'  R 
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la  décharge  totale  Qi  est  alors 


(R  +  RJQ.==- 


4i:RI.   k,    ■•"    X-,    ■* 


Si  le  rapport  de  ;*  à  k  est  constant, 

(R  +  RJQ,=-E,-^  =  -E,CR  =  -RQ'. 

Cette  décharge  continue  Q,  est  inférieure  et  de  signe  con- 
traire à  la  charge  instantanée  Q'. 

Lorsque  l'état  primitif  correspond  au  régime  permanent 
suivi  d'une  décharge  instantanée,  on  a 

et  la  décharge  totale  résiduelle  Q-,  devient 

(R  +  R.)Q.=E.[cR-j^(2j;^  +  îiiJ+ )] 

— r-'Utt"^  ¥"'"■■•)'*"■'"'"*"'■+■■•)-(''''■'"'"'''''■■*"  ■••)']• 

expression  que  l'on  peut  écrire 

(R+R.)Q.=â:i;.,..*,*.(£-gy. 

Cette  décharge  est  toujours  de  même  signe  que  la  décharge 
primaire  instantanée. 

On  voit  ainsi  qu'un  diélectrique  constitué  par  un  ensemble 
de  couches  de  diverses  natures  peut  donner  lieu  aux  phéno- 
mènes connus  sous  le  nom  d'absorption  élecir'tqae  et  de  dé- 
charges résiduelles. 

L'étude  des  cas  où  les  substances  diiïérentes  sont  disposées 
autrement  conduirait  à  des  résultats  analogues,  même  si  les 
éléments  ont  des  dimensions  microscopiques. 
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Un  milieu  homogène  peut  d'ailleurs  être  le  siège  d'une  nou- 
velle espèce  de  polarisation  électrique  analogue  à  celle  que 
produisent  les  actions  chimiques  et  donnant  Heu  à  une  sorte 
de  constitution  feuilletée. 

Sans  préciser  davantage  la  nature  des  phénomènes,  ces 
considérations  suffisent  pour  faire  concevoir  le  caractère  de 
l'absorption  électrique. 

Toutefois  le  défaut  d'homogénéité  ne  paraît  pas  être  la 
seule  cause  du  phénomène,  car  l'expérience  montre  que  l'exis- 
tence des  charges  résiduelles  peut  être  attribuée,  dans  le  plus 
grand  nombre  des  cas,  à  une  espèce  de  déformation  élastique 
qui  serait  la  suite  de  la  polarisation  du  diélectrique.  Il  est, 
en  effet,  à  remarquer  que  toutes  les  actions,  telles  que  des 
chocs  répétés,  des  vibrations,  des  variations  brusques  et  en 
sens  contraires  de  la  température,  qui  facilitent  le  retour  à 
l'état  normal  d'un  corps  qui  a  subi  une  déformation  élastique 
permanente,  hâtent  également  l'apparition  des  charges  rési- 
duelles et  le  retour  à  l'état  naturel. 

La  propagation  de  la  chaleur  ne  donne  lieu  à  aucun  phé- 
nomène que  l'on  puisse  rapprocher  de  la  charge  résiduelle  des 
diélectriques,  et,  sous  ce  rapport,  l'analogie,  si  grande  d'ail- 
leurs, des  deux  ordres  de  phénomènes  paraît  complètement 
en  défaut. 
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CHAPITRE   DIXIEME 
ÉNERGIE    DES   COURANTS 


116.  Dégagement  de  chaleur.  —  Lorsqu'un  système  de  con- 
ducteurs éleclrîsés  éprouve  une  modification  quelconque,  sans 
l'intervention  d'aucune  force  étrangère,  l'énergie  électrique 
dans  le  second  état  est  nécessairement  moindre  que  dans  le 
premier.  L'énergie  perdue  pendant  la  transformation  peut 
être  utilisée  sous  une  forme  équivalente,  telle  qu'un  travail 
mécanique,  l'élévation  d'un  poids,  l'accroissement  de  force 
vive  d'un  système,  un  changement  d'état  physique,  une  opé- 
ration chimique  ou  enfin  un  dégagement  de  chaleur. 

Dans  le  cas  d'un  courant  permanent,  ie  potentiel  est  inva- 
riable en  chaque  point,  malgré  le  mouvement  continu  d'élec- 
tricité ;  l'énergie  perdue  dans  une  partie  quelconque  des  con- 
ducteurs est  alors  proportionnelle  au  temps. 

Considérons  deux  points  A  et  B  maintenus  respectivement 
aux  potentiels  W,  et  Vs,  et,  sur  les  surfaces  de  niveau  qui  pas- 
sent en  A  et  B,  deux  portions  S)  et  Sj  correspondantes,  c'est- 
à-dire  découpées  par  un  même  tube  de  flux.  La  quantité  d'élec- 
tricité qui  traverse  ces  deux  surfaces  est  la  même  ;  l'énei^ie  W, 
perdue  par  le  courant  dans  cet  intervalle  pendant  l'unité 
de  temps,  est  égale  au  produit  de  la  masse  d'électricité  qui 
s'écoule,  c'est-à-dire  de  l'intensité  I  du  courant,  par  la  chute 
du  potentiel  V,  —  Va,  si  le  courant  va  de  A  en  B,  c'est-à-dire 
par  la  force  électromotrice  E  entre  ces  deux  points.  On  a  donc 

W=--I(V,-V,)=IE. 

Nous  admettrons  comme  un  fait  expérimental  qu'aucune 
partie  de  cette  énergie  n'est  employée  à  changer  la  force  vive 
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des  masses  électriques.  Le  fait  est  évident  si  les  surfaces  Si  et 
Sa  sont  égales,  puisqu'alors  les  vitesses  sont  les  mêmes  à  l'en- 
trée et  à  la  sortie  du  tube.  Pour  le  cas  général,  nous  avons 
déjà  fait  remarquer  que  le  flux  est  en  chaque  point  parallèle  à 
la  force  et  que,  par  suite,  aucun  effet  attribuable  à  l'inertie  des 
masses  électriques  ne  paraît  intervenir  dans  les  phénomènes 
de  régime  permanent. 

Si,  d'un  autre  côté,  le  conducteur  est  immobile,  au  moins 
dans  son  ensemble,  et  si  le  courant  ne  produit  aucun  travail 
mécanique  extérieur,  l'énergie  est  nécessairement  utilisée  dans 
le  conducteur  lui-même. 

m.  Loi  de  Joule.  —  Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou 
bien  la  chute  de  potentiel  entre  les  points  A  et  B  est  continue 
et  s'effectue  suivant  la  loi  d'Ohm  ;  ou  bien  il  se  trouve  quelque 
part,  dans  l'intervalle  de  ces  points,  deux  surfaces  voisines 
entre  lesquelles  existe  une  chute  brusque  de  potentiel,  cons- 
tante et  indépendante  de  l'intensité  du  courant,  c'est-à-dire 
une  force  électro motrice  constante  H,  En  tous  les  points  où  la 
variation  de  potentiel-  est  continue,  l'énergie  électrique  se 
dépense  également  d'une  manière  continue;  elle  se  trans- 
forme en  énergie  calorifique  et  donne  lieu  à  un  dégagement 
de  chaleur  le  long  du  conducteur.  Là  où  existe  une  chute 
brusque  de  potentiel,  la  dépense  d'énergie  électrique  s'y  trouve 
localisée;  elle  se  traduit'paruo  phénomène  thermique  ou  par 
tout  autre  effet  physique  équivalent. 

Considérons  d'abord  le  premier  cas  et  supposons  qu'il  n'y 
ait  pas  de  variations  de  potentiel  indépendantes  du  courant.  Si 
R  est  la  résistance  du  conducteur  entre  deux  points  A  et  B,  la 
loi  d'Ohm  donne 


l'énergie  dépensée  entre  ces  deux  points  est  donc 

W=IE  =  I»R. 

Ainsi,  l'énergie  calorifique  dégagée  sur  an  conducteur  pen- 
dant Vunilé  de  temps  est  égale  au  produit  du  carré  de  l'inten- 
sité du  courant  par  la  résistance  du  conducteur.  La  quantité 
de  chaleur  correspondante,  telle  qu'on  peut  la  mesurer  par 
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Ie3  procédés  calorimétriques,  est  le  quotient  de  l'énergie  W 
par  l'équivalent  mécanique  de  la  calorie.  Donc 

La  quantité  de  chaleur  dégagée  est  proportionnelle  à  la  ré- 
sistance du  conducteur  et  aa  carré  de  l'intensité  du  courant. 

C'est  la  forme  sous  laquelle  Joule  a  établi  cette  loi  impor- 
tante par  expérience  ('). 

178.  Relation  des  lois  d'Ohm  et  de  Joule-  —  Considérons  un 
conducteur  de  capacité  C  électrisé  au  potentiel  V,  ou  un  con- 
densateur de  même  capacité  dont  les  armatures  ont  une  dilTé- 
rence  de  potentiel  V.  L'énergie  électrique  du  système  a  pour 
expression  (65) 

\V^iQV  =  -CV^ 


Supposons  que  l'on  réunisse  le  conducteur  au  sol,  ou  les 
deux  armatures  de  la  batterie  entre  elles,  par  un  fil  d'une  ré- 
sistance R  assez  grande  pour  que  la  décharge  ait  une  durée 
appréciable,  sous  la  forme  d'un  courant  d'intensité  graduelle- 
ment décroissante. 

La  quantité  —  liQ  d'électricité  qui  s'écoule  pendant  le  temps 
dt  et  la  perte  d'énergie  correspondante  —  «ÎW  sont 

-rfQ  =  -CrfV=Irf(, 
—  (AV— -  CVrfV=V(;Q=IVrf(. 

Si  la  résistance  est  assez  grande  pour  que  le  courant  varie 
d'une  manière  très  lente,  la  loi  d'Ohm  est  applicable  à  chaque 
instant;  il  en  résulte 

V  =  IR, 
^  =  IV=I.R, 

dl 

c'est-à-dire  que  l'énergie  dépensée  pendant  l'unité  de  temps 
est  exprimée  par  la  loi  de  Joule. 

Nous  venons  de  déduire  la  toi  de  Joule  du  principe  de  la 
conservation  de  l'énergie  et  de  la  loi  d'Ohm  ;  réciproquement 

{')  J.-P.  JouiB,  Pm.  Mag.  |3),  t.  XIX,  p.  ï60;  1841. 
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le  même  principe,  combiné  avec  la  loi  de  Joule,  conduit  à  ta 
loi  d'Ohm.  En  effet,  les  équations 


donnent  ia  loi  d'Ohm 


Nous  ferons  remarquer  encore  que,  dans  un  circuit  com- 
plexe qui  ne  renferme  pas  de  forces  électromotrices  localisées, 
l'énergie  dégagée  est  an  minimum  lorsque  ta  distribution  des 
intensités  est  régie  par  la  loi  d'Ohm. 

Considérons,  par  exemple,  une  série  d'arcs  conducteurs  de 
résistances  r,  r',,...,  entre  deux  points  A  et  B  dont  la  différence 
de  potentiel  Vi  — Vî  =  E  est  maintenue  constante.  Quand  on 
applique  la  loi  d'Ohm,  le  courant  i  dans  le  premier  conducteur 
est  tel  que  ir  =  E.  Supposons  que,  par  une  altération  du  régime, 
l'intensité  dans  .ce  conducteur  devienne  J+y. 

L'énergie  calorifique  dégagée  sur  l'ensemble  des  conduc- 
teurs dans  le  nouveau  système  aura  pour  expression 

Sr(i+/)^=2:/-i'-(-2i:w/+Sry=. 

Dans  le  deuxième  terme  du  second  membre,  le  produit  ri 
est  une  constante  E  pour  tous  les  arcs  et,  d'autre  part,  la 
somme  Sy  est  nécessairement  nulle  si  le  courant  primitif  qui 
aboutit  au  point  A  a' est  pas  modifié;  il  reste  donc 

Sr(;+/)'  =  Sri'  +  ïry. 

L'énergie  dégagée  est  évidemment  minimum  quand  tes  y 
sont  nuls,  c'est-à-dire  quand  l'intensité  se  partage  sur  tous  les 
arcs  d'après  ta  loi  d'Ohm. 

179.  Phéaomàae  de  Peltier.  —  Supposons  maintenant  que 
sur  le  conducteur  qui  joint  les  deux  points  A  et  B,  entre  les- 
quels existe  toujours  la  même  force  électromotrice  Vi  —  Vj  =  E, 
le  potentiel  éprouve  en  un  point  P  entre  deux  surfaces  voisines 
une  chute  brusque  U,  —  U3  =:  H  indépendante  du  courant. 
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En  appelant  r  et  r'  les  résistances  des  deux  portions  AP  et 
PB,  l'intensité  du  courant  est 

V.-U,_Ua-Va_V.  "Vj-(Ui-Ui)_E--H 
r        ~        r'       ~  r-hr'  ~      R 

L'énergie  totale  dépensée  entre  les  points  A  et  B  est  lE,  ce 
qui  donne 

Celte  énergie  se  compose  donc  de  deux  parties  :  l'une  pro- 
portionnelle au  carré  de  l'intensité  et  qui  échauffe  le  conduc- 
teur dans  toute  sa  longueur,  correspond  h  la  loi  de  Joute  ;  l'au- 
tre, proportionnelle  h  l'intensité,  est  localisée  au  point  P.  Cette 
dernière  partie  est  positive,  si  la  chute  se  fait  dans  le  sens  du 
courant,  et  négative  dans  le  cas  contraire.  S'il  n'y  a  pas  d'autre 
travail  que  celui  qui  correspond  aux  changements  de  tempé- 
rature, cette  énergie  se  traduira  par  un  dégagement  de  cha- 
leur en  P  dans  le  premier  cas,  par  une  absorption  de  chaleur 
dans  le  second,  c'est-à-dire  par  un  refroidissement.  Tel  est 
l'effet,  connu  sous  le  nom  de  phénomène  de  Peilier,  qui  se 
produit  au  contact  de  deux  métaux. 

Il  peut  se  faire  aussi  que  l'énergie  localisée  IH  soit  corré- 
lative d'une  réaction  chimique,  qui  absorbe  la  chaleur  corres- 
pondante si  H  est  positif,  et  produise  au  contraire  cette  cha- 
leur si  H  est  négatif,  de  telle  sorte  que  les  variations  de 
température  soient  alors  dues  uniquement  à  l'énergie  calori- 
fique dégagée  en  vertu  de  la  loi  de  Joule. 

La  réciproque  est  évidente.  Si  l'on  constate,  en  un  point  P 
quelconque  du  circuit,  la  production  d'un  travail  calorifique 
ou  chimique  dont  l'énergie  est  simplement  proportionnelle  à 
l'intensité  du  courant,  on  peut  affirmer  qu'il  existe  en  ce  point 
une  variation  brusque  du  potentiel,  positive  ou  négative  sui- 
vant le  signe  du  travail.  Si,  de  plus,  le  travail  ainsi  localisé 
change  de  signe  avec  le  sens  du  courant,  on  en  conclura  que 
la  variation  de  potentiel  correspondante  est  fixe  et  indépen- 
dante du  courant. 

Considérons,  en  particulier,  ce  dernier  cas;  soit  r  la  résis- 
tance de  la  région  où  se  manifeste  la  chute  de  potentiel,  et  sup- 
posons qu'il  n'y  ait  au  point  considéré  que  des  phénomènes 
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calorifiques.  La  quantité  de  chaleur  dégagée  se  compose  de 
deux  parties  :  l'une  Pr,  définie  par  la  lui  de  Joule,  est  indé- 
pendante du  sens  du  courant;  l'autre,  due  à  l'effet  Peitier,  a 
pour  valeur  IH  et  change  de  signe  avec  le  sens  du  courant. 
L'énergie  calorifique  dégagée  est  donc 

I.r±I"      ''■ 


„  =  (-., 


A  mesure  qu'on  fait  décroître  i'intensité,  le  terme -n  diminue; 

dès  qu'il  devient  inférieur  à  l'unité,  l'effet  Peitier  prédomine 
et  les  effets  calorifiques  changent  de  signe  avec  le  courant; 
ces  effets  tendent  à  devenir  égaux  et  de  signes  contraires  quand 
on  renverse  le  courant. 

Une  question  se  présente  ici  à  propos  du  phénomène  de 
Peitier.  L'effet  calorifique  que  l'on  observe  pendant  le  passage 
du  courant,  à  la  soudure  des  deux  métaux,  mesure  la  chute 
brusque  de  potentiel  qui  existe  en  ce  point,  et  semble  devoir 
mesurer,  par  conséquent,  la  force  électromotrice  de  contact 
qui  existe  entre  eux  d'après  la  théorie  de  Volta.  Le  résultat 
qu'on  obtient  ainsi  concorde-t-il  avec  celui  que  donnent  les 
autres  procédés,  l'emploi  des  électromètres,  par  exemple? 

L'expérience  répond  d'une  manière  négative  :  non  seulement 
les  valeurs  fournies  par  les  deux  procédés  ne  sont  pas  concor- 
dantes, mais  les  corps  ne  s'y  trouvent  pas  rangés  dans  le  même 
ordre  et  les  forces  électromotrices  sont  même  parfois  de  signes 
contraires.  Il  est  donc  certain  qu'on  ne  mesure  pas  le  même 
phénpmène  dans  les  deux  cas.  L'explication  la  plus  plausible 
de  ce  désaccord  est  que,  dans  les  mesures  électrostatiques, 
on  se  trouve  en  présence  d'un  phénomène  complexe  où  l'état 
physique  des  surfaces  et  la  nature  du  milieu  qui  se  trouve 
nécessairement  interposé  entre  les  métaux  en  contact  jouent 
un  rôle  considérable. 

180.  DécompoBitioDB  chimiques.  —  Toutes  les  fois  qu'un 
composé  liquide  est  traversé  par  un  courant,  il  subit  une  dé- 
composition progressive  :  certains  éléments  apparaissent  sur 
le  conducteur  qui  amène  le  courant,  d'autres  sur  celui  qui 
l'emporte.  Faraday  a  désigné  ce  phénomène  sous  le  nom  d'êlec- 
Irolyse;  il  appelle  éleclrolyie  le  corps  soumis  à  la  décomposi- 


DigmzcdbyGoOglC 


lion,  électrodes  les  deux  conducteurs  qui  servent  à  l'entrée  et 
à  la  sortie  du  courant,  le  premier  étant  l'électrode  positive  ou 
anode,  le  second  l'électrode  négative  ou  cathode.  Les  éléments 
de  la  décomposition  sont  des  ions  ;  Yanion  se  porte  sur  l'aoode 
et  le  cation  sur  la  cathode. 

Deux  conditions  sont  nécessaires  pour  la  production  de 
l'électrolyse  :  il  faut  que  le  courant  puisse  traverser  ie  com- 
posé et  que  celui-ci  soit  liquide  ou  en  dissolution,  ou  tout  au 
moins  à  l'état  pâteux.  Ainsi  le  verre  au  rouge  donne  des  signes 
évidents  de  décomposition,  parce  qu'il  devient  à  la  fois  con- 
ducteur et  pâteux. 

Il  est  extrêmement  remarquable  que  les  produits  de  la  dé- 
composition n'apparaissent  que  sur  les  électrodes.  Clausius, 
développant  une  théorie  proposée  d'abord  parGrotthus,  inter- 
prète ce  phénomène  d'une  manière  ingénieuse.  L'hypothèse 
consiste  à  admettre  que  les  éléments,  molécules  ou  atomes, 
qui  composent  les  corps  sont  dans  un  état  d'agitation  conti- 
nuelle; mais,  tandis  que  les  excursions  de  chaque  élément 
sont  limitées  dans  les  solides,  ces  excursions  peuvent  se 
poursuivre  à  toute  distance  dans  les  liquides  et  suivant  des 
directions  quelconques. 

Ainsi  les  deux  atomes  d'hydrogène  que  l'on  suppose  entrer 
dans  la  constitution  d'une  molécule  d'eau  ne  seraient  pas  liés 
invariablement  à  l'atome  correspondant  d'oxygène;  entraînés 
dans  un  tourbillonnement  incessant,  ils  peuvent  quitter  ce 
premier  atome  d'oxygène  pour  s'unir  à  celui  d'une  molécule 
voisine  et  se  transporter  ainsi,  par  voie  d'échanges  successifs, 
à  des  distances  infiniment  grandes  par  rapport  au  rayoi\  d'ac- 
tivité réciproque  des  éléments.  Dans  l'état  ordinaire,  ces  mou- 
vements se  produisent  suivant  des  directions  indéterminées  ; 
le  passage  de  l'électricité  aurait  pour  effet  de  leur  imprimer 
une  tendance  systématique,  en  vertu  de  laquelle  les  atomes 
d'hydrogène  descendant  le  courant  seraient  poussés  vers  la 
cathode;  les  atomes  d'oxygène,  au  contraire,  remontent  le 
courant  et  marchent  vers  l'anode. 

181.  Lois  de  Faraday.  —  C'est  avec  les  étincelles  des  ma- 
chines que  l'on  a  constaté  d'abord  la  décomposition  de  l'eau 
par  l'électricité  en  ses  éléments  gazeux.  On  obtient  des  résul- 
tats plus  facilement  mesurables  en  produisant  la  décharge  des 
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batteries  entre  deux  fils  d'or  ou  de  platine  plongés  dans  le  li- 
quide et  séparés  par  un  très  petit  intervalle.  11  y  a  alors  avan- 
tage à  employer  les  électrodes  de  Wollaston,  qui  consistent 
en  un  fil  de  platine  soudé  dans  un  tube  de  verre,  de  ma- 
nière à  ne  laisser  en  contact  avec  le  liquide  que  la  section 
même  du  fil.  Toutefois  l'étincelle  électrique  donne  toujours 
un  mélange  des  deux  gaz.  L'expérience  fut  répétée  au  moyen 
du  courant  de  la  pile  par  Carlisle  et  Nicholson  (<),  et  les 
gaz  sont  alors  séparés  aux  deux  électrodes. 

Dans  tous  les  cas,  quelle  que  soit  la  provenance  de  l'élec- 
tricité et  le  mode  d'observation,  la  quantité  d'eau  décomposée 
est  proportionnelle  à  la  quantité  d'électricité  qui  passe. 

Cette  loi,  énoncée  par  Faraday,  a  été  surtout  vérifiée  par  la 
mesure  électromagnétique  des  courants;  mais  la  détermina- 
tion directe  du  débit  d'électricité  par  les  méthodes  électrosta- 
tiques permet  également  d'en  donner  une  démonstration  très 
exacte.  Dans  des  expériences  récentes,  Warren  de  la  Rue  (*) 
a  fait  passer  à  travers  l'eau  les  décharges  d'un  condensateur 

de  capacité  considérable,  puisqu'elle  dépassait  —  de  celle  de 

la  Terre,  chargé  avec  des  forces  électromotrices  dans  les  rap- 
ports de  1,  2  et  3;  quoique  le  volume  du  mélange  des  deux 
gaz  fut  inférieur  à  a5  millimètres  cubes,  les  mesures  vériûent 
à  o,o5  près  que  le  volume  des  gaz  est  proportionnel  à  la  force 
électromotrice,  c'est-à-dire  à  la  quantité  d'électricité. 

Cette  proportionnalité  permet  de  considérer  les  éleclrolytes 
comme  des  mesureurs  d'électricité;  on  appelle  voltamètre  un 
appareil  disposé  de  manière  à  recueillir  les  gaz  qui  proviennent 
de  la  décomposition  de  l'eau. 

Le  travail  de  décomposition  chimique  étant  proportionnel 
à  l'intensité  du  courant,  il  doit  exister  quelque  part  dans  le 
voltamètre  une  chute  brusque  de  potentiel  H,  indépendante 
de  l'intensité.  L'énergie  rendue  disponible  en  ce  point  est  em- 
ployée à  la  décomposition  de  l'eau  et  peut  être  calculée  en 
valeur  absolue. 

Soit  Q  la  quantité  d'électricité  qui  a  traversé  le  voltamètre 
pendant  un  certain  temps,  et  P  le  poids  d'eau  décomposée. 

(1)  Carlisle  et  Nlchoi.sou,  Bibliolh.  Brilann..  t.  XV,  p.  11  :  isoo. 

{^j  Warben  ce  la  Hue,  .4 nu.  de  chim.  et  de  pAyi.  [aj,  t.  XIII,  p.  tSS  ;  1S78, 
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Ces  deux  quantités  étant  proportionnelles,  on  peut  écrire 
P=j3Q,  le  facteuryj  exprimant  le  poids  d'eau  décomposée  par 
l'unité  d'électricité.  Enfin,  en  appelant  a  la  chaleur  de  combi- 
naison de  l'unité  de  poids  d'eau  à  pression  constante  et  J  l'é- 
quivalent mécanique  de  la  calorie,  le  produit  JaP  représente 
l'énergie  nécessaire  pour  décomposer  un  poids  P.  d'eau.  Celte 
énergie  étant  fournie  par  la  chute  du  courant,  on  a 

QH=JaP, 

Ainsi,  entre  les  deux  électrodes  d'un  voltamètre  traversé 
par  un  courant  il  existe,  outre  la  différence  de  potentiel  due  à 
la  résistance  du  conducteur  liquide  intermédiaire,  une  chute 
brusque,  dont  le  siège  est  indéterminé,  qui  peut  se  produire 
soit  toute  entière  sur  une  électrode,  soit  partiellement  sur  les 
deux,  et  qui  a  pour  expression  numérique  le  travail  méca- 
nique correspondant  à  l'énergie  absorbée  par  la  quantité  d'eau 
que  décompose  l'unité  d'électricité. 

182.  Polarisation  des  électrodes.  —  Par  quel  mécanisme 
se  produit  cette  différence  de  potentiel?  Il  est  évident  qu'avant 
le  passage  du  courant  les  deux  électrodes,  si  elles  sont  for- 
mées d'un  même  métal,  toutes  deux  en  platine  par  exemple, 
sont  à  un  môme  potentiel,  probablement  différent  de  celui  de 
l'eau,  en  vertu  de  la  loi  de  Volta  ;  mais  les  variations  de  sens 
contraires  qui  existent  alors,  à  chacune  des  électrodes,  don- 
neraient dans  le  voltamètre  un  travail  qui  serait  évidemment 
nul.  Quand  le  courant  est  établi,  les  deux  chutes  sont  inégales 
et  leur  différence  devient  égale  à  H.  On  est  donc  conduit  à 
admettre,  en  suivant  les  idées  de  Volta,  qu'il  s'est  produit  une 
modification  des  surfaces  en  contact.  Le  dépôt  sur  les  élec- 
trodes des  éléments  de  l'électrolyte  donne  une  explication 
suffisante  de  cette  modification. 

11  suffit,  en  effet,  qu'une  lame  ait  été  employée  comme  élec- 
trode ou  même  plongée  dans  un  gaz  pour  qu'on  trouve,  quand 
on  la  met  dans  l'eau  en  présence  d'une  lame  de  même  nature, 
mais  neuve  ou  récemment  portée  au  rouge,  une  différence  de 
potentiel  entre  les  deux  lames. 

Considérons,  en  particulier,  la  décomposition  de  l'eau.  Les 
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premières  portions  de  gaz  qui  viennent  au  contact  de  la  lame 
de  platine,  paraissent,  sinon  former  avec  elle  une  véritable 
combinaison,  tout  au  moins  s'y  déposer  à  un  état  de  conden- 
sation dans  lequel  le  gaz  est  loin  d'avoir  l'énergie  potentielle 
qui  correspond  h  l'état  libre.  Cet  efYct  de  condensation  des 
gaz  doit  avoir  lieu  surtout  au  début,  et  il  va  ensuite  en  dimi- 
nuant d'une  manière  progressive  jusqu'à  ce  que  l'épaisseur  de 
la  couche  soit  devenue  assez  grande  pour  que  les  nouvelles 
bulles  n'éprouvent  plus  aucune  action  de  la  part  de  la  lame  et 
puissent  se  dégager. 

Ce  n'est  qu'à  partir  de  ce  moment  que  le  travail  de  la  dé- 
composition de  l'eau  atteint  sa  valeur  normale.  Jusque  là,  il 
n'était  que  la  différence  entre  cette  valeur  normale  et  le  tra- 
vail correspondant  à  la  condensation  ou  à  la  formation  d'hy- 
drures  et  de  composés  oxygénés. 

La  modification  subie  ainsi  par  la  surface  des  lames  serait 
la  cause  du  phénomène,  appelé  polarisation  des  électrodes, 
qui  se  manifeste  par  le  développement  d'une  force  électromo- 
trice inverse  de  celle  qui  produit  le  courant. 

La  polarisation  peut  prendre  des  valeurs  très  difTérentes.  Le 
courant  ne  se  maintient,  en  effet,  dans  le  circuit  renfermant 
un  éleclrolyte,  que  si  la  force  électromotrice  extérieure  est  su- 
périeure à  la  chute  de  potentiel  ayant  son  siège  sur  les  élec- 
trodes. Lorsque  cette  force  étectromotrice  e  est  inférieure  à  la 
polarisation  H  corrélative  du  dégagement  des  gaz,  le  courant 
s'établit  d'abord,  si  les  deux  électrodes  sont  dans  le  même  état, 
mais  il  s'affaiblit  bientôt  et  devient  sensiblement  nul;  à  ce  mo- 
ment, la  chute  de  potentiel  sur  les  électrodes  est  égale  à  la 

force  électromotrice  e.  La  quantité  d'électricité  y  =  /  idt  né- 
cessaire pour  atteindre  ce  résultat  est  proportionnelle  à  la  sur- 
face immergée  des  électrodes  ;  c'est  la  capacité  de  polarisation 
relative  à  l'état  considéré. 

On  conçoit  ainsi  comment  la  polarisation  n'est  pas  instan- 
tanée, même  avec  une  force  électromotrice  suffisante  pour  en- 
tretenir le  courant,  et  comment  elle  peut  croître  d'une  manière 
continue  depuis  zéro  jusqu'à  une  limite  maximum.  La  capa- 
cité de  polarisation  n'est  définie  que  si  l'on  atteint  le  régime 
du  dégagement  continu  des  gaz. 
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183.  Gonraots  secondaires-  —  Une  fois  la  polarisation  éta- 
blie, si  on  roBipt  le  courant  primitif  et  qu'on  réunisse  les  deux 
électrodes  par  un  conducteur,  un  courant  limité  se  produit  en 
sens  contraire  du  courant  primitif ,  en  vertu  de  la  force  électro- 
motrice de  polarisation  ;  c'est  un  courant  secondaire. 

Le  courant  secondaire  fait  disparaître  peu  à  peu,  en  refor- 
mant de  l'eau,  les  couches  de  gaz  attachées  aux  électrodes  et 
la  force  électromotrice  ne  tarde  pas  à  s'annuler;  la  quantité 
totale  d'électricité  mise  en  mouvement  pendant  la  durée  du 
courant  secondaire  est  égale  à  celle  qu'il  avait  fallu  dépenser 
pour  produire  la  polarisation. 

Il  est  clair  que  ce  courant  secondaire  sera  lui-même  per- 
manent si  l'on  maintient  constante  la  force  électromotrice  de 
polarisation;  il  suffit,  pour  cela,  de  faire  en  sorte  que  la  sur- 
face des  électrodes  reste  en  contact  avec  les  couches  gazeuses 
qu'avait  produites  l'électrolyse.  C'est  précisément  ce  qui  a 
lieu  dans  le  couple  à  gaz  de  Grove. 

184.  Électrotytes  successifs.  —  Supposons  que,  dans  un 
circuit,  on  ait  introduit  plusieurs  couples  de  Grove,  placés  à 
la  suite  les  uns  des  autres  dans  le  même  ordre,  et  plusieurs 
voltamètres.  Soiln  le  nombre  des  couples,  n'  celui  des  volta- 
mètres, R  la  résistance  totale  du  circuit  et  I  l'intensité  du  cou> 
rant  qui  le  parcourt.  Pendant  chaque  unité  de  temps,  le  tra- 
vail fourni  par  l'ensemble  des  couples  esinjapl;  celui  qui  est 
dépensé  parles  voltamètres  est  n'Ja/>l;  enfin  une  quantité  de 
travail  1*R  est  convertie  en  chaleur  dans  le  circuit,  en  vertu 
de  la  loi  de  Joule.  S'il  n'existe  aucun  autre  travail  extérieur 
positif  ou  négatif,  on  doit  avoir 

nJapl^n'îapl-hl'R, 
m  =  {n-n')3.p  =  {n-n')l]. 

Le  produit  IR  est  une  quantité  essentiellement  positive  ;  le 
courant  ne  peut  donc  exister  que  si  n>/i'. 

Lorsque  le  régime  permanent  est  établi,  la  polarisation 
étant  supposée  complète  dans  les  couples  ainsi  que  dans  les 
voltamètres,  il  y  a  dans  chacun  d'eux  un  même  travail  effec- 
tué pendant  le  même  temps,  positif  dans  les  uns,  négatif  dans 
les  autres.  En  d'autres  termes,  pour  chaque  unité  d électricité 
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qui  traverse  le  système,  ane  même  quanlilé  d'eau  se  forme 
dans  les  couples  et  se  décompose  dans  les  voltamètres. 

Cette  seconde  loi  de  Faraday  se  vériile  eacore  alors  même 
que  la  polarisation  ne  serait  pas  complète  en  tous  les  points 
de  la  clialne  considérée.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 
dans  l'un  des  couples  l'épaisseur  des  couches  de  gaz  soit 
tombée  au-dessous  de  sa  valeur  limite  et  que  la  force  électro- 
motrice n'oit  plus  qu'une  valeur  H' inférieure  à  H;  le  transport 
d'une  unité  d'électricité  ne  correspond  plus  dans  ce  couple 
au  même  travail  que  dans  les  autres,  mais  la  relation  W  =  Ja'p 
est  toujours  satisfaite,  si  l'on  désigne  par  a'  la  chaleur  de 
formation  de  l'unité  de  poids  d'eau  avec  de  l'oxygène  et  de 
l'hydrogène  à  l'état  de  combinaison  partielle  où  il  se  trouvent 
sur  le  platine,  et  le  couple  ainsi  altéré  donne  naissance  à  la 
même  quantité  d'eau  que  tous  les  autres. 

La  loi  est  d'ailleurs  générale  :  pour  tout  électrolgte,  le  poids 
des  éléments  combinés  ou  décomposés  est  proportionnel  à  la 
qaanlUè  d'électricité  qui  passe.  L'opération  peut  être  positive 
ou  négative,  soit  avec  polarisation  des  électrodes,  comme  pour 
la  décomposition  de  l'eau  ou  du  sulfate  de  cuivre  avec  des  élec- 
trodes de  platine,  soit  sans  polarisation  appréciable,  comme 
dans  l'électrolyse  du  sulfate  de  cuivre  par  deux  électrodes  de 
cuivre.  Il  en  résulte,  comme  conséquence,  que  l'électrolyle 
n'agit  jamais  simplement  à  la  manière  d'un  conducteur  et  ne 
laisse  passer  aucune  fraction  du  courant  sans  qu'il  existe  une 
action  chimique  corrélative. 

185.  Relation  des  énergies  chimique  et  électrique.  —  Dans 
l'électrolyse  du  sulfate  de  cuivre  par  deux  lames  de  cuivre, 
si  les  deux  lames  se  maintiennent  réellement  dans  le  même 
état,  avec  dépôt  de  cuivre  métallique  sur  la  cathode  et  dis- 
solution d'une  quantité  égale  sur  l'anode  pour  former  du 
sulfate,  la  force  électromotrice  de  contact  du  métal  avec  le 
liquide  est  la  même  de  part  et  d'autre;  dans  ce  cas,  il  doit 
y  avoir  égalité  entre  la  chaleur  produite  et  la  chaleur  dé- 
pensée. Au  contraire,  toute  différence  dans  l'état  des  deux 
lames,  analogue  à  celle  que  produirait,  par  exemple,  la  for- 
mation d'un  sous-oxyde  de  cuivre  sur  l'anode,  s'accusera  par 
un  défaut  de  compensation  entre  les  quantités  de  chaleur 
absorbées  et  dégagées. 

Éleclr.  et  Magit.  —  i.  ig 
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Il  est  donc  nécessaire  de  faire  une  réserve  importante  sur 
l'équivalence  de  l'énergie  chimique  et  du  travail  électrique 
localisé.  Ce  principe  n'est  applicable  que  s'il  ne  se  produit, 
au  point  où  a  lieu  l'opération  chimique,  aucun  travail  exté- 
rieur ni  aucune  variation  de  température  indépendante  des 
résistances.  Si  cette  condition  n'est  pas  réalisée,  on  doit  tenir 
compte  de  tous  les  travaux  secondaires,  physiques  ou  chi- 
miques, auxquels  peut  donner  lieu  l'électrolyse. 

Dans  l'électrolyse  de  l'eau,  par  exemple,  l'énei^ie  du  cou- 
rant produit  d'abord  la  séparation  de  l'oxygène  et  de  l'hydro- 
gène et  ensuite  le  travail  nécessaire  pour  que  les  gaz  occu- 
pent un  certain  volume  à  la  pression  extérieure. 

Lorsque  le  courant  provient  d'une  pile  de  Grove,  le  même 
travail  est  fourni  par  chacun  des  couples.  D'ailleurs  le  travail 
extérieur  reste  invariable,  tant  que  la  loi  de  Mariotte  est 
vraie,  pour  un  même  poids  d'eau  décomposée  et,  par  suite, 
pour  un  même  débit  d'électricité.  Dans  ces  limites,  la  condi- 
tion d'équilibre  des  couples  ou  des  électrolytes  est  donc  indé- 
pendante de  la  pression. 

Pour  des  pressions  très  élevées,  la  loi  de  Mariotte  est  très 
éloignée  de  la  vérité  ;  la  -chaleur  de  combinaison  de  l'hydro- 
gène et  de  l'oxygène  est  d'ailleui-s  modifiée  ;  et  l'on  sait  que 
la  décomposition  par  la  pile  exige  alors  l'emploi  de  forces 
électromotrices  plus  grandes.  La  chaleur  de  formation  de 
l'eau  est  d'ailleurs  fonction  de  la  température,  et  les  condi- 
tions d'équilibre  dans  un  circuit  pourront  être  profondément 
modiGées,  si  les  couples  et  les  électrolytes  sont  à  des  tempe* 
ratures  différentes. 

D'autre  part,  il  peut  arriver  que  certains  éléments  de  la 
décomposition  éprouvent  des  réactions  secondaires  indépen- 
dantes de  l'action  directe  du  courant  et  donnant  lieu  à  une 
absorption  ou  à  un  dégagement  de  chaleur.  Le  résultat  final 
de  l'électrolyse  n'est  plus  alors  en  relation  simple  avec  la 
force  électromotrice,  et  celie-ci  ne  peut  être  calculée  par  la 
chaleur  de  combinaison  des  éléments,  considérés  dans  l'état 
où  ils  apparaissent  après  l'opération. 

186.  Equivalents  électrocbimiqaes.  —  Soient  A,  A',A',.. 
divers  électrolytes,  p,p',p"„..  les  poids  de  chacun  d'eux  dé- 
composés par  l'unité  d'électricité.  Ces  nombres  sont  appelés 
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les  équioalenis  électrochimiques  des  difTérents  corps;  l'expé- 
rience montre  qu'ils  sont  proportionnels  à  leurs  équivalents 
chimiques  ordinaires  ou  à  leurs  poids  atomiques. 

Si  l'on  désigne  par  a,  a',  a',...  les  chaleurs  de  combinaison 
de  l'unité  de  poids  pour  chacun  des  composés,  les  éléments 
de  la  combinaison  étant  pris  dans  l'état  où  ils  se  trouvent  par 
le  fait  du  courant,  c'est-à-dire  sans  tenir  compte  des  réactions 
secondaires,  les  produits  ap,  a'p' ,  a'p",...  seront  les  chaleurs 
de  combinaison  des  équivalents.  Par  un  raisonnement  ana- 
logue à  celui  qui  a  été  fait  pour  l'eau,  on  voit  que  les  forces 
électromotrices  H,  H',  H'.,.,  relatives  à  ces  diverses  électro- 
lytes,  sont  déterminées  par  les  relations 

ap~a'p'~a''p''   '      ~ 

La  force  électromolrice  dan  éleclrolyte  est  représentée  par 
ténergie  calorifique  de  combinaison  de  son  équivalent  électro- 
chimique. 

187.  Loi  d'Ed.  Becquerel.  —  L'application  de  cette  toi  de 
Faraday  ne  présente  pas  d'ambiguité  quand  il  s'agit  de  com- 
posés chimiques  analogues.  Si  l'on  produit,  par  un  même 
courant,  l'électrolyse  de  l'eau  et  d'une  série  de  sulfates  neu- 
tres de  protoxydes,  par  exemple,  l'équivalent  électrochimique 
de  chaque  métal  est  le  poids  qui  se  dépose  pour  le  dégage- 
ment d'un  gramme  d'hydrogène;  mais  il  y  a  doute  lorsque 
les  composés  n'ont  pas  la  même  formule.  Avec  deux  sulfates 
neutres,  l'un  de  protoxyde,  l'autre  de  sesquioxyde  de  fer, 
décomposés  par  le  même  courant,  on  peut  se  demander  si  le 
même  poids  de  fer  ou  te  même  poids  d'oxygène  sera  mis  en 
liberté  dans  les  deux  électrolytes.  Ed.  Becquerel  (')  a  montré 
que  le  métalloïde  fait  la  loi:  par  conséquent  les  poids  de  fer 
seront,  pour  les  deux  électrolytes,  dans  le  rapport  de  3  à  2. 
Il  en  est  de  même  pour  les  sels  des  autres  acides,  les  chlo- 
rures, les  sulfures,  etc. 

188.  Des  couples  électriques.  —  Considérons  un  circuit 
composé  de  divers  électrolytes,  les  uns  donnant  lieu  h  des 

[i)  Ed.  Becdubhkl,  Ann.  de  Ch.  et  de  Phya.  (3),  l.  XI,  p.  I'i2  ;  1844. 
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actions  positives,  les  autres  à  des  actions  négatives.  En  dési- 
gnant par  a  pour  ceux  de  la  première  espèce,  et  par  b  pour 
ceux  de  la  seconde,  les  chaleurs  de  combinaison  de  l'unité 
de  poids,  par  R  la  résistance  totale  du  circuit  et  par  1  l'inten- 
sité du  courant,  on  aura,  sous  la  réserve  que  la  totalité  des 
actions  chimiques  est  liée  au  passage  du  courant, 

IR  =  J(i:fl/*-2A/>)  =  E,-E'  =  E. 

Le  produit  IR,  qui  correspond  à  la  chaleur  dégagée  dans  le 
circuit  en  raison  des  résistances,  est  la  force  électromotrîce 
résultante  E  ;  c'est  l'excès  de  la  force  électromotrice  E^  des 
couples  sur  la  polarisation  totale  E'  de  l'ensemble  des  élec- 
trolytes.  Le  courant  ne  peut  se  maintenir  que  si  l'on  a 

Si  cette  condition  n'est  pas  remplie  et  que  tous  tes  électro- 
lytes  soient  à  l'état  naturel,  le  courant  s'établit  d'abord  au 
moment  de  la  fermeture  du  circuit.  Une  décomposition 
incomplète  polarise  les  électrodes  et  le  courant  cesse  dès  que 
la  somme  des  forces  électromotrices  de  polarisation  atteint 
la  valeur  E„  ;  le  système  reste  alors  en  équilibre.  Tel  est  le  cas 
d'un  circuit  qui  renferme  un  couple  Daniell  (192)  et  un  volta- 
mètre; la  substitution  du  zinc  au  cuivre  dans  le  couple  Da- 
niell produit  ii,it  calories,  tandis  que  la  décomposition  de 
l'eau  en  exige  34,5. 

189.  DépolarisatioB  par  diffasion.  —  Il  peut  arriver  cepen- 
dant que  l'on  constate  alors  l'existence  d'un  courant  continu 
très  faible.  Ce  courant  est  dH  à  la  cause  suivante  :  la  polari- 
sation des  électrodes  dans  un  voltamètre,  par  exemple,  se 
dissipe  peu  à  peu  par  suite  de  la  diffusion  des  gaz  qu'elles 
ont  absorbés;  on  conçoit  que  cette  diffusion  sera  plus  ou 
moins  rapide  suivant  les  conditions  de  l'expérience,  mais 
surtout  suivant  la  valeur  de  la  polarisation  elle-même  et  de 
son  écart  par  rapport  à  la  polarisation  maximum.  Le  courant 
observé  rétablit  alors  les  perles  dues  à  la  diffusion  et  main- 
tient l'état  d'équilibre  qui  correspond  au  maximum  de  polarî- 
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sation  pour  les  conditions  de  l'expérience.  Ainsi  s'expliquent 
les  diverses  particularités  auxquelles  donnent  Heu  les  phéno- 
mènes de  polarisation.  Quand  on  unit  à  un  voltamètre  une 
source  de  force  éleclromotrice  insuffisante  pour  donner  un 
dégagement  de  gaz  continu,  l'expérience  montre  que  la  force 
électromotrice  de  polarisation  croit  avec  l'intensité  du  courant 
permanent  dont  il  vient  d'être  question,  mais  moins  rapide- 
ment; que,  pour  une  valeur  donnée  de  ce  courant,  la  force 
électromotrice  diminue  quand  on  augmente  la  surface  des 
électrodes;  enfln,  que  la  force  éleclromotrice  reste  constante 
si  l'intensité  du  courant  et  la  surface  des  électrodes  croissent 
dans  le  même  rapport. 

190.  Coaple  de  Volta.  — '  Quelques  mois  nous  suffiront 
maintenant  pour  compléter  la  théorie  de  la  pile.  Le  couple 
de  Volta  proprement  dit  se  compose  de  deux  lames,  l'une  de 
zinc,  l'autre  de  cuivre,  plongées  dans  de  l'eau  rendue  conduc- 
trice par  l'addition  d'une  petite  quantité  d'acide  sulfuiique 
ou  d'un  sel  quelconque,  la  lame  de  cuivre  étant  soudée  à  une 
iame  de  zinc  qui  fait  partie  du  couple  suivant.  Entre  deux 
métaux  extrêmes  identiques,  on  a  ainsi  trois  contacts,  zinc- 
cuivre,  cuivre-eau  et  eau-zinc.  La  force  éleclromotrice  peut 
donc  s'exprimer  par  les  symboles  habituels, 

E  =  Z/i|Cu-t-Cu|Ay-|-A7|Zn. 

Si  l'eau  ne  Jouait  que  le  rôle  d'un  conducteur,  suivant  les 
idées  de  Volta,  on  aurait 


et,  par  suite. 


Ç.u\S.q-^Kq\Zn  = 


E  =  Z«|C«. 


D'après  cette  manière  de  voir,  la  force  électromotrice  du 
couple  de  Volta  ne  dépendrait  que  du  contact  zinc-cuivre,  et 
ces  deux  métaux  réunis  par  une  couche  d'eau  se  trouveraient 
au  même  potentiel.  L'altération  superlicielte  des  métaux  au 
contact  des  liquides  ou  des  gaz  rend  très  difficile  la  vérifica- 
tion rigoureuse  de  l'hypothèse  de  Volta. 

Quoi  qu'il  en  soit,  cette  altération  est  tellement  rapide  et 
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amène  dans  la  valeur  de  la  force  électromotrice  des  change- 
ments si  importants,  qu'au  point  de  vue  pratique,  la  force 
électromotrice  du  couple  de  Volta  doit  ôtre  considérée  comme 
dépendant,  pour  une  notable  part,  du  milieu  qui  forme  le 
troisième  élément. 

Lorsque  le  couple  est  fermé  par  un  conducteur  de  résis- 
tance R,  il  se  produit  un  courant  dont  l'intensité  est  donnée 
d'abord  par  la  relation  K  =  IR,  mais  l'eau  est  aussitôt  décom- 
posée, l'oxygène  remonte  le  courant  et  oxyde  la  lame  de  zinc, 
l'hydrogène  le  descend  et  polarise  la  lame  de  cuivre  ;  il  en 
résulte  une  force  électromotrice  inverse.  Quand  le  régime 
permanent  est  établi,  la  force  électromotrice  de  polarisation 
a  une  valeur  E'  et  l'intensité  I'  est 

E-E'  =  rR. 

Si  on  laisse  reposer  le  couple,  la  polarisation  s'annule  len- 
tement par  diffusion  des  gaz.  Quand  on  ferme  de  nouveau  le 
circuit  au  bout  d'un  certain  temps,  le  courant  reparaît  d'abord 
■  avec  l'intensité  primitive  I,  si  l'influence  de  la  couche  d'oxyde 
de  zinc  est  négligeable,  pour  reprendre  ensuite  l'intensité  t'  au 
bout  d'un  temps  généralement  très  court,  mais  qui  peut  âtre 
assez  long  si  les  surfaces  des  électrodes  sont  très  grandes  et 
la  résistance  du  circuit  considérable.  Pendant  que  le  couple 
reste  ouvert,  la  différence  de  potentiel  des  extrémités  est 
donc  égale  à  E. 

Dans  un  circuit  fermé,  la  force  électromotrice  utilisable 
est  seulement  E  — E'.  11  se  produit  dans  chaque  couple  de 
l'oxyde  de  zinc  et  de  l'hydrogène  aux  dépens  du  zinc  et  de 
l'eau.  Comme  on  peut  supposer  que  l'oxygène  a  passé  par 
l'état  gazeux  en  allant  de  l'eau  au  zinc,  on  voit  que  l'énergie 
disponible  du  couple  correspond  à  l'excès  de  la  chaleur  de 
formation  de  l'oxyde  de  zinc  sur  celle  de  l'eau  pour  le  même 
poids  d'oxygène.  Si  l'eau  est  acidulée,  la  différence  corres- 
pond à  la  substitution  du  zinc  à  l'hydrogène  dans  l'acide  sul- 
furique  hydraté  :  cette  différence  est  de  17,7  calories  environ. 

La  couche  d'hydrogène  qui  recouvre  le  cuivre  a  encore 
pour  effet  d'augmenter  beaucoup  la  résistance  du  couple,  ce 
qui  est  une  nouvelle  cause  d'affaiblissement  du  courant. 
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191.  Couples  Don  polarisables.  —  Des  moyens  mécaniques, 
comme  l'agitation  du  liquide  ou  le  frottement  de  la  lame  de 
cuivre  par  un  corps  étranger,  permettent  d'éliminer  la  plus 
grande  partie  du  gaz,  de  diminuer  beaucoup  la  résistance  et 
même  la  polarisation  ;  mais  on  peut  supprimer  complètement 
la  couche  par  une  action  chimique  et  obtenir  ainsi  des  couples 
non  polarisables. 

Un  liquide  qui  aurait  la  propriété  de  dissoudre  simplement 
l'hydrogène,  sans  efTel  caloriQque,  augmenterait  déjà  la  force 
éiectromotrice  de  tout  le  travail  que  doit  effectuer  le  gaz  pour 
se  dégager  &  ia  pression  extérieure  ;  mais  si  l'hydrogène  entre 
dans  une  nouvelle  combinaison  chimique,  ou  même  si  l'on 
tient  compte  de  la  chaleur  de  dissolution  du  gaz,  la  force 
électromotrice  doit  être  considérée  comme  égale  à  la  somme 
algébrique  des  énergies  produites  aux  deux  électrodes,  ou  aux 
deux  pôles  du  couple. 

Tel  est,  par  exemple,  le  couple  employé  par  Joule,  oii  la 
lame  de  cuivre  est  recouverte  par  une  couche  d'oxyde  que 
l'hydrogène  réduit  peu  à  peu.  La  force  éiectromotrice  corres- 
pond alors  à  la  différence  des  chaleurs  d'oxydation  du  cuivre 
et  du  zinc  pour  un  même  poids  d'oxygène. 

Dans  d'autres  cas,  le  liquide  renferme  en  dissolution  un 
sel  du  métal  qui  constitue  l'électrode  positive,  par  exemple 
une  dissolution  de  sulfate  de  cadmium  dans  laquelle  plongent 
une  lame  de  zinc  et  une  lame  de  cadmium.  Le  sulfate  dissous 
subit  l'électrolyse,  quand  le  circuit  est  fermé,  et  il  se  dépose 
sur  la  lame  de  cadmium  une  quantité  de  cadmium  équiva- 
lente au  point  de  zinc  dissous.  La  force  électro motrice  cor- 
respond à  ta  chaleur  de  substitution  du  zinc  au  cadmium 
dans  le  sulfate,  soit  environ  8,3  calories. 

Les  choses  restent  dans  le  même  état  tant  que  la  proportion 
du  sulfate  de  zinc  dissous  n'est  pas  assez  grande  pour  que  ce 
set  lui-même  prenne  part  à  l'électrolyse.  A  partir  de  ce  mo- 
ment, la  polarisation  du  couple  apparaît  de  nouveau. 

En  fonction  des  forces  électromotrices  de  contact,  la  force 
électromotrice  de  ce  couple  peut  être  exprimée  par  les  sym- 
boles suivants  : 

E  =  Zrt|Crf-HCrf|  sulfate  4- sulfate]Z«. 
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192.  Couples  à  denx  liquides.  —  Dans  le  couple  de  Daniell  à 
sulfates,  imaginé  pourla  première  fois  par6ecquerel('),  on  em- 
ploie deux  liquides  :  une  dissolution  concentrée  de  sulfate  de 
cuivre  autour  de  la  lame  de  cuivre  et  une  dissolution  de  sul- 
fate de  zinc  autour  de  la  lame  de  zinc.  Les  deux  liquides  sont 
séparés  par  une  membrane,  comme  une  peau,  ou  par  un  vase 
de  terre  poreuse,  afin  d'empêcher  le  mélange  des  dissolutions 
sans  interrompre  la  conductibilité. 

Pendant  que  la  lame  de  zinc  se  dissout,  le  cuivre  provenant 
de  l'électrolyse  du  sulfate  de  cuivre  se  dépose  sur  la  lame  de 
cuivre.  La  force  électromotrice  correspond  à  la  différence  des 
chaleurs  de  formation  du  sulfate  de  zinc  et  du  sulfate  de 
cuivre,  c'est-à-dire  k  la  chaleur  de  substitution  du  zinc  au 
cuivre  dans  le  sulfate,  soit  a4,2  calories. 

Ce  couple  présente  une  constance  remarquable  et  c'est  un 
de  ceux  dans  lequel  la  force  élcctro motrice  change  le  moins 
par  suite  des  variations  de  la  température. 

Dans  le  couple  de  Grave,  le  cuivre  est  remplacé  par  du 
platine  :  l'hydrogène  est  absorbé  par  de  l'acide  azotique  et 
forme  des  composés  nitrés  d'un  degré  d'oxydation  plus  faible  ; 
le  zinc  est  placé  dans  une  solution  d'acide  sulfurique  ou  de 
sulfate  de  zinc.  En  substituant  du  charbon  au  platine,  on 
obtient  le  couple  de  Bunsen. 

L'énergie  disponible  dans  le  couple  de  Grove  et  dans  lecoupte 
Bunsen  correspond  à  une  quantité  de  chaleur  d'environ  4?  ca- 
lories, ils  ont  donc  une  force  électromotrice  presque  double  de 
celle  des  couples  de  Daniell  ;  les  liquides  présentent  d'ailleurs 
une  résistance  beaucoup  plus  faible.  Aussi  les  emploie-t-on 
de  préférence  toutes  les  fois  qu'on  veut  obtenir  des  courants 
très  intenses  ;  mais  les  liquides  s'altèrent  rapidement,  la  résis- 
tance  augmente,  la  force  électromotrice  diminue  et  le  cou- 
rant ne  tarde  pas  à  s'affaiblir. 

193.  Phénomènes  électrostatiques  dans  les  piles.  —  Le 
nom  de  pile  donné  habituellement  à  la  réunion  de  plusieurs 
couples  en  communication  les  uns  avec  les  autres  provient 
de  la  forme  imaginée  d'abord  par  Volta.  La  pile  à  colonne  de 
Volta  se  compose  d'une  série  de  doubles  lames  de  zinc  et  de 

(')  A.  UBCQiKnEi,  Aan.  de  Ch.  et  dt  ?f>y».  (S),  l.  XLE,  p.  5;  1859, 
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cuivre  superposées  dans  le  même  sens  et  séparées  les  unes  des 
autres  par  des  rondelles  de  drap  humide. 

Un  couple  est  formé  par  l'ensemble  des  corps  qui  existent 
entre  deux  zincs,  c'est-à-dire  zinc,  cuivre,  eau,  zinc.  On  peut 
imaginer  que  chacune  des  lames  de  zinc  appartient  ainsi 
par  moitié  à  deux  couples  successifs. 

Si  la  pile  commence  à  la  partie  inférieure  par  un  cuivre 
et  se  termine  en  haut  par  un  zinc,  on  voit  que  la  première 
lame  de  cuivre  n'intervient  pas.  La  différence  de  potentiel  étant 
égale  à  e  pour  chaque  couple,  le  potentiel  ira  en  croissant  de 
bas  en  haut  et,  s'il  y  a  n  couples,  la  force  électromotrice  E  de 
la  pile  est 

E  =  en. 

Pile  non  isolée.  ~~  Si  la  pile  est  mise  en  communication 
avec  le  sol  par  sa  partie  inférieure,  à  l'aide  de  conducteurs 
dont  on  puisse  négliger  l'intluence,  l'extrémité  supérieure  A 
a  un  potentiel  Vn  =  E  =  ne  proportionnel  au  nombre  des  cou- 
ples, quelles  que  soient  d'ailleurs  les  dimensions  de  chacun 
d'eux.  On  vérifie  facilement  cette  propriété,  soit  au  moyen 
d'un  électromètre,  soit  par  la  mesure  des  charges  commu- 
niquées à  un  condensateur. 

Pile  isolée.  —  Si  la  pile,  que  l'on  suppose  formée  de  cou- 
ples identiques,  a  été  maintenue  isolée  pendant  un  temps 
assez  long  pour  qu'elle  ait  pu  prendre  son  équilibre,  par 
suite  des  déperditions  extérieures,  la  charge  totale  doit  être 
nulle  et  la  distribution  des  potentiels  symétrique  par  rapport 
au  point  milieu. 

Les  potentiels  aux  extrémités  A  et  B,  ou  sur  les  àeuxpôles 
de  la  pile,  sont 

V  =    v.=v--V'=E^„. 

"  2  2  2 

et,  sur  le  m'  couple  à  partir  du  pôle  A, 


Si  l'on  donne  à  la  pile  un  excès  de  charge  Qi,  cette  charge 
se  distribuera  comme  sur  un  conducteur  ordinaire  de  même 
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forme  et  produira  à  l'intérieur  un  poteatiel  coBstant  V(  tel 
qu'oa  ait,  en  appelant  P  la  capacité  de  la  pile. 


Le  potentiel  V,,  s'ajoutant  en  chaque  point  au  potentiel  pri- 
mitif, ne  troublera  pas  la  loi  des  contacts. 

Supposons  maintenant  qu'on  mette  le  m'  couple  en  com- 
munication avec  une  capacité  C.  Cette  capacité  prend  une 
charge  Q  ;  il  en  résultera  pour  la  pile  une  chute  V  de  potentiel 
en  chaque  point,  de  sorte  qu'en  désignant  par  V™  le  potentiel 
nouveau  du  couple  considéré,  on  aura 

La  loi  des  contacts  n'étant  pas  troublée,  le  nouveau  poten- 
tiel Va  du  pôle  positif  est 

v;=~+v,-pv;=^-i-v,-p(v;-m.), 
v:(..^)-v,..(^4). 

On  déterminerait  de  la  même  manière  la  distribution  des 
potentiels  sur  une  pile  quelconque,  composée  d'éléments 
inégaux.  Dans  ce  cas,  le  point  neutre  de  la  pile  isolée  et  non 
chargée  n'est  plus  au  milieu. 

194.  Potentiels  à  l'intérieur  de  la  pile.  —  Figurons  la  pile 
par  une  droite  telle  que  chaque  portion  de  longueur  soit  pro- 
portionnelle à  la  résistance  de  la  partie  qu'elle  représente,  et 
élevons  en  chaque  point  une  ordonnée  proportionnelle  au 
potentiel  de  ce  point.  Pour  une  pile  de  Voila,  par  exemple, 
le  potentiel  croît  d'une  même  quantité  à  chaque  contact  zinc- 
cuivre;  la  courbe  présentera  donc  &\xk  points  correspondants 
une  variation  brusque  et  constante  de  l'ordonnée.  Si  la  pile 
est  ouverte,  le  potentiel  reste  constant  d'un  contact  au  sui- 
vant, la  courbe  figurative  des  potentiels  sera  formée  d'une 
série  d'échelons  équidistants,  comme  les  marches  d'un  esca- 
lier. La  ligne  de  potentiel  zéro  passe  par  le  milieu  si  la  pile 
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est  restée  isolée,  ou  par  un  point  quelconque  si  elle  est  reliée 
à  une  capacité  ou  au  sol. 
Pour  la  pile  fermée,  trois  cas  peuvent  se  présenter  : 
1°  Le  conducteur  interpolaire  a  une  résistance  négligeable 
vis-à-vis  de  celle  de  la  pile.  Les  deux  pôles  sont  sensiblement 
au  même  potentiel,  et  cbaque  contact  produit  la  même  varia- 
tion e\  mais,  d'un  contact  au  suivant,  il  y  a  une  chiite  continue 
de  valeur  égale.  L'intensité  est  alors  la  même  qu'avec  un  seul 
couple,  car  en  appelant  r  la  résistance  de  chacun  d'eux,  la  loi 
d'Ohm  donne 


2°  La  résistance  de  la  pile  est  négligeable  vis-à-vis  de  celle 
du  conducteur  interpolaire.  Dans  ce  cas,  la  variation  des 
potentiels  dans  l'intérieur  de  la  pile  est  à  très  peu  près  la 
même  que  si  elle  était  ouverte.  A  l'extérieur,  la  chute  de  poten- 
tentiel  est  continue,  et  si  R  est  la  résistance  du  conducteur 
interpolaire,  l'intensité  du  courant  est  alors  proportionnelle 
au  nombre  des  couples,  car  on  a 

'      R        R 

3"  Enfin,  si  la  résistance  du  conducteur  interpolaire  est  de 
même  ordre  que  celle  de  la  pile,  le  potentiel  s'élève  toujours 
d'une  quantité  constante  à  chaque  contact  et  baisse  d'une 
manière  continue,  mais  d'une  quantité  moindre,  d'un  contact 
au  suivant;  la  différence  des  potentiels  des  deux  pôles  a  une 
valeur  finie,  moindre  que  dans  le  cas  de  la  pile  isolée,  mais 
d'autant  plus  grande  que  la  résistance  inierpolaire  est  plus 
grande,  et  l'intensité  du  courant  est 


•^R  +  «r 

195.  Pile  plongée  dans  un  milieu  condactenr.  —  Nous  avons 
admis  jusqu'à  présent  qu'aucune  perte  d'électricité  n'a  lieu 
par  la  surface  latérale  de  la  pile,  mais  il  peut  arriver  que  cette 
perte  ne  soit  pas  négligeable.  Supposons  qu'une  pile  à  colonne 
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deVolta,  composée  de  lames  infiniment  minces,  soit  plongée 
dans  un  milieu  conducteur,  et  que  l'électricité  s'écoule  en 
même  temps  par  les  parois  latérales  et  par  les  extrémités  ;  ce 
serait  le  cas  d'une  pile  plongée  dans  l'eau  si  l'on  néglige  les 
effets  de  polarisation.  Soit  £  la  force  électromotrîce  de  la  pile 
par  unité  de  longueur,  p  la  résistance  intérieure  et  p'  la  résis- 
tance extérieure  par  unité  de  longueur  (164). 

Le  flux  d'électricité  est  encore  parallèle  aux  génératrices 
dans  la  plus  grande  étendue  de  chaque  section  normale  de  la 
pile,  et  une  partie  s'échappe  latéralement  en  chaque  point,  de 
sorte  que  les  surfaces  de  niveau  sont  planes  et  se  raccordent 
avec  la  surface  latérale,  comme  dans  la  figure  4'- 

Entre  deux  points  infiniment  voisins  P  et  P',  dont  les  po- 
tentiels sont  V  et  V,  l'intensité  1  du  courant  intérieur  satis- 
fait à  l'équation 

V'  =  V-f-E(ir  — lpd:r, 


-^(-^- 


Supposons  le  régime  permanent  établi  et  considérons  deux 
tranches  successives.  Le  flux  d'électricité  idx  qui  s'échappe 
par  un  élément  (^  de  la  surface  latérale  est  l'excès  l  —  r=:—rfl 
du  flux  I  qui  traverse  la  première  sur  le  flux  l'qui  traverse  la 
seconde.  On  a  donc 

■_I__i^_'  ^ 

p'  rf,c      p  dx^ 


c'est  la  même  condition  que  celle  qui  convient  au  régime 
permanent  d'un  fil  avec  perte  par  la  surface.  Pour  déterminer 
les  constantes  de  l'intégrale 

supposons  que  l'on  compte  les  longueurs  à  partir  du  milieu 
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de  la  pile  et  que,  tout  étant  symétrique,  le  potentiel  soit  nul 
pour  jr=o;  on  a  alors  A  +  B=o  et 

V  =  A(eW  — e-?-^). 

L'intensité  du  courant  daas  la  pile  et  celle  du  courant 
latéral  i  par  unité  de  longueur  ont  pour  expressions 

,,  i  '=K-S)=i[-^'(^"+-')]' 

P  ^  ' 

La  constante  A  se  déterminera,  soit  par  le  courant  1„  au 
milieu  de  la  pile,  soit  par  le  potentiel  +  Vi  aux  extrémités;  il 
en  résulte,  en  appelant  a/  la  longueur  de  la  pile, 

(3)  p!^  — Ï-2A3,       V,=A(e?'  — e-?')- 

Sil'on  désigne  par  R,  la  résistance  du  milieu  à  partir  de 
l'une  des  extrémités  de  la  pile  jusqu'au  sol,  ou  la  moitié  de 
la  résistance  totale  entre  les  deux  pôles,  et  par  I,  le  courant 
correspondant,  on  a  aussi 

h  =  '^  =  ^^{"'-e-'')='-[.-X;le>'  +  e->')]. 

Lorsque  la  perle  latérale  est  nulle,  ^  =  o,  la  constante  A 
est  infinie  et  le  second  terme  de  l'intensité  I  se  présente  sous 
une  forme  indéterminée,  mais  on  en  déduit  finalement  la  va- 
leur ordinaire 

a/£  ,  E 


1  = 


ip/H-aR,        2p/H-aR, 


La  résistance  totale  de  la  pile  et  du  milieu,   à  partir  du 
point  P,  est  encore  donnée  par  l'expression  (165) 
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196.  Phénomènes  électrocapillaires.  —  Il  résulte  des  expé- 
riences précédentes  que  toute  modification  de  ta  surface  de 
contact  de  deux  corps  amène  une  variation  de  la  force  élec- 
Iromotrice.  Cette  loi  peut  être  considérée  comme  générale,  et 
l'on  doit  admettre  à  priori  qu'il  existe  une  relation  entre  les 
forces  électromolrices  de  contact  de  deux  corps  et  toute 
autre  propriété  dépendant  de  l'état  des  surfaces. 

Si  ion  emploie,  par  exemple,  une  surface  de  mercure  dans 
l'eau  acidulée  comme  anode,  le  mercure  se  polarise,  c'est- 
à-dire  que  la  différence  de  potentiel  de  contact  des  deux 
liquides  augmente  de  plus  en  plus  avec  la  force  électromo- 
trice extérieure,  jusqu'à  ce  que  commence  le  dégagement  des 
bulles  de  gaz.  Comme  les  propriétés  capillaires  du  mercure, 
c'est-à-dire  sa  tension  superficielle,  dépendent  uniquement 
de  l'état  de  la  surface,  il  est  à  prévoir  qu'elles  changeront 
avec  la  polarisation. 


Fig.  i^. 

M.  Lippmann  (')  a  montré  qu'il  en  est  ainsi.  La  tension  ca- 
pillaire du  mercure  au  contact  de  l'eau  acidulée  n'est  définie 
que  si  la  différence  de  potentiel  de  deux  liquides  est  inva- 
riable; elle  croît  d'abord  avec  la  polarisation  du  mercure, 

(>)  G.  LirpHANN,  Ann.  de  chim.  et  dephyt.  [b],  t.  V.  p.  491;  1H75. 
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jusqu'à  ce  que  celle-ci  atteigne  environ  0,9  de  la  force  élec- 
tromolrice  d'un  couple  Daniell,  et  diminue  ensuite  à  mesure 
que  la  polarisation  augmente. 

Pour  déterminer  cette  tension  superficielle,  M.  Lippmann 
emploie,  par  exemple,  la  disposition  suivante  : 

Un  tube  capillaire  GG'  (fig.  4^)  renferme  une  colonne  de 
mercure  surmontée  par  de  l'eau  acidulée  communiquant  par 
un  siphon  avec  un  liquide  semblable  contenu  dans  un  vaseB, 
au  fond  duquel  se  trouve  une  couche  de  mercure.  D'autre  part, 
le  tube  GG'  est  en  relation  par  un  tube  de  caoutchouc  KK' 
avec  un  vase  de  grand  diamètre  C  contenant  aussi  du  mer- 
cure. Des  fils  de  platine  3  et  Y  communiquent  avec  le  mercure 
du  vase  B  et  celui  du  tube  capillaire. 

Quand  ces  fils  sont  réunis  directement,  la  différence  des 
niveaux  en  C  et  M  correspond  à  la  tension  superficielle  nor- 
male A„.  Si  R  et  R'  sont  les  rayons  de  courbure  principaux  de 
la  surface  du  mercure  en  M  el  p^  la  pression  au  même  point 
par  unité  de  surface,  on  a 

(4)  A  =  A.(i+jl,). 

Les  fils  3  et  Y  sont  mis  en  communication  avec  un  électro- 
mètre et  on  établit  un  excès  de  potentiel  x  sur  le  premier.  Le 
mercure  s'abaisse  en  M;  ta  tension  superficielle  prend  donc 
une  valeur  plus  grande  A.  On  relève  alors  le  vase  C  de  manière 
à  ramener  le  mercure  au  même  point  M;  en  appelant/i  l'excès 
de  pression  correspondante,  on  a 


P+A 


=^{n^w)=^^r/ 


L'expérience  indique  que  la  pression  p,  compensalrice  de 
la  différence  de  potentiel  x,  est  représentée,  au  moins  pour  la 
plus  grande  partie,  par  une  courbe  parabolique  de  la  forme 

il  en  résulte 

(5)  A=:A,(i  +ax~bx'). 
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Le  maximum  p,  de  la  pression  compensatrice  a  lieu  pour 
la  valeur  Xf  déterminée  par  la  condition  a  =  a£j-,,  qui  donne 


'l= Po- 


=  6xî. 


Inversement,  les  fils  ^  et  y  étant  soustraits  à  toute  force 
éiectromotrice  extérieure,  si  on  élève  le  vase  C,  ce  qui  aug- 
mente la  surface  de  contact  du  mercure  avec  l'eau,  puisque 
ce  liquide  forme  une  gaine  le  long  du  tube  capillaire,  la  diÂTé- 
rence  des  niveaux  C  et  M  se  maintient  plus  élevée,  de  sorte 
que  la  tension  capillaire  augmente.  En  même  temps,  la  valeur 
de  la  ditîérence  de  potentiel  x  des  Qls  augmente,  si  elle  était 
d'abord  inférieure  ii  son  maximum  xi,  ou  diminue  si  elle  était 
supérieure  au  maximum.  Les  mêmes  effets  se  produisent  en 
sens  contraire  quand  on  abaisse  le  vase  C. 

Dans  !es  deux  cas,  la  tension  superfîcielle  varie  de  manière 
qu'elle  tend  à  s'opposer  au  mouvement  produit.  Cette  pro- 
priété permet  d'expliquer  un  certain  nombre  d'expériences 
relatives  au  mouvement  d'une  goutte  de  mercure  dans  l'eau 
acidulée,  sous  l'influence  de  l'électrisation. 

La  corrélation  des  deux  phénomènes  est  une  conséquence 
des  principes  généraux. 

En  effet,  si  S  est  la  surface  de  contact  d'une  masse  de  mer- 
cure avec  l'eau  acidulée,  les  quantités  S  et  x  sont  les  varia- 
indépendantes  du  phénomène. 

Soit  dq  la  quantité  d'électricité  qui  va  de  l'eau  au  mercure  ; 
on  peut  écrire 

(6)  d,j=XdS-h\Sd.t. 

Le  coefficient  X  est  la  capacité  de  l'unité  de  surface,  à  diiTé- 
rence  de  potentiel  constante.  Le  coefficient  Y  est  la  charge 
relative  ù  l'unilé  de  surface,  la  surface  restant  constante, 
pour  dx—i;  le  produit  Y  S  estia  capacité  électrique  de  l'élec- 
trode, à  surface  constante.  Comme  cette  capacité  est,  toutes 
choses  égales,  proportionnelle  à  la  surface,  le  coefficient  Y  est 
une  simple  fonction  de  x. 

La  valeur  de  dij  devant  être  la  différentielle  exacte  d'une 
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fonction  des  variables  indépendantes,  d'après  le  principe  de 
la  conservation  de  l'électricité,  il  en  résulte 

D'autre  part,  l'énergie  apportée  par  la  charge  dtj  est  ^dq. 
Quand  la  surface  change  de  dS,  le  travail  de  la  tension  capil- 
laire est  —  Ai/S  et  le  travail  extérieur  nécessaire  pour  pro- 
duire cette  variation  de  surface  est  AdS.  L'accroissement 
total  d'énergie  du  système  est  donc 

dy/  =  a:dq-hA.dS  =  (A.-i-Xx)dS-hySj-dx. 

La  variation  d'énei^ie  étant  nulle  pour  un  cycle  fermé, 
cette  expression  est  aussi  une  différentielle  exacte,  ce.  qui 
donne 


d(A  +  Xj)_<)A 


Y.c  = 


ou,  en  tenant  compte  de  (7), 


'd7' 


Les  capacités  X  et  Y  sont  ainsi  des  fonctions  de  la  tension 
superficielle  et,  comme  celle-ci  ne  dépend  que  de  .r,  il  en  est 
de  même  pour  X  et  Y.  En  vertu  de  l'équation  (2),  la  fonc- 
tion A  n'étant  pas  linéaire,  le  coefTicieni  Y  n'est  pas  nul.  On 
peut  alors  écrire 

dq  =  \dS-hS^  dj;^d{XS)  =  -d(&^\ 
W=i[s(A+)C,)]=i[s(A-.^)]  =  i[sA.^(i)]. 

Il  résulte  de  l'équation  (6)  que,  si  l'on  déforme  la  surface, 
l'état  électrique  du  système  est  modifié. 

A  différence  de  potentiel  constante,  d.r  =  o,  la  charge  aug- 
mente ou  diminue  avec  l'accroissement  de  surface,  suivant 

Élrctr.  et  Magn.  —  i.  ao 
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que  la  différence  de  potentiel  x  est  supérieure  ou  inférieure 
à  sa  valeur  maximum. 

A  charge  constante,  les  liquides  restant  isolés,  on  a 

dx 

La  capacité  Y  étant  toujours  positive,  l'accroissement  de 
potentiel  est  positif  ou  négatif  suivant  que  la  tension  super- 
ficielle A  est  inférieure  ou  supérieure  au  maximum.  On  voit 
ainsi  quelle  est  la  réciprocité  des  phénomènes. 

i97.  Distance  des  couches  électriques.  —  Si  l'on  admet, 
avec  von  Helmholtz,  l'idée  de  la  couche  double  correspondant 
aux  forces  électromotrices  de  contact  (139),  les  attractions  et 
répulsions  qui  s'exercent  entre  les  éléments  de  ces  couches 
se  superposent  à  l'action  des  forces  moléculaires  proprement 
dites,  de  manière  à  en  diminuer  l'effet;  la  tension  superfi- 
cielle, qui  est  la  résultante,  atteint  sa  valeur  maximum  lorsque 
la  couche  double  est  nulle. 

L'hypothèse  de  la  couche  double  conduit  à  une  relation 
parabolique  du  second  degré  entre  ta  tension  superficielle  A 
et  la  différence  de  potentiel  x,  conformément  à  ce  qu'indique 
l'observation. 

La  capacité  Y  étant  alors  une  constante  aiA^,  au  moins 
entre  certaines  limites,  la  distance  e  des  couches  électriques 
est  indépendante  de  la  différence  de  potentiel;  l'expérience 
permet  d'en  apprécier  la  grandeur  ('). 

Les  deux  valeurs  de  Y,  calculées  par  la  double  couche  on 
par  les  phénomènes  capillaires,  donnent,  en  effet, 

^=7— =— 7-7  =  2  iA„, 


La  tension  superficielle  normale  A^  s'obtiendra  en  opérant 
avec  uu  tube  à  section  circulaire  de  rayon  R;  pour  x  =  o,  la 
colonne  de  mercure  de  hauteur  égale  à  la  différence  de  niveau 
des  surfaces  C  et  M  (fig.  4^),  corrigée  de  celle  qui  correspond 

t>}  G.  Liri-iiA>N,  Journal  de  phyt.  [2].  (.  I[.  p.  113;  1883. 
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à  la  colonne  d'eau  donnée  par  la  différence  de  niveau  MB, 
détermine  ta  pression  p^  ;  par  suite 

Quant  h  la  pression  compensatrice  p,  elle  est  simplement 
proportionnelle  à  l'élévation  correspondante  du  niveau  C. 

La  valeur  de  A„,  ainsi  déterminée,  est  de  3o,  i  milligrammes 
par  millimètre,  ou  29^  dynes  par  centimètre  (17). 

Dans  les  mesures  de  M.  Lippmann,  la  difTérence  de  poten- 
tiel était  évaluée  comme  une  fraction  u  de  la  force  électromo- 
trice D  du  couple  Daniell,  d'où  résulte  ^  =  «D,  Les  coefficients 
relatifs  à  ce  mode  de  détermination  étant  a'  et  b',  les  équa- 
tions précédentes  deviennent 

On  a  donc,  pour  le  maximum  de  tension  superficielle, 

L'expérience  a  donné 

«,=0,9,       et     ^  =  3^3  =  «.09; 
d'où 

Substituant  ces  valeurs  de  £'  et  de  A,  dans  l'expression  de  t, 
il  en  résulte 

La  force  électromotrice  D  vaut  environ  i  volt,  ou  ^î—  en  unités 

000 

électrostatiques;  on  trouve  finalement 

ï  =  -;jû-  cenlim.  =  ^ 
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Celle  épaisseur  donne  une  idée  des  distances  moléculaires; 
il  est  intéressant  de  constater  que  le  résultai  ainsi  obtenu  est 
très  voisin  de  celui  auquel  était  arrivé  Lord  Kelvin  (143)  par 
des  considérations  toutes  différentes. 

198.  Travail  chimique  des  piles.  —  On  a  réservé,  jusqu'à 
présent,  comme  actions  secondaires,  les  phénomènes  chi- 
miques qui  ne  sont  pas  liés  au  passage  du  courant,  de  sorte 
que  l'énergie  totale  des  réactions,  ou  la  chaleur  chimique, 
serait  représentée  finalement  par  l'échaufTcment  du  circuit  en 
vertu  de  la  loi  de  Joule,  ou  par  la  chaleur  vollaïque,  mais 
"cette  relation  n'est  qu'accidentelle. 

Favre  (')  avait  reconnu  dès  i8j8  que  la  chaleur  chimique 
est  souvent  très  différente  de  la  chaleur  voltaïque  ;  la  force 
électromotricc  n'est  donc  pas,  d'une  manière  générale,  pro- 
portionnelle à  la  somme  algébrique  des  énergies  thermiques 
des  réactions  dont  la  pile  est  le  siège  pour  l'unité  d'électri- 
cité. L'énergie  chimique  est  souvent  supérieure  et  quelque- 
fois inférieure  à  la  chaleur  voltaïque;  dans  ce  dernier  cas,  la 
température  de  la  pile  ne  peut  rester  constante  que  si  elle 
emprunte  de  la  chaleur  aux  corps  environnants. 

Pour  rendre  compte  de  celte  circonstance.  Von  Helmholtz(') 
considère  l'énergie  des  corps  sous  deux  espèces,  l'une  libre, 
c'est-à-dire  capable  de  se  transformer  en  un  travail  extérieur, 
l'autre  dépendante,  qui  ne  se  manifeste  que  par  un  dégage- 
ment de  chaleur. 

On  peut  traduire  ce  principe,  admis  comme  hypothèse,  de 
la  manière  suivante  {')  : 

L'énergie  vollaïque  d'un  couple  équioaul  au  travail  non  com-  . 
pensé  (T5)  que  fourniraient  les  réactions  chimiques  si  elles  se 
produisaient  sans  courant. 

En  d'autres  termes,  l'excès  de  la  chaleur  totale  sur  la  cha- 
leur voltaïque  équivaut  au  travail  compensé  qui  accompagne 
la  réaction. 

Supposons  la  pression  uniforme  et  constante.  Soit  P  l'équi- 
valent électrochimique  d'un  des  éléments  du  couple,  ^  et  S 


(1)  P.-A.    Fatiib,    C.   fl.   de  l'Académie    dti    icieacri.    t.   Xl.VI.  p.    e5S   » 
t.   XI.VIl,  p.  590;  1B5S. 
{'}  Von  IIelhiiolte,  Journal  de phyt.  [2],  t.  Itl.  p.  396;  IHSl. 
['}  P.  Di'HUH,  Potentiel  thermo-dyaamiqae.  p.  III. 
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le  potentiel  thermodynamique  et  l'entropie  relatifs  à  l'unité 
de  masse,  C  l'énergie  correspondant  à  la  chaleur  spéciflque 
et  V  le  volume  spécifique. 

Lorsque  le  couple  est  traversé  par  une  quantité  dq  d'électri- 
cité, sa  force  électromotrice  étant  E,  l'énergie  voltaïque  est 
Kdq,\&  poids  de  l'un  des  éléments  augmente  de  Vdq  et  le 
travail  non  compensé  correspondant  tsiV^dq.  On  a  donc 

(9)  e  =  -2:p*. 

D'autre  part,  le  travail  compensé  «fySPS  est  égal  à  l'excès 
Kdq  de  la  chaleur  chimique  sur  la  chaleur  voltaïque,  ce  qui 
donne 

(10)  A=-Ti:PS. 

Quand  il  s'agit  d'une  dissolution,  dont  le  courant  modifie 
la  richesse,  la  quantité  de  liquide  restant  invariable,  le  pas- 
sage de  la  quantité  dq  d'électricité  augmente  le  poids  du  corps 
dissous  de  dm  —  ^dq;  les  variations  du  potentiel  thermody- 
namique 't'  et  l'entropie  S'  sont  alors,  en  tenant  compte  des 
expressions  (14)  de  n'IS, 


11  suffit  donc  dans  les  équations  (9)  et  (10)  de  remplacer  les 
termes  relatifs  à  la  dissolution  par  leurs  dérivées  partielles 
par  rapport  au  corps  dissous. 

La  dérivée  de  l'équation  (9)  par  rapport  à  T  donne  alors, 
en  tenant  compte  de  l'équation  (i3)  du  n°  75  pour  les  métaux 
et  des  équations  (i4)'  pour  les  dissolutions, 

:ps. 


(lO 


<)E 
<)T" 

=  - 

2 

ilT- 

A 

= 

DiailizodbyGOOgle 


310  ÉLECTRICITÉ. 

C'est  la  relation  fondamentale  établie  par  Von  Helmholtz. 
Si  la  valeur  de  A  est  positive,  c'est-à-dire  si  la  chaleur  chi- 
mique est  eu  excès  sur  la  chaleur  voltaïque,  le  second  membre 
doit  être  positir  :  ta  force  électromotrice  diminue  quand  la 
température  augmente. 

L'inverse  a  lieu  quand  la  valeur  de  A  est  négative  :  ta  force 
étectroraolrice  croît  alors  avec  la  température. 

Ces  deux  propriétés  sont  d'ailleurs  réciproques. 

Pour  que  la  force  électromotrice  soit  indépendante  de  la 
température,  il  faut  que  la  quantité  A  soit  constamment  nulle, 
c'estrà-dire  que 


Remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs  tirées  des  équ: 
lions  du  n"  15,  on  peut  écrire 


Cette  équation  signifie  que  le  passage  du  courant  n'en- 
traîne aucune  variation  dans  la  chaleur  spécifique  moyenne 
du  couple.  En  d'autres  termes,  la  loi  de  Kopp  et  Wœstyne 
doit  s'appliquer  à  tons  les  éléments  du  couple  pour  que  la  force 
électromotrice  soit  indépendante  de  la  température. 

M.  Lippmann  (')  avait  démontré  cette  propriété  directe- 
ment par  la  considération  des  couples  réversibles. 

La  dérivée  de  l'équation  (9)  par  rapport  à  la  pression  donne 
encore,  en  tenant  compte  des  relations  déjà  citées, 

f  =  _vp*      _vpv. 

dp  dp 

Le  dernier  membre  représente  la  diminution  de  volume  du 
couple  que  produit  le  passage  de  l'unité  d'électricité. 

Si  donc  les  réactions  chimiques  sont  accompagnées  d'un 
changement  de  volume,  la  force  étectromotrice  croît  avec  la 
pression  lorsque  le  volume  diminue  et  varie  en  sens  inverse 
de  la  pression  quand  le  volume  augmente. 

Pour  les  couples  qui  dégagent  des  gaz,  comme  le  couple 

(1)  G.  LtppHAfcn,  C.  R.  de  l'Actâ.  de*  teiences.  I.  XCIX,  p.  SSS;  IRSi. 
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BuDsen,  le  passage  du  couraDt  augmente  le  volume;  ces 
couples  ont  une  force  électromolrice  d'auiant  moindre  qu'ils 
fonctionuent  sous  une  pression  plus  grande. 

Dans  les  couples  à  gaz,  au  contraire,  le  volume  diaiinue 
beaucoup  ;  leur  force  électromotrîce  croît  avec  la  pression. 

Enfin  les  couples  du  geare  Daniell,  dont  le  volume  ne 
varie  pas  sensiblement,  ont  une  force  électromotrice  h  peu 
près  indépendante  de  la  pression. 

199.  Couples  réversibles.  —  La  considération  des  couples 
réversibles  permet  encore  de  présenter  ces  résultats  sous  une 
autre  forme  {'). 

Supposons  qu'une  pile  réversible  de  force  électromotrice  E 
soit  mise  en  communication  par  des  conducteurs  de  résis- 
tance négligeable  avec  les  plateaux  d'un  condensateur.  Sites 
plateaux  se  rapprochent,  de  manière  que  la  capacité  aug- 
mente de  dC,  la  charge  électrique  augmente  de  dq^EdC. 

Le  travail  extérieur  ï/ç  est  représenté  par  l'énergie  Edi/  que 
la  pile  fournit  au  condensateur  : 

dÇ  =  Ed^. 

On  considérera  ici  ^  et  T  comme  variables  indépendantes. 
En  appelant  i/Q  l'énergie  calorifique  absorbée  et  dV  la  va- 
riation d'énei^ie  de  la  pile,  on  a 


\.dg=[E  +  -jdq  +  ^.d 


d(l=d\)-hE 

Si  les  phénomènes  sont  réversibles,  l'application  du  prin- 
cipe de  Carnot  (73)  donne 

Le  premier  membre  de  cette  équation  représente  l'énergie 
fournie  par  la  pile,  à  température  constante,  pendant  le  pas- 
sage de  l'unité  d'électricité,  ou  la  chaleur  chimique;  le  pre- 

(1)  A.  POTTEH.  Journal  dephijs.  [3],  t.  IV,  p.  îSO;  1SM5.  el  t.  VllI,  p,  323;  1SS9. 
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mier  terme  du  second  membre  est  le  travail  correspondant 
utilisable  à  l'extérieur,  ou  la  cbaleur  voltaïque;  le  dernier 
terme  est  l'excès  A  de  la  chaleur  cbimique  sur  la  chaleur  vol- 
taïque.  On  retrouve  ainsi  la  relation  { 1 1  )  de  von  Helmhoitz. 

Un  en  déduirait  directement  la  condition  nécessaire  entre 
les  chaleurs  spécifiques  des  éléments  pour  que  la  force  élec- 
tromotrice soit  indépendante  de  la  température. 

200.  Effets  de  contact.  —  Si  tes  plateaux  du  condensateur 
sont  formés  de  métaux  différents,  zinc  et  cuivre  par  exemple, 
reliés  simplement  par  un  fil  extérieur,  la  différence  de  poten- 
tiel V  a  pour  origine  le  contact  des  métaux.  La  variation 
d'énergie  du  système,  en  dehors  du  condensateur,  pour  le  pas- 
sage de  l'unité  d'électricité,  est  encore 

Cette  variation  doit  être  nulle,  à  température  constante, 
puisque  la  surface  de  contact  des  deux  mélaux  n'est  pas  mo- 
diOée  ;  il  en  résulterait 

V=T^,      ou      V=AT. 

La  force  électromotrice  de  contact  V  serait  proportionnelle 
à  la  température.  Or,  les  expériences  indiquent  que  cette 
relation  n'est  pas  vérifiée,  au  moins  d'une  manière  générale; 
le  raisonnement  est  donc  incomplet. 

Les  seules  parties  du  système  qui  aient  subi  un  changement 
d'état  dans  la  transformation  considérée  sont  les  surfaces 
opposées  des  armatures.  On  doit  en  conclure  que  ces  surfaces 
sont  le  siège  d'une  énergie  spéciale  variable  avec  leur  dis- 
tance, c'est-à-dire  avec  la  charge.  Si  l'on  désigne  par  Xt^^  la 
variation  de  cette  énergie  que  produit  l'accroissement  de 
charge  dq,  le  coefficient  X  est  l'accroissement  d'énergie  des 
surfaces  pour  l'unité  d'électricité;  le  travail  extérieur  est  alors 
\y  -\~\)dy,  ce  qui  donne 


<>?; 
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Le  principe  de  Carnot  donne  alors,  en  admettant  que  X 
soit  indépendant  de  la  température, 

y^  ai 

On  retrouve  ainsi  l'équation  (i3),  avec  cette  seule  diffé- 
rence que  la  valeur  de  V  a  été  augmentée  de  Â.  Comme  l'éner- 
gie U  est  invariable  à  température  constante,  il  en  résulte 

L'énergie  correspondant  au  terme  À  est  localisée  fa  la  sur- 
face des  métaux,  proportionnelle  fa  cette  surface  S  et  variable 
avec  la  densité  superficielle  5. 

Désignant  par  M  et  M'  les  énergies  des  deux  métaux  par 
unité  de  surface,  on  a 

ou,  les  densités  a  et  a'  des  éléments  correspondants  étant 
égales  et  de  signes  contraires, 

.  _rf(M-f-M')_.JM      rfM' 
da  da        d<s' 

Si  la  valeur  de  X  n'est  pas  nulle,  on  en  conclut  que  l'état  du 
diélectrique  est  inégalement  modifié  au  contact  de  deux  mé- 
taux, de  natures  différentes  ou  de mèmenature,dontles poten- 
tiels sont  inégaux.  Il  existe  fa  la  surface  de  chaque  métal,  une 
dU. 
da 

L'expérience  montre  que  la  valeur  de  V  est  indépendante 
des  charges,  au  moins  entre  certaines  limites;  on  pourrait 
admettre  que,  poUr  les  métaux,  ces  forces  électro-motrices 
sont  constantes  et  l'énergie  superficielle  simplement  propor- 
tionnelle à  la  charge. 

Les  plateaux  d'un  condensateur  se  comportent  ainsi  comme 
les  électrodes  dans  un  liquide. 

Si  L  est  l'énergie  du  liquide  par  unité  de  surface,  l'arrivée 
de  l'unité  d'électricité  sur  le  métal  est  accompagnée  du  départ 


DigmzcdbyGoOglC 


3l4  ÉLECTIuaTÉ. 

d'une  charge  égale  de  la  surface  liquide  et  la  variation  d'éaer- 
gie  correspondante  est 

dM_rfL 

Tant  qu'il  n'y  a  pas  d'action  chimique,  cette  expression 
représente  la  force  électromotrice  due  au  contact  de  l'élec- 
trode et  de  l'électrolyte,  c'est-à-dire  que  la  variation  d'énei^îe 
de  l'ensemble  pour  la  surface  S  est  Pdq^Vd^Sc). 

Lorsque  deux  métaux  plongent  dans  un  même  liquide,  la 
polarisation  totale  est  P  —  P';  si  les  charges  par  unité  de  sur- 
face sont  les  mêmes,  la  polarisation  se  réduit  ù 


c'est-à-dire  à  la  même  valeur  que  dans  l'air.  Cette  consé- 
quence est  vérifiée  par  les  expériences  de  M.  Pellat  (')  dans 
le  cas  de  charges  nulles. 

Si  les  dérivées  -,—  et  ^-r  sont  constantes,  la  dérivée  -j—  est 

di;         du  da 

la  même  fonction  de  tr  pour  deux  métaux  différents;  or  cette 
dérivée  est  l'inverse  de  la  capacité  de  polarisation,  laquelle 
doit  être  la  même  fonction  de  la  densité  superficielle  pour 
deux  métaux  différents. 

Si  l'on  veut  tenir  compte  de  l'etfet  Peltier,  il  suffit  de  remar- 
quer que  l'énergie  calorifique  absorbée  à  la  surface  de  con- 
tact, pour  maintenir  la  température  constante,  correspond  à 
la  différence  de  niveau  électrique  H;  on  a  alors 

oq  ol 

Cette  valeur  de  H  n'est  donc  pas  égale,  en  général,  à  la 
différence  de  potentiel  V  qui  serait  déterminée  par  des  mé- 
thodes électrométriques  (179). 

(1]  Peilat.  C.  R.  de  VAcad.  des  science!,  l.  CVIII.  p.  Ml  :  ISRS. 
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201.  Décoavertede  Seebeck.  —  Lorsqu'il  existe  des  diffé- 
reoces  de  température  dans  une  chaîne  de  métaux  fermée,  par- 
ticulièrement aux  points  de  contact,  la  somme  des  forces  élec- 
tromotrices  n'est  plus  nécessairement  nulle,  puisque  chacune 
d'elles  est  fonction  de  la  température,  et  il  peut  se  produire 
dans  le  circuit  un  courant,  dit  tkermoélectrigue.  Cette  décou- 
verte importante  est  due  à  Seebeck  ('). 

On  constate  habituellement  ces  courants  par  leur  action 
électromagnétique,  au  moyen  d'uo galvanomètre  intercalé  dans 
le  circuit,  et  on  déduit  de  la  loi  d'Ohm  la  force  éleclromotrice 
correspondante.  On  pourrait  également  couper  le  circuit  en 
un  point  pris  en  dehors  des  soudures  et  déterminer  par  les  mé- 
thodes ordinaires  électrostatiques  la  dilTérence  de  potentiel 
des  deux  bouts  ainsi  isolés. 

Considérons  un  cadre  rectangulaire  dont  un  côté  est  formé 
par  une  barre  de  bismalh,  et  les  trois  autres  par  une  lame  de 
caiore  soudée  aux  deux  bouts  du  bismuth.  Si  l'on  chauffe 
l'une  des  soudures,  on  constate  que  le  cadre  agit  sur  une  ai- 
guille aimantée  placée  à  l'intérieur;  il  se  produit  donc  un  cou- 
rant électrique,  et  le  système  forme  un  couple  thermoélectrit/ue . 
Dans  ce  cas,  le  courant  va  du  bismuth  au  cuivre  à  travers  la 
soudure  la  plus  chaude;  on  dit  que  le  cuivre  est'négatif  par 
rapport  au  bismuth.  Si  l'on  remplace  le  bismuth  par  de  l'an- 
timoine, le  courant  est  inverse,  il  va  du  cuivre  à  l'antimoine 
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par  la  soudure  chaude  ;  l'antimoine  est  donc  négatif  par  rap- 
port au  cuivre. 

II  est  naturel  de  penser  que  les  métaux  se  classent  suivant 
une  série  régulière,  au  point  de  vue  de  cette  nouvelle  pro- 
priété, et  que  l'antimoine,  négatif  par  rapport  au  cuivre,  est  à 
plus  forte  raison  négatif  par  rapport  au  bismuth.  C'est  ce  que 
Texpérience  vérifie,  en  effet,  et  la  force  électromotrice  pour 
les  mêmes  températures  aux  soudures  est  plus  grande  avec  le 
couple  bismuth-antimoine  qu'avec  chacun  des  deux  couples 
bismuth-cuivre  ou  cuivre-antimoine. 

202.  Lois  des  coarants  thermoélectriqnes.  —  Sans  discuter 
les  expériences  qui  ont  permis  d'étudier  ces  phénomènes,  nous 
nous  bornerons  à  en  résumer  les  lois. 

I.  Loi  de  Volta.  —  Dans  un  circuU  métallique  quelconque, 
dont  tous  les  points  sont  à  la  même  température,  il  n'y  a  jamais 
de  courant. 

En  effet,  la  somme  algébrique  de  toutes  les  forces  électro- 
motrices de  contact  est  alors  nulle  (141). 

II.  Loi  de  Magnls  (').  —  Dans  un  circuit  homogène,  il  n'y  a 
jamais  de  courant  permanent,  quelles  que  soient  la  forme  du 
conducteur  et  les  variations  de  température  qui  existent  entre 
les  différents  points  du  circuit. 

Cette  loi  entraîne  comme  conséquence,  ou  bien  que  la  va- 
riation de  température  d'un  point  h  un  autre  ne  détermine 
aucune  différence  de  potentiel  entre  ces  deux  points,  ou  bien 
que  cette  différence,  si  elle  existe,  ne  dépend  que  des  tempé- 
ratures elles-mêmes  et  nullement  de  la  loi  de  transition. 

Depuis  le  point  le  plus  chaud  du  circuit  jusqu'au  point  le 
plus  froid,  on  trouve  en  effet,  par  deux  chemins  différents,  la 
même  chute  de  température  et,  puisque  le  courant  est  nul,  la 
même  variation  de  potentiel,  quel  que  soit  le  mode  de  passage 
d'une  température  à  l'autre  sur  les  deux  chemins. 

Il  résulte  de  la  loi  de  Magnus  que  la  force  électromotrice 
d'un  couple  ne  dépend  que  des  températures  des  deux  soudures, 
quelle  que  soit  la  distribution  de  la  température  dans  les  con- 
ducteurs qui  les  séparent. 

Nous  représenterons  par  EJ(AB)  la  force  électromotrice  du 
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couple  formé  par  les  deux  métaux  A  et  B  lorsque  les  soudures 
froide  et  chaude  sont  aux  températures  i,  et  fi,  le  courant 
allant  de  A  en  B  à  travers  la  soudure  chaude.  Cette  force  élec- 
tromotrice est  une  fonction  des  deux  températures  fi  et  ïj. 

III.  Loi  OES  TEMPÉRATURES  SUCCESSIVES  (Bccquerel).  — Pour 
un  couple  donné,  la  force  éleclromolrice  entre  deux  tempéra- 
tures quelconques  t,  et  ta  est  la  somme  des  forces  éleclrpmo- 
trices  que  l'on  obtient  entre  i,  et  iad' une  part,  pais  entre  in  el  tj, 
la  température  t™  étant  intermédiaire  aux  deux  premières {'). 

Cette  loi  peut  se  traduire  de  la  manière  suivante  : 

EÎ  =  E;'-^-E^ 

Nous  savions  déjà  que  la  force  électromotrice  ne  dépend 
que  des  températures  des  deux  soudures  :  on  voit  maintenant 
qu'elle  peut  être  exprimée  par  la  différence  de  deux  termes, 
dont  l'un  ne  contient  que  la  température  ii,  l'autre  la  tempé- 
rature I3,  ces  deux  termes  étant  les  valeurs  d'une  même  fonc- 
tion de  la  température.  Oa  peut  donc  écrire 

IV.  Loi  des  métaux  intermédiaires  (Becquerel).  —  Si  deux 
métaux  A  e/  B  sont  séparés  dans  un  circuit  par  un  ou  plusieurs 
métaux  intermédiaires  maintenus  tous  à  une  même  tempéra- 
ture t,  la  force  électromotrice  est  la  même  que  si  les  deux  mé- 
taux étaient  unis  directement  et  la  soudure  portée  à  la  même 
température  t. 

Cette  loi  a  une  grande  importance  pratique  :  elle  montre, 
en  particulier,  que  la  substance  employée  pour  souder  deux 
métaux  n'a  aucune  influence  sur  les  phénomènes  auxquels  ils 
donnent  lieu. 

On  peut  encore  la  traduire  par  l'équation 

E(AB)  =  E(AC)  +  E{CB). 

En  effet,  si  deux  métaux  A  et  B  sont  réunis  à  la  soudure 
chaude  par  un  métal  intermédiaire  G,  on  peut,  d'après  la  loi 
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de  iMagnus,  imaginer  qu'un  point  P  de  ce  troisième  métal  est 
à  la  température  inférieure  l  et  interposer,  de  même,  à  !a  sou- 
dure froide  un  morceau  du  métal  C  maintenu  à  la  tempé- 
rature de  cette  soudure.  On  a  alors  dans  le  circuit,  entre  les 
mêmes  limites  de  température,  les  deux  couples  AC  et  CB; 
la  force  électromolrice  résultante  est  celle  qui  se  produirait 
directement  entre  les  métaux  A  et  B. 

V.  Phénomènes  d'inversion.  —  Pour  certains  couples  Iher- 
moélectriqiies,  l'intensité  du  courant  augmente  d'une  manière 
continue  à  mesure  qu'on  élève  la  température  de  la  soudure 
chaude,  celle  de  la  soudure  froide  restant  invariable.  Le  couple 
est  alors  dit  h  marche  uniforme,  lorsque  la  force  électromo- 
trice est  proportionnelle  à  la  différence  des  températures  des 
deux  soudures. 

Dans  la  plupart  des  cas,  au  contraire,  la  force  électromo- 
trice du  couple,  après  avoir  passé  par  un  maximum,  devient 
nulle,  puis  change  de  signe. 

Il  y  a  donc,  à  partir  d'une  certaine  température,  inversion 
du  courant,  et  l'intensité  augmente  ensuite  d'une  manière  con- 
tinue sans  manifester  de  nouvelle  inflexion.  Ce  phénomène  a 
été  découvert  par  Cummïng  ('). 

Gaugain  a  constaté  que  la  température  d'inversion  dépend 
de  celle  de  la  soudure  froide,  et  que  la  moyenne  des  tempéra- 
tures des  deux  soudures  au  moment  de  l'inversion  est  toujours 
égale  à  la  température  du  maximum  d'intensité. 

2[3.  Représentation  dea  phénomènes.  —  Gaugain  ('),  dans 
un  travail  remarquable  sur  ce  sujet,  représente  la  marche  des 
phénomènes  thermoélectriqDes  par  un  procédé  graphique  qui 
permet  de  vérifier  facilement  les  lois  qui  précèdent.  Désignant 
par  i^  la  température  de  la  soudure  froide,  il  prend  pour  abs- 
cisse l'excès  de  température  f  —  ;,  de  la  source  chaude,  la  sou- 
dure froide  ayant  une  température  constante  de  ao",  et  pour 
ordonnée  une  longueur  proportionnelle  au  courant  observé, 
c'est-ù-dire  à  la  force  électromotrice  correspondante,  puisque 
la  résistance  du  circuit  est  invariable. 

On  observe  sur  ces  courbes  (fig.  43)  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Elles  sont  symétriques  par  rapport  à  l'ordonnée  maxï- 
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mun,  ce  qui  vérifle  la  loi  relative  à  la  température  d'inversion, 
car,  en  appelant  t„  la  température  du  maximum  et  ï,-  celle 
d'inversion,  on  a  toujours 


Ces  courbes  ont  été  considérées  par  Gaugain  comme  des 
branches  d'hyperboles  à  axe  vertical,  mais  on  peut  aussi  bien 
les  remplacer  par  des  paraboles  ;  les  difTérences  des  ordon- 
nées calculées  par  les  deux  méthodes  pour  un  même  couple 
sont  de  l'ordre  des  erreurs  expérimentales.  La  théorie  indique, 
en  effet,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  que  la  courbe 
représentative  des  forces  électro  motrices  en  fonction  de  la 
température  doit  être  une  parabole. 

2°  Si  l'on  mène  une  horizontale  par  un  point  M, ,  qui  corres- 


9 

i 

^  i   1  \   "x 

; F iï- -V 

pond  à  la  température  (i,  les  ordonnées,  comptées  à  partir  de 
cette  droite  représentent  les  forces  étectromotrices  obtenues 
directement  quand  on  maintient  la  soudure  froide  à  cette 
température  (| .  La  loi  des  températures  successives  se  trouve 
ainsi  vérifiée,  puisqu'on  a 

MP^MQ-i-QP  =  MQ-|-M,P,. 

Si  OP  représente  la  température  de  la  soudure  froide  et 
qu'on  mène  l'horizontale  MM',  OP'  sera  la  nouvelle  tempéra- 
ture d'inversion  ;  on  voitque  le  phénomène  d'inversion  dépend 
de  l'état  des  deux  soudures. 
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3°  Si  deux  courbes  AB  et  AC  représeateot  les  forces  élec- 
tromotrices  pour  les  couples  formés  par  un  métal  A  associé 
respeclivemeat  à  deux  métaux  B  et  G,  l'expérience  montre  que 
la  différence  MN  des  ordonnées  des  deux  courbes  représente 
la  force  électromolrice  du  couple 'formé  par  les  deux  métaux 
BetC.  La  relation  MP  =  PN  +  NM  équivaut  donc  à  la  loi  des 
métaux  intermédiaires. 

E(AB)  =  E(AC)  +  E(CB). 

204.  Conséquences  dit  principe  de  Volta.  —  En  laissant  à 
part  le  phénomène  de  l'inversion,  on  peut  considérer  les  lois 
qui  précèdent  comme  des  conséquences  du  principe  de  Volta, 
que  les  seules  différences  de  potentiel  indépendantes  du  cou- 
rant se  produisent  aux  surfaces  de  contact. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  la  force  électromotrice  d'un  couple 
est  la  somme  algébrique  des  deux  forces  électromotrices  de 
sens  contraires  qui  existent  aux  deux  soudures. 

Si  l'on  convient  de  représenter  par  — L-  —  H  la  différence  de 

potentiel  de  contact  des  métaux  B  et  A  sur  la  soudure  à  la  tem- 
pérature (,  c'est-à-dire  l'élévation  de  niveau  quand  on  va  du 
métal  A  au  métal  B,  on  aura 

EÎ(AB)  =  ^.^^  =  H.-H.. 

SoitI  l'intensité  du  courant  qui  traverse  le  circuit  dont  la 
résistance  totale estR.  Pendant  l'uniLé  de  temps,  l'énergie  ca- 
lorifique empruntée  à  la  soudure  chaude  est  IH:i  et  l'énergie 
dégagée  à  la  soudure  froide  !H,  ;  la  différence  est  transformée 
en  chaleur,  qui  se  dégage  le  long  du  circuit  conformément  à 
la  loi  de  Joule,  et  l'on  a 

IH,  =  IH,-|-I»R,       1  =  "'""'■ 

Le  système  peut  donc  être  considéré  comme  une  machine 
thermique  fonctionnant  entre  deux  sources  aux  températures 
i,  et  t,,  et  produisant  un  travail  extérieur  I^R. 
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La  loi  deMagnus  est  comprise  dans  l'hypothèse  même  qu'il 
n'existe  de  force  électromotrice  qu'aux  soudures. 

La  loi  des  températures  successives  résulte  de  l'ideDlilé 

Enfin  la  loi  des  métaux  intermédiaires  est  également  é%-i- 
dente,  car  on  a,  par  définition, 

'î  'l  tt  l< 

Le  principe  de  Volta  donnant,  pour  une  température  quel- 
conque, B|A  =  B|C  +  C|A;  l'équation  précédente  devient 

E;{AC)-t-EÎ(CB)  =  ^-^  =  EÎ(AB). 

205.  ConséqoeDces  de  l'inverBion.  —  Considérons  un  cir- 
cuit composé  de  deux  métaux  A  et  B.  Pour  rendre  compte  de 
l'inversion  avec  les  seuls  effets  de  contact,  il  faudrait  admettre 
que  la  différence  de  potentiel  Ha  à  la  soudure  chaude  augmente 
d'abord  avec  la  température,  passe  par  un  maximum,  diminue 
ensuite  et  devient  égale,  pour  la  température  d'inversion,  à 
la  différence  de  potentiel  H,  sur  la  soudure  froide.  Puis  la  va- 
leur de  Hi  continuerait  de  décroître;  dans  ce  cas,  le  courant 
étant  changé  de  signe,  le  jeu  des  forces  électriques  produi- 
rait un  dégagement  de  chaleur  sur  la  soudure  chaude,  une 
ahsorption  à  la  soudure  froide,  outre  réchauffement  du  cir- 
cuit en  vertu  de  la  loi  de  Joule. 

On  peut  alors  imaginer  que  les  causes  de  refroidissement 
du  circuit  par  rayonnement  soient  tellement  diminuées  qu'il 
soit  possible  de  supprimer  la  source  de  chaleur,  et  que  le 
seul  passage  du  courant  suffise,  non  seulement  à  entretenir 
la  température  de  la  soudure  chaude,  mais  à  l'élever  encore, 
et  à  diminuer  celle  de  la  soudure  froide,  ce  qui  aurait  pour 
résultat  d'exagérer  le  courant.  Cette  manière  de  concevoir  le 
phénomène  permettrait  donc  de  réaliser  un  circuit  métallique 

Éleelr,  el  Mxgn.  —  i,  ai 
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possédant  la  singulière  propriété  de  transporter  de  la  chaleur 
des  points  les  plus  froids  sur  les  points  plus  chauds,  sans 
aucune  dépense  d'énergie.  Un  pareil  résultat  n'est  pas  aussi 
manifestement  impossible  que  le  mouvement  perpétuel,  mais 
il  est  incompatible  avec  l'allure  générale  des  phénomènes 
calorifiques  ;  il  est  d'ailleurs  en  contradiction  directe  avec  le 
principe  de  Carnot. 

L'hypothèse  des  seules  forces  électromotrices  de  contact 
aux  soudures  exigerait,  en  elTet,  que  tous  les  couples  eussent 
une  marche  uniforme. 

Pour  le  montrer,  supposons  qu'un  couple  thermoélectrique 
fonctionnant  entre  les  températures  t^  et  h  soit  mis  en  com- 
munication avec  un  électrolyte  à  réactions  réversibles,  dont 
la  force  électromotrice  de  décomposition  est  E.  L'énergie 
calorifique  du  couple  étant  employée  à  réchauffement  du  cir- 
cuit et  h  l'opération  chimique,  on  aura 

1H,-IH,  =  PR-I-IE. 

Si  l'intensité  du  courant  1  est  très  petite,  la  résistance  R 
conservant  une  valeur  modérée,  le  terme  PR  est  négligeable 
devant  les  autres  ;  la  force  électromotrice  d'opposition  E  est 
alors  très  peu  inférieure  à  Hj  —  H,  et  l'excès  de  chaleur  four- 
nie par  la  source  chaude  produit  le  travail  extérieur  lE.  Sup- 
posons que,  par  un  moyen  quelconque,  on  fasse  croître  E  jus- 
qu'à une  valeur  E',  très  peu  supérieure  à  Hi  —  H) ,  le  courant 
changera  de  sens  ;  si  la  valeur  absolue  de  l'intensité  est  restée 
la  même,  les  mêmes  quantités  de  chaleur  seront  encore  mises 
en  jeu  à  chaque  soudure,  mais  en  sens  inverse,  et  l'électrolyte 
fournira  cette  fois  du  travail  au  lieu  d'en  absorber.  Dans  le 
cas  d'un  courant  très  faible,  la  pile  thermoélectrique  se  com- 
porte donc  comme  une  machine  thermique  réversible,  et  on 
peut  lui  appliquer  le  principe  de  Carnot.  Les  énergies  calori- 
fiques Q(  =  I  H,  et  Qa  —  I  Hî  absorbées  ou  fourmes  par  les  deux 
sources,  suivant  le  jeu  de  la  machine,  doivent  être  propor- 
tionnelles aux  températures  absolues  Ti  et  Tj  des  soudures 
correspondantes,  ce  qui  donne 

Qï     Q.  H,     H,      . 
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Il  en  résulterait 


H,-H.  _     e; 

Ta  — T,  ~Tï— T,  " 


et,  par  suite, 


=  A(T, 


La  force  électromolrice  étant  alors  proportionnelle  à  ta 
différence  des  températures  des  deux  soudures,  tous  les  cou- 
ples auraient  une  marche  uniforme  et,  dans  ces  conditions,  le 
phénomène  de  l'inversion  du  courant  ne  devrait  jamais  se 
présenter.  , 

206.  Théorie  de  lord  Kelvin.  —  11  faut  donc  admettre  l'exis- 
tence de  forces  électromotrices  autres  que  les  différences  de 
potentiel  de  contact,  qui  soient  capables  de  donner  également 
des  phénomènes  calorifiques  réversibles  ('). 

Les  moindres  changements  dans  l'état  physique  des  mé- 
taux, tels  que  la  trempe,  la  torsion  ou  la  traction,  etc.,  modi- 
fient leurs  propriétés  électriques  et  suffisent  pour  mettre  en 
défaut  la  loi  de  Magnus  ;  il  est  donc  naturel  de  généraliser  le 
principe  de  Volta  et  d'admettre  que  le  contact  de  deux  par- 
ties du  même  métal  à  des  températures  différentes  donne  aussi 
lieu  à  une  différence  de  potentiel. 

La  force  électromotrice  qui  résulte  des  inégalités  de  la 
température  est  nulle  dans  un  fil  homogène,  parce  que  la  chute 
totale  de  potentiel  de  part  et  d'autre  du  maximum  a  la  môme 
valeur;  mais  cette  compensation  cesse  d'avoir  lieu  de  part  et 
d'autre  de  la  soudure  des  deux  métaux  et  on  doit  tenir  compte 
de  la  variation  continue  du  potentiel  que  les  différences  de 
température  déterminent  le  long  des  conducteurs. 

Pour  préciser  les  idées,  considérons  un  couple  cuivre-fer, 
fonctionnant  entre  les  températures  t,  et  la,  et  soient  H,  et  Hj, 
(fig.  44)  les  forces  électromotrices  de  contact  à  ces  deux  tem- 
pératures; supposons  en  outre  que,  le  long  du  cuivre  C«,par 
suite  de  l'élévation  de  température  depuis  i,  jusqu'à  it,  le 
potentiel  ait  crû  d'une  quantité  c  indépendante  de  l'intensité 

(I)  W.  Thoksok,  Phit.  lr»Tu.  L.  R.  S.  ;  18SB,  p.  469. 
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du  courant;  qu'inversement  sur  le  fer  Fc  il  y  ait,  pour  le  même 
excès  de  température,  une  diminution  de  potentiel  f;  le  poten- 
tiel, dans  le  voisinage  de  la  soudure  chaude,  s'est  élevé  pour 
cette  cause  de  la  quantité  /+  c  —  h,  et  la  force  électromotrice 
du  couple  est  maintenant 

E  =  Hi-(-A-H,. 

Nous  avons  admis  d'abord  que  la  température  tt  est  infé- 
rieure à  celle  qui  produit  l'inversion.  Le  courant  allant  du 


Fig.  iî- 

cuivre  au  fer  par  la  soudure  chaude,  l'énergie  calorifique 
qu'il  absorbe  tant  à  la  soudure  chaude  que  sur  tes  points 
voisins  est  égale  à  (Hg  +  h)  I,  et  celle  qu'il  dépense  à  la  sou- 
dure froide  est  H,I. 

La  température  inférieure  /,  restant  invariable,  la  force  élec- 
Iromotrice  du  couple  augmente  tant  que  la  somme  Ha -(-A  est 
croissante,  et  un  maximum  peut  se  produire  pour  une  tem- 
pérature f,ni  évidemment  indépendante  de  t,,  déterminée  par 
la  condition 

dH,      dh 

-dF-^Tt^"- 

Nous  verrons  qu'à  ce  moment  la  valeur  de  Hs  est  nulle  et 
qu'elle  devient  ensuite  négative.  La  différence  de  potentiel  au 
voisinage  de  la  soudure  est  alors  due  seulement  aux  varia- 
tions de  température  sur  les  deux  métaux. 

La  température  continuant  à  croître,  Hj  change  de  signe,  le 
fer  qui  était  positif  par  rapport  au  cuivre  devient  négatif.  Si 
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l'on  met  ce  changemeot  de  signe  en  évidence,  l'inversion  du 
courant  a  lieu  au  moment  où  A—  H|  —  Hj  =  o. 

Pour  une  température  plus  élevée  sur  la  soudure  chaude, 
la  force  électromotrice  change  de  signe  et  devient  H,  -t-  Hi  —  A. 
Dans  ce  cas,  le  courant,  marchant  en  sens  inverse,  absorbe 
de  l'énergie  calorifique  aux  deux  soudures,  IH,  à  la  soudure 
chaude,  IH,  à  la  soudure  froide;  il  en  dégage  une  quantité  \k 
sur  les  points  où  la  température  est  variable  et  PR  dans  le 
parcours  du  circuit. 

Telle  est  l'idée  générale  de  la  théorie,  dont  nous  allons 
développer  les  conséquences  mathématiques. 

207.  Pouvoirs  thermoélectrlqnes.  —  D'après  la  loi  des  tem- 
pératures successives,  la  force  électromotrice  d'un  couple  est 
la  différence  des  valeurs  d'une  même  fonction  pour  les  tem- 
pératures des  deux  soudures.  Si  ces  températures  t  el  t-\-dt 
sont  intiniment  voisines,  la  force  électromotrice  est  aussi 
infiniment  petite  et  a  pour  expression 


on  peut  donc  écrire 


Lord  Kelvin  appelle  la  fonction  f{t)  le  pouvoir  Ihermoélec- 
Irique  des  deux  métaux  considérés  à  la  lempératare  t.  Cette 
fonction  n'est  autre  chose  que  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  aux  courbes  de  Gaugain.  La  force  électromotrice  du 
couple,  pour  les  températures  ^i  et  tj  des  deux  soudures,  est 

l'intégrale  /  ^{t)dt  du  pouvoir  thermoélectrique,  prise  entre 

les  mêmes  limites  de  température. 

La  propriété  suivante  permet  d'exprimer  d'une  manière  très 
simple  l'ensemble  des  phénomènes. 

Le  pouvoir  thermoélectrique  de  deux  métaux  A  ef  B  à  une 
température  t  est  égal  à  la  différence  des  pouvoirs  thermoélec- 
Iriques  des  mêmes  métaux  A  e/  B  par  rapport  à  un  troisième 
mêlai  quelconque  X. 
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On  a,  en  effet,  par  la  loi  des  métaux  intermédiaires, 

E(AX}=E(AB)-(-E(BX). 
JE(AX)_dE{AB)      rfE(BX). 
il       ~       dt  Tl      ' 

la  dernière  équation  peut  s'écrire 


M 


j(AX)  =  f(AB)  +  f(BX), 
,(AB)  =  j(AX)-ç(BX). 


Si  donc  on  connaît  le  pouvoir  thermoélectrique  des  diffé- 
rents métaux  par  rapport  à  un  métal  de  comparaison  X,  il 
sera  facile  d'en  déduire  le  pouvoir  thermoélectrique  de  deux 
métaux  quelconques  par  l'équation  {■>). 

Soit  AX(f!g.  4^)  la  courbe  qui  représente  la  valeur  de  f  en 


fonction  de  /  pour  les  deux  métaux  A  et  X,  BX  la  courbe  ana- 
logue pour  les  deux  métaux  B  et  X;  on  aura 

ç{AB)  =  MP-NP=T=MN. 

La  force  électromotrice  du  couple  A  B  entre  les  tempéra- 
tures /,  et  (  a  pour  expression 
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«Ile  est  doDC  représentée  par  l'aire  du  quadrilatère  coiftpris 
entre  les  courbes  AX,  BX  et  les  ordonnées  relatives  aux  deux 
températures  t,  et  t. 

Si,  la  soudure  froide  restant  à  une  température  constante  t,, 
on  fait  croître  la  température  t  de  la  soudure  chaude,  la  force 
électromotrice  croît  comme  l'aire  du  quadrilatère,  jusqu'à  ce 
que  la  température  atteigne  la  valeur  t^,  qui  correspond  au 
point  de  rencontre  C  des  deux  courbes. 

A  cette  température  c„,  pour  laquelle  la  force  ëlectromo* 
triée  est  maximum,  le  pouvoir  tbermoélectrique  des  deux 
métaux  A  et  B  est  nul  ;  on  l'appelle  le  poinl  neutre.  Quand  la 
température  dépasse  celle  du  point  neutre,  la  force  électromo- 
trice  décroît,  puisqu'elle  n'est  plus  représentée  que  par  la  dif- 
férence de  deux  aires  triangulaires  qui  ont  leur  sommet  en  C  ; 
elle  devient  nulle  pour  la  température  t»  telle  qu'on  ait 

a!reM,CN,  =  aireM,CN.. 

Lorsque  la  température  dépasse  h  sur  la  soudure  chaude,  la 
force  électromotrice  devient  négative  et  il  y  a  inversion  du 
courant;  on  voit  ainsi  la  relation  qui  existe  entre  la  tempéra- 
ture d'inversion  et  celle  de  la  soudure  froide. 

Les  résultats  deviennent  très  simples  quand  les  courbes 
AX  et  BX  sont  des  droites.  La  figure  MiMNN,  est  alors  un 
trapèze,  dont  la  surface  a  pour  valeur 

^l^^±^=(,_„,îM±l«  =  (,_„),(^). 

Dans  ce  cas,  la  différence  des  ordonnées  des  deux  droites, 
ou  la  fonction  ?(f),  est  proportionnelle  à  /„  — (  et  peut  être 
représentée  par  a  {ta  —  t),  ce  qui  donne 

E|,(AB)  =  »(,-.,)['.-'-!^]- 

Cette  expression  de  la  force  électromotrice,  en  fonction  des 
températures  des  deux  soudures,  a  été  donnée  d'abord  par 
Avenarius  comme  résultat  empirique:  la  courbe  représenta- 
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tive  de  la  force  éleciromotrice  en  fonction  de  la  température 
variable  t  est  alors  une  parabole  et  nous  avons  vu  aussi  que 
cette  forme  s'accorde  avec  les  expériences  de  Gaugain. 

Si  la  valeur  de  ?  est  une  constante  A,  ce  qui  aurait  lieu  en 
particulier  pour  des  pouvoirs  thermoélectriques  représentés 
par  des  droites  parallèles,  le  quadrilatère  Mi  N  est  un  parallé- 
logramme de  surface  proportionnelle  à  la  différence  ( — u  des 
températures;  le  couple  AB  est  alors  à  marche  uniforme. 

208.  Chaleur  epécifiqQe  d'électricité-  —  D'une  manière  géné- 
rale, le  circuit  renferme  deux  espèces  de  variations  de  po- 
tentiel :  les  unes  brusques  et  localisées,  comme  celles  qui 
résultent  du  principe  de  Volta  et  qui  correspondent  au  phé- 
nomène de  Peltier,  les  autres  continues,  liées  aux  inégalités 
de  température  et  capables  de  donner,  comme  les  premières, 
des  phénomènes  caloriUques  réversibles.  Si  l'on  désigne  res- 
pectivement par -H  et  par  /  dk  les  sommes  relatives  à  ces 

deux  espèces  de  variations  entre  deux  points  d'un  conducteur, 
la  force  électromotrice  correspondante  est 


B=v:„+/, 


dh. 


D'après  la  loi  de  Magnus,  la  valeur  de  h  entre  deux  points 
M  et  M'  d'un  même  métal  ne  dépend  que  des  températures 
correspondantes  t  et  t';  on  peut  donc  poser 

dk=f{t)dt  =  'sdt. 

Si  l'intensité  du  courant  est  assez  faible  pour  que  réchauf- 
fement du  circuit,  en  vertu  de  la  loi  de  Joule,  puisse  être 
considéré  comme  négligeable,  l'énei^ie  caloriiique  développée 
ou  absorbée  pendant  l'unité  de  temps  dans  la  portion  du  con- 
ducteur où  se  produit  la  variation  dk,  sous  l'influence  du  pas- 
sage d'un  courant  d'intensité  I,  a  pour  expression 

\dh^\f{i)dt  —  \i;dt. 

La  quantité  n  est  la  variation  de  potentiel  et,  par  suite,  le 
travail  calorifique  pour  l'unité  de  courant,  qui  correspond  à 
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une  variation  de  température  égale  à  l'unité;  c'est  une  fonc- 
tion de  la  température  caractéristique  de  la  nature  du  con- 
ducteur. Lord  Kelvin  a  donné  à  cette  grandeur  physique  le 
nom  de  chaleur  spécifique  d'électrîcilé. 

209.  Force  électromotrice  d'un  conple.  —  Cela  posé,  consi- 
dérons un  circuit  formé  d'un  nombre  quelconque  de  métaux 

A,,  Aj, Afl,  Soient  ?,,  a^, ^n  'es   chaleurs  spécillques 

d'électricité  pour  ces  différents  métaux;  Hi.j,  Hi.j, Hn.i  les 

variations  brusques  de  potentiel  correspondant  aux  forces 

électromotrices  de  contact;  enfin  f,,j,  r»,], les  températures 

des  soudures  et  t^  la  température  constante  du  fil  extérieur. 
La  force  électromotrice  totale  du  circuit  peut  être  représen- 
tée par  l'expression 

E^H,.,-}-H3.,-l-..-t-H„.,H-  /'"\,rf(-i-  r'\^di+..-i-  C%,df, 
ou,  en  réunissant  les  deux  intégrales  extrêmes, 

{3}      E  =  2H+  j"'\,dt-h  r'\idt.-\-  r'\idt+.-. 

Supposons  que  le  circuit  ne  se  compose  que  de  deux  métaux 
A  et  A';  les  forces  électromotrices  de  contact  H|  et  Ha  aux 
températures  (,  et  tu  des  soudures  sont  en  général  de  signes 
contraires.  En  mettant  leurs  signes  en  évidence,  on  aura 


(4)  V.  =  U,^H.+J\j 


,)dl. 


Lorsque  la  différence  t^  —  t,  des  températures  est  infiniment 
petite,  on  peut  écrire 

,.,  rfE     d\{       ,  I,  w. 

Tant  que  le  courant  reste  très  faible,  le  système  est  encore 
assimilable  à  une  machine  thermique  réversible. 

Chacun  des  termes  du  second  membre  de  l'équation  (4)  re- 
présente l'énergie  calorifique  absorbée  par  unité  d'électricité, 
soit  sur  les  soudures,  soit  sur  les  parties  des  conducteurs  à 
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température  variable.  L'application  du  principe  de  Carnot 
donne  alors 

et,  lorsque  la  différence  Ti — T,  est  infiniment  petite, 
d  /«\     t:' -  a     ,  fM       ,      1      H 

En  tenant  compte  de  l'équation  (5),  il  reste 
(8)  H  =  Tyj-,  =  Tç(T). 

Ainsi,  la  force  électromotrice  de  contact  à  la  soudure  de 
deux  métaux,  et  par  suite  l'efTet  Peltier,  est  le  produit  de  la 
température  absolue  par  leur  pouvoir  thermoélectrique  cor- 
respondant. 

A  la  température  T„  du  point  neutre  le  pouvoir  thermoélec- 
trique ?{Tn)  est  nul;  on  a  donc  aussi  Hn  =  o.  PourTj<CTn,  la 
fonction  Hj  est  positive,  et  le  courant  refroidit  la  soudure 
chaude.  Lorsque  Ta  est  compris  entre  T„  et  la  température 
d'inversion  T/,  Hi  est  négatif;  le  courant  échauffe  en  même 
temps  la  soudurefroideet  la  soudure  chaude.  Entln,  siT]>>T,', 
le  courant  change  de  sens  et  refroidit  les  deux  soudures. 

Si  l'expérience  montre,  ce  qui  paraît  être  au  moins  le  cas 
le  plus  général,  que  la  force  électromotrice  d'un  couple  peut 
être  représentée  par  la  formule 


=  a(T-T,)rT, 


hTO 


il  en  résulte,  pour  une  différence  inflniment  petite  dT  entre 
les  températures  des  soudures, 

^  =  «(T,-T)=,cr)  =  ,^, 

(9)  H  =  aT(ï.-T). 

La  force  électromotrice  du  couple  et  la  force  électromotrice 
de  contact  à  la  soudure  des  deux  métaux,  exprimées  en  fonc- 
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lion  de  la  température,  seraient  donc  toutes  deux  représentées 
par  des  courbes  paraboliques. 

Dans  ce  cas,  le  pouvoir  tberraoélectrique  ?(T)  des  deux 
métaux  est  proportionnel  à  T„  —  T  ou  («  — (;  il  serait  repré- 
senté par  une  ligne  droite  en  fonction  de  la  température. 

210.  Hypothèse  de  H-  Tait  —  M.  Tait  est  arrivé  au  même 
résultat  en  admettant  que  la  chaleur  spécifique  d'électricité  <r 
est  proportionnelle  à  la  température  absolue,  c'est-à-dire  que 
l'on  peut  écrire,  en  désignant  par  k  et  k'  des  coefficients  con- 
stants pour  chaque  métal. 


L'équation  (y)  donne  alors 

^  +  (A'-A-)T  +  C  =  o, 
et,  comme  la  valeur  de  H  est  nulle  au  point  neutre  T„. 
(lo)  |==(*'-*)(T,-T). 

La  force  électromotrice  du  couple  devient 

Supposons  que  la  valeur  du  coetïicient  k  soit  nulle  pour 
un  métal  eu  particulier,  ce  qui  paratt  être  le  cas  du  plomb, 
d'après  les  expériences  de  M.  Le  Roux,  et  qu'on  évalue  les 
pouvoirs  thermoélectriques  des  dilîérents  métaux  par  rapport 
au  plomb;  l'équation ( i o)  donne  alors 

■    g  =  ,{T)  =  *'(T.-T)=*'{<,--<). 

Dans  ce  cas,  les  droites  qui  représentent  les  pouvoirs  Uier- 
moélectriques  sont  inégalement  inclinées  sur  t'axe  des  tem- 
pératures ;  elles  coupent  cet  axe  au  point  correspondant  à  ta 
température  du  point  neutre  avec  le  métal  de  comparaison. 
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et  leur  inclinaison  sur  l'axe  est  la  chaleur  spécifique  d'élec- 
tricité relative  à  chacun  des  métaux. 

211.  Transport  électrique  de  la  chaleur-  —  Il  était  impor- 
tant de  vérifier  par  expérience  l'hypothèse  qui  sert  de  base  à 
cette  théorie,  c'est-à-dire  l'existence  de  différences  de  poten- 
tiel dues  aux  variations  de  température.  Le  procédé  employé 
par  lord  Kelvin  consistait  à  constater  qu'il  se  produit  alors, 
par  le  passage  d'un  courant,  des  phénomènes  calorifiques 
réversibles  analogues  à  l'effet  Peltier. 

Considérons  une  barre  de  métal,  en  fer  par  exemple,  dont 
la  partie  médiane  AA'  (fig.  46)  est  maintenue  à  une  tempéra- 


f^ 

"^^ 

V 

-y. 

B             h 

P 

'X 

B' 

Fig.  46- 


ture  constante  T,  tandis  que  les  points  extrêmes  B  et  B'  sont 
maintenus  à  o". 

La  distribution  des  températures  est  représentée  par  les 
courbes  BDD'B';  tant  que  le  courant  ne  passe  pas,  la  distri- 
bution est  évidemment  symétrique  et  figurée  par  des  courbes 
telles  que  BPD  et  D'P'B',  Le  passage  du  courant  produit  en 
chaque  point  deux  effets  :  1°  un  échauffement  réglé  par  la  loi 
de  Joule;  2°  un  dégagement  ou  une  absorption  de  chaleur 
produits  par  la  chute  ^w^  de  potentiel  qui  correspond  à  la  dif- 
férence des  températures  de  deux  points  voisins. 

Pour  la  loi  de  Joule  seule,  la  distribution  des  températures 
doit  rester  symétrique  et  peut  être  représentée  par  les  lignes 
BQD  et  D'Q'B'  marquées  en  traits  discontinus. 

Le  second  effet  est  réversible  avec  le  sens  du  courant.  Si 
le  courant  va  de  gauche  ù  droite,  dans  le  sens  de  la  flèche,  il 
se  produira,  par  exemple,  un  nouvel  échauffement  dans  la 
partie  antérieure  du  fil  BA,  où  les  températures  sont  crois- 
santes, et  un  refroidissement  dans  la  partie  postérieure  A'B'  oiii 
les  températures  décroissent.  La  superposition  des  deux  phé- 
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nomènes  donne  alors  pour  les  températures  une  distribution 
dissymétrique,  qui  peut  être  figurée  par  les  courbes  poin- 
tilIéesBRDetD'R'B'. 

La  différence  des  températures  finales  t  et  t'  en  deux  points 
symétriques  M  et  M'  correspond  précisément  h  la  seconde 
cause.  Si  réchauffement  est  plus  grand  dans  la  partie  anté- 
rieure à  la  région  moyenne  AA',  où  la  température  est  maxi- 
mum, il  y  a  une  sorte  de  transport  électrique  de  la  chaleur 
en  sens  inverse  du  courant;  si  l'excès  de  température  se  pro- 
duit dans  la  partie  postérieure,  le  transport  électrique  de 
cbaleur  a  lieu  dans  le  sens  du  courant. 

Lord  Kelvin  a  constaté  ainsi  que,  pour  le  fer,  le  transport 
électrique  de  la  chaleur  est  négatif,  c'estrà-dire  en  sens  con- 
traire du  courant,  et  que  le  transport  est  positif  mais  beau- 
coup plus  faible  pour  le  cuivre. 

M.  Le  Roux  (')  a  étendu  les  mêmes  observations  à  un  grand 
nombre  de  métaux  et  vérifié  que,  dans  tous  les  cas,  l'effet  est 
proportionnel  à  l'intensité  du  courant.  Leplomb  présente  une 
exception  remarquable;  la  différence  des  températures  aux 
points  symétriques  est  inappréciable,  de  sorte  qu'à  ce  point 
de  vue  le  métal  est  sensiblement  neutre. 

212.  Caractère  du  phénomène  de  Peltier.  —  Ce  mode  de 
raisonnement  conduit  encore  à  l'intei-prétation  déjà  donnée 
(206)  sur  le  phénomène  de  Peltîer- 

La  force  électromotrice  à  la  soudure  de  deux  métaux  est 
exprimée  par  la  formule  générale 

H=T,m=ï^. 

Lorsque  le  couple  est  à  marche  uniforme,  on  a 

E  =  A(T-T,),       H  =  AT. 

Dans  ce  cas  particulier,  la  force  électro motrice  à  la  soudure 
des  métaux  est  proportionnelle  k  la  température  absolue,  et 
l'effet  Peltier  doit  suivre  ta  même  loi.  Aux  températures  de 
25°  et  de  loo",  par  exemple,  on  aurait 

H)nn_273-|-  100  _  7^  _         a 

Haj  ~  2734-25   ~  '       298"^''^ 
(•)  Le  Roux.  Ann.  de  chim.  tl  de  phyi.  [i],  t.  7C,  p.  101;  1867. 
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D'après  les  expériences  de  M.  Le  Roux,  le  couple  bismuth- 
cuivre  satisfait  assez  exactement  k  cette  coodition,  car  le  rap- 
port des  quantités  de  chaleur  absorbées  ou  dégagées  sur 
deux  soudures,  pendant  le  passage  d'un  courant  extérieur, 
a  été  de  1,29. 

Un  courant  qui  traverse  une  soudure  l'échaufle  quand  il 
passe  dans  un  sens,  la  refroidit  quand  il  passe  en  sens  con- 
traire. M.  Ed.  Becquerel  a  montré  que  le  sens  pour  lequel  il 
y  a  refroidissement  est  celui  du  courant  que  produirait 
réchauffement  artificiel  de  la  même  soudure.  Quand  un  cou- 
rant thermoélectrique  traverse  un  circuit,  les  variations  de 
température  produites  aux  soudures  par  le  courant  lui-même 
tendent  donc  à  l'afTaiblir,  et  on  peut  dire  qu'elles  ont  pour 
effet  de  développer  une  force  électromotrice  inverse  de  celle 
qui  produit  le  courant.  C'est  là  une  réaction  nécessaire  :  si 
elle  n'avait  pas  lieu,  un  courant  accidentel  dans  un  circuit 
métallique  produirait  entre  les  soudures  une  différence  de 
température  qui  irait  en  croissant  et  le  courant  s'entretien- 
drait de  lui-même  indérmiment. 

Dans  un  circuit  de  deux  métaux  dont  la  soudure  chaude  est 
à  une  température  inférieure  à  celle  du  point  neutre,  la  force 
éleclromotrice  croît  avec  la  température,  l'effet  Peltier  tendra 
donc  à  diminuer  la  température  de  cette  soudure.  Au  delà  du 
point  neutre,  au  contraire,  la  force  électromotrice  diminue 
quand  la  température  augmente,  et  l'effet  Peltier  devra  tendre 
à  augmenter  la  température  de  la  soudure  chaude. 

L'efîet  Peltier  à  la  soudure  chaude  a  donc  un  signe  diffé- 
rent suivant  que  la  température  de  cette  soudure  est  infé- 
rieure ou  supérieure  à  celle  du  point  neutre;  il  en  résulte  que 
la  force  électromotrice  de  contact  H  a  dû  changer  de  signe  au 
point  neutre.  C'est  par  un  raisonnement  analogue  que  lord 
Kelvin  a  montré  d'abord  cette  propriété  du  point  neutre  et 
conclu  à  l'existence  nécessaire  de  forces  électromotrices  dans 
un  métal  homogène  à  température  non  uniforme. 
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CHAPITRE  PREMIER 


PRÉLIMINAIRES 

213.  Des  aimants. —  On  donne,  depuis  la  plus  haute  anti- 
quité, le  nom  de  pierres  d'aimant  à  certaines  pierres  natu- 
relles qui  ont  la  propriété  d'attirer  la  limaille  de  fer  ;  elles 
sont  formées  par  un  oxyde  de  fer,  dit  oxyde  magnétique.  Les 
différentes  régions  d'une  pierre  d'aimant  ne  jouissent  pas  au 
même  degré  de  ces  propriétés  attractives:  la  limaille  se  porte 
de  préférence  sur  certains  points  de  la  surface  et  y  reste 
attachée  sous  forme  de  houppes. 

Ces  phénomènes  ont  une  ressemblance  évidente  avec  ceux 
de  l'électricité  statique.  Toutefois,  l'analogie  n'est  pas  com- 
plète et  l'observation  révèle  entre  eux  des  différences  essen- 
tielles :  ainsi  la  pierre  d'aimant  n'agit  pas  sur  tous  les  corps 
indistinctement;  la  limaille  attirée  n'est  point  repoussée  après 
le  contact  et,  une  fois  détachée,  ne  jouit  d'aucune  propriété 
nouvelle,  etc.  A  chaque  pas,  dans  la  suite  de  cette  étude, 
nous  aurons  à  relever  des  analogies  et  des  différences  de  ce 
genre  entre  les  deux  ordres  de  phénomènes. 

Par  simple  frottement,  la  pierre  d'aimant,  sans  rien  perdre 
de  ses  qualités  primitives,  peut  aimanter  l'acier,  c'est-à-dire 
lui  communiquer  la  propriété  d'attirer  le  fer.  Les  barreaux 
d'acier  aimantés  artificiellement,  ayant  une  forme  plus  régu- 
lière que  les  pierres  d'aimant,  sont  d'un  emploi  plus  commode 
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pour  l'observation;  l'expérience  montre  d'ailleurs  que  les  phé- 
nomènes présentent  le  même  caractère  dans  les  deux  cas. 

214.  AiiDants  naturels  et  artificiels;  permanents  et  tempo- 
raires. —  On  donne  le  nom  général  d'aimant  h  tout  corps  qui 
a  la  propriété  d'attirer  la  limaille  de  fer.  Les  aimants  naturels 
sont  les  pierres  d'aimant  que  l'on  rencontre  dans  la  nature; 
les  aimants  arlifîciels  sont  des  morceaux  d'acier  ou  des  échan- 
tillons de  fer  plus  ou  moins  pur,  auxquels  on  a  communiqué 
des  propriétés  analogues. 

Parmi  les  aimants  artificiels,  les  uns  conservent  cette  pro- 
priété nouvelle  quand  on  supprime  la  cause  qui  l'a  provo- 
quée :  ce  sont  les  aimants  permanents.  L'acier  trempé  est  le 
corps  qui  convient  le  mieux  pour  préparer  les  aimants  perma- 
nents, et  on  t'emploie  habituellement  sous  la  forme  de  ba- 
guettes allongées  ou  de  barreaux. 

Les  différentes  variétés  de  fer  et  de  fonte  peuvent  aussi  être 
aimantées  énergiquement  par  des  pierres  d'aimant  ou  des  ai- 
mants artificiels,  mais  elles  perdent  la  plus  grande  partie  de 
leurs  propriétés  lorsque  la  cause  aimantante  a  été  supprimée. 
On  obtient  ainsi  des  aimants  temporaires,  et  on  appelle  aiman- 
tation résiduelle  l'aimantation  relativement  faible  qui  persiste, 
au  moins  pendant  quelque  temps,  sur  les  corps  auxquels  on  a 
communiqué  une  aimantation  temporaire. 

215.  Corps  magnétiques  et  corps  diamagnétiques.  —  Jus- 
qu'au siècle  dernier,  le  fer  était  le  seul  corps  dont  on  connût 
l'attraction  par  les  aimants;  on  remarqua  ensuite  que  certains 
métaux,  comme  le  nikel  et  le  cobalt,  dont  les  analogies  chi- 
miques avec  le  fer  sont  si  remarquables,  jouissent  aussi  des 
mêmes  propriétés  à  un  moindre  degré.  Enfin,  à  l'ajde  d'ai- 
mants très  puissants,  on  reconnut  qu'un  très  grand  nombre 
de  corps  sont  aussi  attirés  par  les  aimants,  mais  les  actions 
qu'ils  éprouvent  sont  incomparablement  plus  faibles.  On  a 
appelé  magnétiques  tous  les  corps  qui  sont  attirables  à  l'ai- 
mant, et  on  a  donné  le  nom  de  magnétisme,  soit  à  l'ensemble 
des  phénomènes  auxquels  donnent  lieu  les  aimants,  soit,  par 
extension,  k  la  cause  de  ces  phénomènes. 

En  1778,  Brugmans  a  reconnu  qu'un  morceau  de  bismuth 
est,  au  contraire,  repoussé  par  un  aimant.  L'importance  de 
cette  observation  est  restée  méconnue  jusqu'il  ce  que  Faraday 
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eut  découvert  dans  un  certain  nombre  de  corps  la  même  pro- 
priété. A  cause  de  la  forme  particulière  sous  laquelle  il  réali- 
sait l'expérience,  Faraday  a  appelé  diamagnéliqaes  les  corps 
qui  sont  repoussés  par  les  aimants. 

En  somme,  on  peut  dire  que  tous  les  corps  de  la  nature  sont 
plus  ou  moins  sensibles  à  l'action  des  aimants.  On  les  a.  divisés 
en  deux  groupes  :  les  corps  magnétiques,  paramagnétigues  ou 
positifs,  qui  sont  attirés  comme  le  fer;  les  corps  diamagné- 
tiques  ou  négatifs,  qui  sont  repoussés  par  les  aimants,  comme 
le  bismuth. 

216.  Distribution  da  magnétisme.  —  Pôles.  —  On  peut 
obtenir  un  barreau  aimanté  régulièrement,  une  aiguille  par 
exemple,  en  la  frottant  à  plusieurs  reprises  et  toujours  dans 
le  même  sens  avec  une  pierre  d'aimant  naturelle  ou  avec  le 
même  point  d'un  aimant  artificiel  quelconque. 

Quand  on  plonge  une  pareille  aiguille  dans  la  limaille  de 
fer,  les  grains  de  limaille  s'attachent  surtout  aux  extrémités 
de  l'aiguille,  sur  une  certaine  étendue,  et  adhèrent  les  uns  aux 
autres  bout  &  bout,  de  manière  à  former  des  houppes  plus  ou 
moins  abondantes. 

Les  actions  magnétiques  paraissent  donc  concentrées  aux 
extrémités  des  aimants  réguliers.  Noos  appellerons  ces  extré- 
mités les /ïd/es  del'aimant,  sauf  à  définir  ensuite  ce  terme  avec 
plus  de  précision. 

217.  Deux  espèces  de  magnétisme.  —  Les  deux  extrémités 
ou  pèles  de  l'aimant  ne  sont  pas  de  même  nature  :  en  eOet, 
tout  aimant  rendu  mobile  dans  un  plan  horizontal  prend  une 
direction  fixe  dans  l'espace.  Celte  direction  est  à  peu  près  du 
nord  au  sud.  L'aimant,  écarté  de  cette  direction,  y  revient 
quand  on  l'abandonne  à  lui-même,  et  c'est  toujours  la  même 
extrémité  qui  pointe  vers  le  nord.  On  appelle  pdle  nord  d'un 
aimant  l'extrémité  qui  se  dirige  ainsi  vers  le  nord  géogra- 
phique, et  pôle  sad  celle  qui  se  dirige  vers  le  sud.  On  peut 
donc  marquer  ces  pôles  une  fois  pour  toutes  sur  les  aimants 
permanents  dont  on  fait  usage. 

218.  Lois  des  actions  magnétiques.  —  Les  aimants  réagissent 
les  uns  sur  les  autres.  Le  pôle  nord  d'un  aimant  présenté  au 
pôle  nord  d'un  autre  aimant  mobile  le  repousse,  et  attire  au 
contraire  le  pôle  sud.  De  même,  les  pôles  sud  de  deux  aimants 
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se  repoussent.  Les  phénomènes  sont  donc  analogues  à  ceux 
des  actions  électriques  :  Deux  pôles  de  même  nom  se  repous- 
sent et  deux  pôles  de  noms  contraires  s'attirent. 

Entre  deux  aimants  voisins,  it  s'exerce  ainsi  quatre  actions: 
deux  répulsives  entre  les  pôles  de  même  nom  et  deux  attrac- 
tives entre  les  pôles  de  noms  contraires.  Si  les  aimants  ont 
une  longueur  très  grande  par  rapport  à  leurs  dimensions 
transversales  et  sont  situés  à  une  distance  notable  par  rap- 
port à  ces  mêmes  dimensions,  on  peut  considérer  l'action  de 
chaque  extrémité  comme  concentrée  en  un  point.  L'action 
réciproque  de  deux  aimants  se  compose  alors  de  quatre  forces 
dirigées  suivant  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  cen- 
tres d'action  ou  les  pôles  des  deux  aimants,  et  il  est  impos- 
sible en  toute  rigueur,  dans  les  expériences,  de  les  réduire  & 
un  nombre  moindre. 

Toutefois,  en  faisant  agir  l'un  sur  l'autre  les  pôles  de  deux 
aimants  très  longs,  à  des  distances  assez  faibles  et  dans  une 
position  relative  convenable  pour  que  les  actions  des  deux 
autres  pôles  puissent  être  considérées  comme  négligeables. 
Coulomb  a  pu  établir  par  l'expérience  que  les  actions  attrac- 
tives ott  répulsives  gai  s'exercent  entre  deux  pôles  sont  en 
raison  inverse  du  carré  de  leur  dislance. 

On  doit  remarquer  cependant  que  rien  ne  prouve  l'existence 
de  ces  forces  élémentaires.  L'expérience  montre  bien  que  l'ac- 
tion réciproque  des  systèmes  probablement  très  complexes  qui 
constituent  les  aimants  peut  être  réduite  à  des  forces  attrac- 
tives ou  répulsives  dirigées  ainsi  suivant  les  droites  qui  joignent 
les  pôles  ;  mais,  comme  un  pôle  ne  peut  jamais  Être  séparé  de 
son  congénère,  l'action  directe  de  deux  pôles  est  une  pure 
conception  de  l'esprit;  cette  cooceplion,  sans  réalité  démon- 
trée par  l'expérience,  est  néanmoins  très  avantageuse  pour  re- 
présenter et  calculer  les  phénomènes. 

219.  Des  masses  magnétiques.  —  L'action  des  deux  pôles  à 
une  distance  déterminée  dépend  des  qualités  particulières  de 
chacun  des  aimants.  L'expérience  indique  que  les  actions 
exercées  sur  les  pôles  des  deux  aimants  dans  des  conditions 
identiques,  par  un  système  quelconque,  sont  dans  un  rapport 
constant;  on  peut  considérer  ce  rapport  comme  étant  celui 
des  quantités  de  magnétisme  ou  des  masses  magnétiques  des 
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deux  pôles,  et  admettre,  comme  définition,  que  l'action  d'un 
système  quelconque  sur  un  pôle  est  proportionuelle  à  la  masse 
magnétique  du  pôle;  il  en  résulte  que  l'action  réciproque  de 
deux  pôles  est  proportionnelle  séparément  h  la  masse  de  chacun 
d'eux,  c'est-à-dire  au  produit  de  leurs  masses  magnétiques. 
En  désignant  ces  masses  par  m  et  m',  l'action  des  deux 

pôles  à  la  distance  r  a  donc  pour  expression  k  — ~,  k  étant 

un  coefficient  qui  dépend  du  choix  des  unités.  Comme  on  l'a 
fait  en  électricité  statique  (11),  ce  coeflicient  disparaîtra  si 
l'on  prend  comme  unité  de  masse  magnétique  celle  d'un  pôle 
qui,  agissant  sur  un  pôle  identique  à  l'unité  de  distance, 
exerce  une  répulsion  égale  à  l'unité  de  force.  L'action  est 
répulsive  ou  attractive,  suivant  que  les  pôles  sont  de  môme 
nom  ou  de  noms  différents. 

Si  deux  pôles  de  masses  m  et  m'  sont  liés  l'un  à  l'autre, 
l'action  du  système  ainsi  formé  sur  un  troisième  pôle  de 
masse  M  placé  à  une  distance  très  grande  par  rapport  à  celle 
qui  sépare  les  deux  pôles  juxtaposés,  est  égale  à 

mU      m'M  _U(m-i-m'). 

elle  est  proportionnelle  à  la  somme  m-i-m'  des  deux  masses 
si  les  pôles  sont  de  même  nom,  et  à  la  différence  m  — m'  s'ils 
sont  d'espèces  différentes.  Les  masses  magnétiques  s'ajoutent 
donc  à  la  manière  des  quantités  algébriques,  et  on  peut  les 
affecter,  comme  les  masses  électriques,  des  signes  +  et  — ; 
nous  conviendrons  de  donner  le  signe  +  à  la  masse  magné- 
tique d'un  pôle  nord  et  le  signe  —  à  celle  d'un  pôle  sud. 

L'action  de  deux  pôles  sera  positive  dans  le  cas  d'une  ré- 
pulsion, les  masses  étant  de  même  signe,  et  négative  dans 
le  cas  d'une  attraction. 

La  loi  des  actions  élémentaires  étant  la  même  que  pour  les 
phénomènes  électriques,  on  peut  appliquer  tous  les  théorèmes 
relatifs  au  potentiel  électrique,  au  moins  en  ce  qui  concerne 
les  masses  fixes  et  en  faisant  abstraction  pour  le  moment  des 
phénomènes  relatifs  aux  conducteurs.  En  particulier,  les  con- 
sidérations des  lignes  de  force,  des  tubes  et  des  flux  de  force 
sont  immédiatement  applicables  au  magnétisme. 
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220-  Champ  magnétique.  —  Ud  champ  magnétique  est  un 
espace  dans  lequel  se  manifestent  des  forces  magnétiques.  La 
direction  et  Vinlensilé  au  champ  en  un  point  sont  la  direction 
et  l'intensité  de  l'action  que  subirait  une  masse  magnétique 
positive  égale  à  l'unité.  Le  champ  est  uniforme  lorsque  cette 
action  en  tous  les  points  a  ia  mâme  grandeur  et  la  même 
direction. 

221.  Définition  des  pâles.  —  Axe  magnétique  d'an  aimant. 
—  Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  que  les  actions 
d'un  aimant  se  réduisaient  h  celles  de  deux  centres  magnéti- 
ques situés  aux  extrémités;  il  n'en  est  ainsi,  et  encore  d'une 
manière  approximative,  que  dans  le  cas,  que  nous  avons 
spécifié,  de  longs  aimants  cylindriques  très  éloignés  par  rap- 
port à  leurs  dimensions  transversales.  En  réalité,  les  pro- 
priétés magnétiques  sont  sensibles  dans  toute  l'étendue  de 
l'aimant,  et  présentent  seulement  un  maximum  très  marqué 
dans  le  voisinage  des  extrémités.  C'est  ce  qu'on  reconnaît 
facilement  à  la  manière  dont  la  limaille  s'attache  à  l'aimant. 
On  doit  donc  admettre  qu'il  y  a  dans  l'aimant  une  série  de 
masses  magnétiques,  les  unes  positives,  les  autres  négatives, 
distribuées  suivant  une  certaine  loi  et  dont  l'ensemble  con- 
stitue la  masse  magnétique  totale. 

Supposons  l'aimant  placé  dans  un  champ  magnétique  uni- 
forme. Les  actions  qu'exerce  le  champ  aux  différents  points 
sont  parallèles  entre  elles  et,  pour  chaque  élément  de  volume, 
proportionnelles  &  la  masse  qui  s'y  trouve.  Toutes  celles  qui 
agissent  sur  les  masses  positives  sont  de  même  sens  :  elles 
ont  une  résultante  égale  à  leur  somme,  parallèle  à  leur  di- 
rection et  appliquée  au  centre  de  masse,  ou  au  centre  de 
gravité,  des  masses  positives.  Il  en  est  de  même  pour  les 
masses  négatives  sur  lesquelles  le  champ  produit  des  actions 
parallèles  aux  précédentes,  mais  de  sens  opposé.  L'aimant 
est  donc  soumis  à  l'action  de  deux  forces  parallèles  et  de  sens 
contraires  appliquées,  l'une  au  centre  de  gravité  des  masses 
positives,  l'autre  au  centre  de  gravité  des  masses  négatives. 
Ces  deux  points  d'application  sont  les  pâles  de  l'aimant;  on 
appelle  axe  magnétique  de  l'aimant  la  ligne  qui  joint  les  deux 
pâles,  et  la  direction  de  l'axe  magnétique  est  comptée  du 
pâle  négatif  vers  le  pâle  positif. 
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L'aimant  est  évidemment  en  équilibre  stable  lorsque  son 
axe  magnétique  est  parallèle  à  la  direction  du  champ  et  de 
même  sens  ;  l'équilibre  est  instable  si  ces  deux  directions  sont 
parallèles  et  de  sens  contraires, 

222.  Le  magnétisme  total  d'un  aimant  est  nul.  —  Le  voisi- 
nage de  la  Terre  peut  fitre  considéré  comme  un  champ  magné- 
tique uniforme. 

L'expérience  montre,  en  effet,  que  dans  une  étendue  consi- 
dérable par  rapport  aux  dimensions  des  aimants  dont  on  fait 
usage,  mais  très  petite  par  rapport  au  rayon  de  la  Terre,  tous 
les  aimants,  soumis  à  la  seule  action  de  la  Terre,  tendent 
à  prendre  la  même  direction. 

Coulomb  a  vériQé  en  outre  que,  sur  tout  barreau  aimanté, 
l'action  du  champ  terrestre  est  purement  directrice,  qu'elle 
n'a  ni  composante  verticale  ni  composante  horizontale  :  elle 
n'a  pas  de  composante  verticale,  car  le  poids  d'un  barreau 
d'acier  est  rigoureusement  le  même  avant  et  après  l'aimanta- 
tion ;  la  composante  horizontale  est  aussi  nulle,  car  un  lîl  au- 
quel on  suspend  un  aimant  n'est  pas  dévié  de  la  verticale.  Les 
deux  forces  de  sens  contraires  appliquées  aux  deux  pâles  sont 
donc  égales  et  se  réduisent  à  un  couple.  11  en  résulte  cette 
conséquence  importante  que,  dans  tout  aimant,  la  somme  des 
masses  positives  est  égale  h  la  somme  des  masses  négatives  ; 
en  d'autres  termes,  la  somme  totale  des  masses  magnétiques 
d'an  aimant  est  nulle. 

Sous  ce  rapport,  l'état  d'un  aimant  est  comparable  Ji  celui 
que  prend  par  influence  un  diéleçtriq^ue,  ou  un  conducteur 
maintenu  isolé. 

'  223.  Moments  magnétiques.  —  Soit  m  la  valeur  absolue  de 
la  masse  de  chaque  pôle  et  /  la  distance  des  deux  pôles;  on 
appelle  moment  magnétique  M  de  l'aimant  le  produit  ml  de  la 
masse  par  cette  distance. 

On  peut  représenter  un  aimant  par  une  droite  OA  (fig.  54) 
ayant  pour  direction  l'axe  magnétique  et  pour  longueur  la  va- 
leur numérique  du  moment  magnétique  M. 

Ce  mode  de  représentation  revient  ù  supposer  tous  les  pôles 
identiques,  de  masse  égale  b  l'unité,  par  exemple,  et  à  les 
I  placer  sur  l'axe  mognétique  à  une  distance  proportionnelle  au 
moment  magnétique  de  l'aimant  considéré. 
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Lorsqu'un  système  formé  de  plusieurs  aimants  lî<^s  entre 

eux  est  placé  dans  un  champ  uniforme,  l'action  du  champ  sur 

chacun  des  aimants  se  réduit  à  un  couple  ;  on  peut  donc, 

pour  évaluer  l'action   totale,  transporter  tous  les   aimants 

parallèlement  à  eux-mêmes,  par  exempte  de  façon  que  tous  les 

pôles  négatifs  soient  superposés. 

Considérons  deux  aimants  représentés  par  les  droites  OA 

I  et  OA'  (fig.  47)  et  soit  Ci  le  milieu  de  la  droite  AA',  c'est-à-dire 

.  le  centre  de  gravité  des  deux  masses  positives  égales  à  1  situées 

'  en  A  et  A',  Le  système  équivaut  à  un  aimant  unique  dont  la 

longueur  serait  égale  à  OG  et  les  masses  égales  à  ±  2,  ou  à  un 

aimant  de  longueur  douhie  OB  avec  des  masses  égales  à  ±  i . 


L'aimant  résultant  est  ainsi  représenté  par  la  diagonale  du 
parallélogramme  construit  sur  les  droites  OA  et  OA'. 

Les  moments  magnétiques  des  aimants  se  composent  donc 
comm'e  les  forces.  Pour  un  système  quelconque  d'aimants  liés 
entre  eux,  le  moment  résultant  est  représenté  par  la  droite 
qui  ferme  le  polygone  construit  en  ajoutant  bout  à  bout  les 
moments  de  tous  les  aimants. 

La  projection  de  cette  droite  sur  un  axe  quelconque  étant 
égale  à  la  somme  des  projections  de  tous  les  côtés  du  polygone, 
■  on  voit  que  l'axe  magnétique  d'an  système  est  la  droite  sur 
laquelle  la  somme  des  projections  des  moments  partiels  des 
aimants  qui  constiluenl  le  système  est  un  maximum. 

De  même,  on  peut  remplacer  un  aimant  par  un  nombre 
quelconque  d'aimants  dont  le  moment  magnétique  résultant 
est  égal  au  momentde  l'aimant  proposé,  par  exemple,  par  les  - 
trois  projections  de  ce  moment  magnétique  sur  (rois  axes 
rectangulaires. 

Lorsque. deux  systèmes  magnétiques  sont  très  éloignés 
l'un  de  l'autre,  leur  action  réciproque  est  égale  à  celle  des 


DigmzcdbyGoOglC 


PRÉLIMINAIRES.  343 

aimants  résultants,  car  chacun  des  systèmes  peut  être  consi- 
déré comme  étant  situé  dans  un  champ  uniforme  produit  par 
l'autre  système. 

224.  Action  d'un  champ  aniforme  but  un  aimant.  —  Si  l'on 
considère  un  aimant  de  moment  t/l  —  ml  situé  dans  un  champ 
uniforme  F  dont  la  direction  fait  avecl'axe  de  l'aimant  l'angle  6, 
le  moment  du  couple  produit  par  l'action  du  champ  est  égal 
à  Fm/sinO  ou  FMsinO.  C'est  le  couple  qui  tendrait  à  faire 
tourner  l'aimant  autour  d'une  droite  perpendiculaire  à  l'axe 
magnétique  et  ii  la  direction  du  champ  ;  on  représentera  ce 
couple  par  une  longueur  parallèle  à  cette  droite. 

Si  l'aimant  est  mobile  autour  d'un  axe  de  direction  quel- 
conque, le  couple  de  rotation  ne  dépend  que  des  projections 
-du  moment  magnétique  et  du  champ  sur  un  plan  perpendi- 
culaire à  cet  axe,  puisque  les  projections  parallèles  à  l'axe 
sont  sans  influence. 

Il  en  résulte  une  méthode  importante  pour  la  comparaison 
<les  champs.  Si  un  aimant  de  moment  magnétique  M  exécute 
des  oscillations  d'amplitude  très  petite  de  part  et  d'autre  de 
sa  position  d'équihbre,  autour  d'un  axe  perpendiculaire  au 
plan  que  forment  les  directions  du  moment  magnétique  et  du 
champ,  le  couple  FMsinô  est  sensiblement  proportionnel  & 
l'angle  6;  le  nombre  n  des  oscillations  simples  par  seconde 
est  alors,  en  appelant  Kle  moment  d'inertie, 

225.  Systèmes  asiatiques.  —  Lorsque  les  moments  magné- 
tiques OA  et  OA'  (fig.  4;)  de  deux  aimants  ont  la  même  valeur 
et  sont  directement  opposés,  le  moment  résultant  OB  est  nul. 
Dans  ce  cas,  l'équilibre  est  stable  pour  une  direction  quel- 
conque du  système  dans  un  champ  uniforme;  le  système  est 
dit  asiatique. 

Si  les  moments  OA  et  OA'  sont  égaux,  le  moment  résultant 
OB  est  dirigé  suivant  la  bissectrice  de  l'angle  AOA';  si  cet 
angle  est  voisin  de  i8o°,  le  moment  résultant  est  très  petit 
et  à  peu  près  perpendiculaire  aux  deux  autres.  Ainsi,  lorsque 
deux  aiguilles  aimantées  formant  un  système  quasi  asiatique 
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sont  situées  dans  un  champ  uniforme,  elles  sont  en  équilibre 
stable  dans  une  direction  perpendiculaire  au  champ. 

Ce  cas  est  précisément  celui  des  aiguilles  magnétiques 
employées  pour  certains  galvanomètres.  Le  système  est  d'au- 
tant plus  voisin  d'être  astatique  que  la  direction  des  aiguilles 
libres  se  rapproche  plus  d'être  perpendiculaire  à  la  projection 
du  champ  sur  un  plan  normal  h  l'axe  de  rotation. 

226.  Polarité  magnétique.  —  Rupture  d'un  aimant.  —Lors- 
qu'on brise  une  aiguille  aimantée,  chacun  des  fragments  devient 
un  aimant  complet  ayant  deux  pôles  de  môme  intensité  et  de 
signes  contraires,  et  le  phénomène  se  répétera  indéfiniment, 
aussi  loin  qu'on  puisse  pousser  la  division  mécanique. 

Ce  fait  est  capital  dans  la  théorie  du  magnétisme  ;  il  montre 
d'abord  qu'il  est  impossible  d'obtenir  une  masse  magnétique 
positive  ou  négative  indépendante  et  qui  ne  soit  pas  associée 
h  une  masse  égale  et  de  signe  contraire;  ensuite  que  le  ma- 
gnétisme est  un  phénomène  essentiellement  partieulaire.  On 
est  conduit  à  admettre,  comme  pour  les  diélectriques,  que  le 
magnétisme  est  dû  h  une  espèce  de  polarisation  des  molécules 
pondérables,  dont  chacune  serait  un  petit  aimant  avec  ses 
deux  pôles  situés  rigoureusement  sur  les  faces  terminales. 

227.  Aimantation  par  influence.  —  La  chevelure  de  limaille 
de  fer  qui  reste  suspendue  à  un  aimant  démontre  que  chaque 
parcelle  de  limaille  est  devenue  elle-même  un  petit  aimant. 
Le  nombre  des  grains  en  contact  direct  avec  l'aimant  est  rela- 
tivement très  petit  ;  les  autres,  reliés  successivement  entre 
eux  et  rattachés  aux  premiers,  forment  des  chaînes  où  les 
parcelles  sont  réunies  par  leurs  pôles  de  noms  contraires. 
Toutefois  l'aimantation  acquise  par  les  grains  de  limaille  est 
passagère;  dès  que  cette  limaille  est  détachée  et  éloignée  de 
l'aimant,  elle  reprend  sa  neutralité  première. 

De  même,  un  barreau  de  fer  doux  s'aimante  quand  il  est 
placé  sur  le  prolongement  d'un  aimant  et  prend  deux  pôles 
placés  semblablement  &  ceux  de  l'aimant,  c'est-à-dire  que  les 
deux  extrémités  voisines  de  i'aimant  et  du  fer  doux  sont  des 
pOles  de  signes  contraires.  Ce  fer  doux  aimanté  peut  agir  à 
sou  tour  de  la  même  manière  sur  un  second  morceau  de  fer 
primitivement  neutre,  et  ainsi  de  suite.  Dès  qu'on  enlève 
l'aimant  primitif,    l'aimantation  du  premier  barreau  de  fer 
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doux  et  de  tous  ceux  qui  le  suivent  disparaît,  au  moins  pour 
la  plus  grande  partie,  et  toutes  les  actions  qu'ils  exerçaient 
les  uns  sur  les  autres  disparaissent  en  même  temps. 

Plus  généralement,  lorsqu'un  corps  magnétique  quelconque 
est  placé  dans  un  champ  magnétique,  il  devient  lui-même  un 
aimant.  C'est  une  aimauLalion /jar  influence  ou  induite. 

Si  le  corps  est  isotrope,  l'axe  d'aimantation  en  chaque  point 
est  parallèle  à  la  direction  de  la  force  résultante.  Celte  résul- 
tante provient  de  l'action  du  champ  et  de  celle  qui  est  produite 
par  le  magnétisme  induit.  Si  le  corps  considéré  est  inliniment 
petit,  l'aimantation  est  exactement  parallèle  h  la  direction  du 
champ  au  point  considéré. 

Il  en  résulte  aussi  celte  conséquence  que  l'action  d'un 
aimant  est  nulle  sur  un  corps  neutre  et  que  toute  action 
exercée  par  les  aimants  sur  les  corps  magnétiques  est  pré- 
cédée d'une  induction  magnétique  sur  ces  derniers. 

On  voit  encore  l'analogie  de  ce  phénomène  avec  celui  de 
l'induction  électrostatique  sur  les  diélectriques. 

Le  magnétisme  développé  ainsi  par  induction  ne  dépend 
pas  seulement  de  l'intensité  du  champ,  mais  aussi  de  la  na- 
ture de  la  substance  considérée;  l'aimantation,  très  énergique 
avec  le  fer  pur  et  le  nickel,  est  beaucoup  plus  faible  avec  tous 
les  autres  corps  magnétiques. 

228.  Fer  doux.  —  Force  coercitive.  —  Le  fer  est  dit  absolu- 
ment doux  si,  après  avoir  été  placé  dans  un  champ  magné- 
tique très  intense,  il  perd  toute  aimantation  dès  qu'il  en  est 
retiré.  Le  fer  qui  possède  cette  propriété,  au  point  de  vue 
magnétique,  est  aussi  du  fer  doux,  au  sens  mécanique  :  il 
peut  être  facilement  courbé,  travaillé,  et  possède  peu  d'élas- 
ticité. Réciproquement,  le  fer  ordinaire  n'est  pas  doux  au 
sens  magnétique  du  mol;  lorsqu'il  est  impur  ou  qu'il  a  subi 
des  modifications  mécaniques,  il  reste  plus  ou  moins  aimanté, 
et  cette  propriété  est  désignée  par  le  nom  assez  barbare  de 
force  coercitioe.  Un  échantillon  de  fer  a  une  force  coercitive 
d'autant  plus  grande  qu'il  conserve  une  plus  grande  quantité 
de  magnétisme  rémanent;  en  même  temps,  ce  fer  s'aimante 
plus  dinictlement  par  induction.  La  force  coercitive  est 
donc  une  propriété  anajQR"e_au-f''ptte"ient  dans  Tësôrganes 
mécaniques;  elle  s'oppose,  entre  certaines  limites,  aux  mo~ 
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dificalions  que  les  forces  extérieures  tendent  à  produire  et 
empêche  qu'un  état  d'équilibre  unique  corresponde  à  des 
conditions  extérieures  données, 

Pour  l'acier,  la  force  coercilive  est  très  grande;  ce  métal 
s'aimante  par  induction  plus  difficilement  que  le  fer  doux, 
mais  aussi  il  conserve  bien  mieux  le  magnétisme  une  fois 
acquis.  Les  qualités  magnétiques  de  l'acier  varient  avec  In 
composition  du  métal  et  son  mode  de  préparation;  elles  dé- 
pendent beaucoup  de  la  manière  dont  la  trempe  a  été  effec- 
tuée, ainsi  que  du  degré  de  recuit  auquel  le  barreau  a  été 
ensuite  soumis.  La  force  coercilive  est  d'autant  plus  grande 
que  l'acier  est  plus  dur  et  la  trempe  plus  roide. 

Jusqu'ici  nous  avons  admis  implicitement  que  le  magné- 
tisme d'un  aimant  est  invariable  et  indépendant  des  forces 
auxquelles  l'aimant  est  soumis  ;  mais  cette  sorte  de  rigidilé 
magnèlique  est  un  cas  limite  qui  ne  se  trouve  jamais  réalisé 
en  toute  rigueur.  Lorsqu'un  aimant,  placé  dans  un  champ 
magnétique  intense,  s'y  trouve  dans  sa  position  normale 
d'équilibre,  son  aimantation  augmente  un  peu;  elle  diminue, 
au  contraire,  s'il  est  orienté  suivant  une  direction  opposée. 
Ces  variations  sont  faibles  en  général  et  passagères,  comme 
celle  du  fer  doux  dans  les  mêmes  circonstances;  elles  sont  le 
plus  souvent  négligeables  quand  il  s'agit  de  barreaux  d'acier 
fortement  aimantés  placés  dans  un  champ  magnétique  peu 
inCense,  tel  que  le  champ  terrestre. 

229.  Influence  de  la  température.  —  La  chaleur  agit  aussi 
sur  le  magnétisme  des  aimants.  Une  élévation  de  température 
modérée  diminue  le  magnétisme,  mais  d'une  manière  tem- 
poraire, et  l'aimant  reprend  avec  sa  température  initiale  son 
magnétisme  primitif.  Dans  les  limites  entre  lesquelles  varie 
la  température  ambiante,  les  effets  produits  sont  sensible- 
ment proportionnels  aux  variations  de  la  température,  de 
sorte  que,  si  l'on  appelle  M„  et  TA,  les  moments  magnétiques 
d'un  aimant  aux  températures  de  zéro  et  de  t  degrés,  on  peut 
écrire,  en  désignant  par  n  un  coefficient  qui  dépend  de  ia 
nature  de  l'acier, 

M,^M,(i-ûO- 
Un  échauffement  plus  grand,  dépassant  loo"  par  exemple. 


DigmzcdbyGoOglC 


PitéUMlNAIRES.  347 

produit  un  affaiblissement  définitif  du  magnétisme,  et  un 
barreau  d'acier  chauffé  au  rouge  vif  a  ordinairement  perdu, 
quand  il  revient  à  la  température  ordinaire,  toute  trace  sen- 
sible d'aimantation. 

La  chaleur  produit  des  effets  analogues  sur  les  propriétés 
magnétiques  du  fer  doux.  A  la  température  ambiante,  le  ma- 
gnétisme induit  dans  le  fer  par  un  champ  déterminé  change 
peu  avec  les  variations  de  température,  mais  au  delà  de 
100°  la  diminution  du  magnétisme  induit  devient  très  rapide. 
Pouillct  a  même  constaté  qu'au  rouge-cerise  le  fer  ne  con- 
serve plus  la  propriété  d'être  attiré  par  les  aimants.  A  cette 
température,  le  fer  doux  ne  serait  donc  plus  magnétique. 

230.  Des  fluides  magnétiques.  —  Les  physiciens  du  siècle 
dernier,  en  particulier  C£)pinus  et  Coulomb,  ont  cherché  à 
expliquer  les  phénomènes  magnétiques  par  une  hypothèse 
analogue  à  celle  des  fluides  électriques. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  il  est  nécessaire  encore  d'attribuer 
au.\  fluides,  aux  aimants  et  aux  corps  magnétiques  toute  une 
série  de  propriétés  qui  permettent  de  satisfaire  à  l'ensemble 
des  expériences. 

On  admet  donc  l'existence  de  deux  fluides  magnétiques 
impondérables,  composés,  comme  les  fluides  électriques,  de 
molécules  agissant  par  répulsion  sur  les  molécules  de  même 
espèce  et  par  attraction  sur  les  molécules  d'espèce  différente, 
les  actions  étant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  La 
combinaison  de  ces  deux  fluides  en  quantités  égales  est  sans 
action  sur  les  corps  et  constitue  un  fluide  neutre. 

En  vertu  des  phénomènes  d'induction  magnétique,  on  doit 
admettre  que  le  fluide  neutre  existe  en  quantité  presque  indé- 
finie dans  les  corps  magnétiques  et  qu'il  se  partage  en 
fluides  distincts  sous  l'influence  des  aimants. 

Comme  les  aimants  permanents  ou  temporaires  sont  tou- 
jours complets,  quelles  que  soient  leurs  dimensions,  il  faut 
aussi  que  les  fluides  compris  dans  un  élément  dé  volume 
ne  le  quittent  jamais,  pour  passer  sur  un  clément  voisin, 
de  sorte  que  la  séparation  de  ces  fluides  ne  s'effectue  que  dans 
l'étendue  de  chaque  molécule. 

Enfin,  aucune  force  intérieure  étrangère  aux  actions  directes 
des  fluides  magnétiques  ne  s'oppose  à  leur  séparation  ou  à 
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leur  réunion  dans  le  fer  doux.  Dans  le  fer  impur  et  dans 
l'acier,  au  contraire,  il  y  a  une  r<*sistanco  particulière,  une 
sorte  de  froltemenl  appelé  force  coercitive,  qui  limite  l'aiman- 
tation par  influence  et  empêche  ensuite  la  recombinaison  des 
fluides  lorsque  les  actions  extérieures  ont  disparu. 

11  n'y  a  pas  lieu  de  s'étonner  que  la  théorie  des  fluides,  avec 
tous  ces  compléments  qui  ne  s'y  rattachent  que  d'une  ma- 
nière arbitraire,  parvienne  b  expliquer  les  phénomènes;  dans 
ces  conditions,  la  conformité  des  expériences  avec  la  théorie 
n'apporte  aucun  argument  en  faveur  des  hypothèses;  nous 
n'en  ferons  d'ailleurs  aucun  usage. 

231.  Champ  terrestre-  —  Le  champ  magnétique  qui  envi- 
ronne la  terre  et  qu'on  peut  appeler  le  champ  lerreslre,  est 
sensiblement  uniforme  dans  un  espace  de  petites  dimensions 
par  rapport  à  celle  du  rayon  terrestre,  mais  la  direction  et 
l'intensité  du  champ  varient  d'un  point  h  un  autre.  En  outre, 
<:es  éléments  en  un  lieu  éprouvent  avec  le  temps  des  varia- 
tions périodiques  ei  accidentelles  ;  on  doit  d'abord  en  faire 
abstraction  et  considérer  l'état  magnétique  du  globe  h  un  ins- 
tant détermine. 

L'axe  magnétique  d'un  aimant  suspendu  librement  par  son 
centre  de  gravité  et  soustrait  à  toute  autre  action  que  celle 
du  champ  terrestre  prendrait,  dans  sa  position  d'équilibre, 
la  direction  du  champ.  Dans  nos  contrées,  cette  direction  est 
à  peu  près  du  sud  au  nord,  et  elle  est  fortement  inclinée  sur 
l'horizon,  le  pâle  nord  pointant  vers  le  sol. 

On  appelle  méridien  magnétique  en  un  lieu  le  plan  déter- 
miné par  la  verticale  et  par  la  direction  du  champ  m&gnC- 
tique  terrestre. 

La  déclinaison  est  l'angle  que  fait  le  méridien  magnétique 
avec  le  méridien  astronomique.  La  déclinaison  est  dite  occi- 
denlale  lorsque  le  p6le  nord  d'un  aimant  libre  se  met  à  l'ouest 
du  méridien  géographique  qui  passe  par  son  milieu;  elle  est 
orientale  si  ce  pôle  nord  est  ù  l'est  du  méridien. 

L'inclinaison  est  l'angle  que  fait  la  direction  du  champ  avec 
sa  projection  sur  le  plan  horizontal. 

Une  aiguille  aimantée  mobile  seulement  autour  d'un  axe 
vertical  n'obéira  qu'à  la  composante  horizontale  H  du  champ 
terrestre  et  viendra  se  placer  de  manière  que  son  axe  d'ai- 
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mantation  soit  dans  le  méridien  magnétique.  Si  on  l'en  écarte 
d'un  angle  8,  le  couple  qui  tend  h  l'y  ramener  a  pour  valeur, 
en  appelant  M  le  moment  magnétique  de  l'aiguille,  HM  sin!; 
il  est  proportionnel  au  sinus  de  l'angle  d'écart.  Ce  résultat 
a  été  vérifié  par  des  expériences  très  précises  de  Coulomb, 
au  moyen  de  la  balance  de  torsion. 

Si  l'aiguille  est  suspendue  librement  par  son  centre  de  gra- 
vité, ou  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  passant  par  ce 
point  et  perpendiculaire  au  méridien  magnétique,  la  direction 
que  prend  l'axe  magnétique  de  l'aiguille  dans  la  position 
d'équilibre  est  la  direction  même  du  champ  terrestre;  l'angle 
que  fait  alors  son  axe  magnétique  avec  l'horizon  mesure  pré- 
cisément l'inclinaison. 

Appelons,  en  un  point,  I  l'inclinaison  et  T  l'intensité  du 
champ  terrestre;  la  composante  horizontale  H  du  champ  est 
égale  à  TcosI  et  la  composante  verticale  Z  =  TsinI. 

Supposons  maintenant  qu'une  aiguille  soit  mobile  autour 
d'un  axe  horizontal  faisant  l'angle  a  avec  la  normale  au  méri- 
dien magnétique.  On  peut  remplacer  la  composante  horizon- 
tale H  par  ses  deux  projections,  l'une  égale  h  H  sina  parallèle 
à  l'axe  de  rotation,  et  l'autre  Hcosa  perpendiculaire  h  cet 
axe.  L'aiguille  n'obéit  qu'aux  deux  forces  Z  et  H  cosa  situées 
dans  le  plan  qu'elle  décrit;  dans  sa  position  d'équilibre,  elle 
fait  avec  l'horizontale  un  angle  i  déterminé  par  la  relation 

.      H  cosx  , 

cotgi=^  —i^ — :=cotglcosa. 

L'angle  i  est  l'inclinaison  apparente  dans  l'azimut  a  relatif 
au  méridien  magnétique.  Lorsque  l'azimut  a  est  égal  h  90", 
l'angle  i  est  aussi  de  90°  et  l'aiguille  est  verticale. 

Si  l'observation  est  faite  successivement  dans  deux  azimuts 
rectangulaires  a  et  a',  on  a  co8o;'=  iisina  et  l'inclinaison  t" 
relative  à  la  seconde  expérience  a  pour  valeur 

cotgi"  —-  =p  catgisîna. 

Il  en  résulte  cette  relation  fréquemment  utilisée 

cotg^i-(-cotg^i'=  cotg*L 
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Si  l'aiguille  est  chargée  d'un  poids  supplémentaire  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  si  l'axe  de  relation  ne  passe  pas  par  le 
centre  de  gravité,  la  direction  d'équilibre  est  modifiée. 

Supposons,  en  particulier,  qu'un  poids/;,  à  une  distance  d 
de  l'axe  de  rotation,  maintienne  l'aiguille  horizontale  dans  un 
certain  plan;  l'action  du  champ  terrestre  se  réduit  à  celle  de 
la  composante  verticale,  et  la  condition  d'équilibre  est 

;ïrf^MZ=MTsinl. 

Cette  condition  est  indépendante  de  l'azimut  du  plan  ver- 
tical dans  lequel  se  meut  l'aiguille  ;  le  contrepoids  qui  rend 
l'aiguille  horizontale  dans  un  plan  la  rendra  horizontale  dans 
tous  les  plans.  On  peut  donc,  en  plaçant  une  aiguille  sur  un 
pivot  vertical,  l'équilibrer  de  manière  qu'elle  reste  toujours 
horizontale;  mais  le  moment  du  contrepoids  dépend  de  la 
composante  verticale,  et  celui-ci  devra  être  modiflé  si  on  veut 
se  servir  de  l'aiguille  sous  d'autres  latitudes. 

232.  Distribution  du  magnétiame  terrestre.  —  Les  éléments 
du  champ  magnétique  terrestre,  intensité,  déclinaison,  incli-  ■ 
aaison,  ne  sont  pas  les  mêmes  aux  différents  points  du  globe. 
Ces  éléments  varient  en  fonction  des  coordonnées  géogra- 
phiques suivant  des  lois  très  compliquées;  mais,  si  l'on  s'en 
tient  à  une  première  approximation,  les  variations  peuvent 
être  formulées  d'une  manière  très  simple. 

Le  méridien  magnétique  d'un  lieu  coupe  la  surface  du  glohe 
suivant  un  grand  cercle;  tous  les  points  de  ce  grand  cercle 
ont  le  même  plan  pour  méridien  magnétique. 

Tous  les  méridiens  magnétiques  se  coupent  sensiblement 
suivant  un  même  diamètre;  ce  diamètre  est  l'axe  magnétique 
de  la  terre;  les  points  où  il  perce  la  surface  ont  reçu,  quoique 
l'expression  soit  incorrecte,  le  noms  de  pôles  magnétiques. 
L'axe  magnétique  fait  un  angle  de  ij°  environ  avec  la  ligne 
des  pôles  géographiques. 

Il  est  évident  que  la  déclinaison  est  variable  d'un  point  h 
un  autre  sur  un  même  méridien  magnétique.  Il  n'y  a  d'excep- 
tion que  pour  le  méridien  qui,  passant  à  la  fois  par  l'axe  ma- 
gnétique et  l'axe  terrestre,  se  confond  avec  le  méridien  géo- 
graphique; pour  tous  les  points  du  grand  cercle  correspon- 
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dant  la  déclinaison  est  nulle.  D'un  côté  de  ce  grand  cercle,  le 
pâle  nord  s'écarte  vers  l'ouest  et  la  déclinaison  est  occiden- 
tale; de  l'autre  côté,  le  pôle  nord  s'écarte  vers  l'est  et  la  dé- 
clinaison est  orientale. 

Le  grand  cercle  perpendiculaire  à  l'axe  magnétique  est  ap- 
pelé équalear  magnétique.  Pour  tous  les  points  de  i'équateur 
magnétique,  le  champ  terrestre  est  horizontal  et  l'inclinaison 
nulle.  De  part  et  d'autre,  l'inclinaison  va  en  augmentant 
jusqu'aux  pôles  magnétiques  où  elle  est  de  90°  :  dans  l'hémis- 
phère nord,  c'est  le  pôle  nord  qui  s'abaisse  vers  le  sol  ;  dans 
l'hémisphère  sud,  c'est  le  pôle  sud. 

233.  Hypothèse  de  l'aimant  central.  —  Biot  a  cherché  s'il 
était  possible  de  représenter  l'état  magnétique  du  globe  et  la 
variation  des  éléments  magnétiques  à  sa  surface  par  l'hypo- 
thèse d'un  aimant  dirigé  suivant  l'axe  magnétique  ;  il  a  trouvé 
qu'on  satisfait  d'autant  mieux  aux  observations  que  la  dis- 
tance des  pôles  de  cet  aimant  Actif  est  plus  petite. 

Si  l'on  remplace  ainsi  la  terre  par  un  aimant  de  longueur 
infiniment  petite  par  rapport  au  rayon,  c'est-à-dire  par  deux 
masses  voisines  égales  et  de  signes  contraires,  on  sait  (108) 
qu'à  la  latitude  X  à  partir  de  I'équateur  magnétique,  l'incli- 
naison est  donnée  par  l'équation 

tangl  =  2  tangX. 

Quant  à  l'intensité  T  du  champ  en  un  point  quelconque  de 
la  surface,  elle  peut  être  exprimée  en  fonction  de  sa  valeur 
T,  sur  I'équateur  par  la  formule 

'P  =  T?(3fiin*XH-i). 

Au  pôle  magnétique,  l'intensité  est  T^  =  aTc;  elle  est  donc 
deux  fois  aussi  grande  qu'à  I'équateur. 

Ces  deux  formules  sont,  au  moins  d'une  manière  approxi- 
mative, conformes  aux  observations. 

Quant  au  moment  magnétique  absolu  de  la  terre  M,  on 
peut  l'obtenir  très  simplement,  en  fonction  du  rayon  R  et  du 
champ,  par  l'équation 

M=T,R'=— Ï2: 

\/3sin*X-<-  ■ 
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L'hypothèse  d'un  aimant  terrestre  a  été  introduite  dans  la 
science  par  Gilbert.  Le  pôle  qui  se  trouverait  dans  l'hémis- 
phère austral  a  reçu  le  nom  de  pôle  austral,  il  est  évidem- 
ment de  môme  nature  que  le  pôle  nord  des  aimants  ;  le  pôle 
situé  dans  l'hémisphère  boréal  est  de  même  nature  que  le 
pôle  sud  des  aimants. 

Cette  conception  de  l'aimant  terrestre  a  fait  aussi  donner 
le  nom  de  pôle  austral  au  pôle  qui  se  dirige  vers  le  nord  et 
de  pôle  boréal  à  celui  qui  se  dirige  vers  le  sud;  dans  la 
théorie  des  fluides,  on  dira  donc,  malgré  la  coniradiclion  qui 
existe  dans  les  termes,  qu'un  pôle  nord  contient  du  fluide 
austral  et  un  pôle  sud  du  fluide  boréal.  Mais  il  est  préférable 
de  renoncer  à  ces  expressions  austral  et  boréal,  qui  peuvent 
donner  lieu  à  des  équivoques,  et  appeler  magnétisme  posiVi/ 
celui  qui  correspond  au  pôle  nord  des  aimants,  magnétisme 
négatif  celui  du  pôle  sud. 

234.  Couches  Buperticielles  équivalentes.  —  L'hypothèse 
d'un  aimant  centrât  infiniment  petit  n'est  qu'une  des  formes 
sous  lesquelles  on  peut  représenter  le  magnétisme  terrestre; 
c'est  même  celle  qui  présente  le  moindre  degré  de  probabilité, 
attendu  que  la  température  certainement  très  élevée  du  centre 
du  globe  est  incompatible  avec  Tcxistcnce  de  corps  forte- 
ment aimantés. 

Nous  savons,  par  exemple,  que  deux  couches  hémisphé- 
riques superricielles  égales  et  de  signes  contraires,  distri- 
buées de  manière  à  donner  en  tout  point  de  l'intérieur  un 
champ  uniforme  (116),  lesquelles  représentent  des  couches 
de  glissement  (126),  produiraient  à  l'extérieur  le  môme  champ 
que  deux  masses  infiniment  voisines.  La  densité  de  ces  cou- 
ches superficielles  serait  nulle  sur  l'équateur;  aux  pôles,  elle  ' 
aurait  pour  valeur 


et,  en  un  point  de  latitude  magnétique  X, 
II  =;  0^  sinX. 

Dans  cette  manière  de  voir,  la  terre  serait  donc  recouverte 
de  deux  couches  magnétiques,  l'une  négative  dans  l'hémis- 
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phère  BOrd  et  l'autre  positive  dans  l'hémisphère  sud,  la  den- 
sité en  chaque  point  étant  proportionnelle  au  sinus  de  la  lati- 
tude magnétique. 

La  masse  totale  de  chacune  des  couches  serait 

4 

Nous  verrons  qu'il  existe  encore  d'autres  façons  de  repré- 
senter le  magnétisme  terrestre;  la  conception  d'un  aimant 
central  infiniment  petit,  inadmissible  en  etle-méme,  est  donc 
en  réalité  la  traduction  mathématique  très  simple  de  plusieurs 
états  équivalents,  parfaitement  compatibles  avec  les  propriétés 
connues  des  corps  magnétiques.  ' 

235.  Variations  du  magnétisme  terrestre.  —  Les  variations 
qu'éprouve  le  magnétisme  terrestre  avec  le  temps  présentent 
deux  caractères  différents  :  les  unes  sont  purement  acciden- 
telles, les  autres  ont  une  marche  périodique  bien  marquée. 

Les  variations  b  longue  période,  dites  variations  séculaires, 
peuvent  être  représentées,  dans  une  première  approximation, 
par  une  rotation  de  l'axe  magnétique  autour  de  l'axe  de  la 
terre,  rotation  en  vertu  de  laquelle  l'axe  magnétique  décrirait 
de  l'est  h  l'ouest  un  cûne  circulaire  d'environ  So*. 

Comme  le  pôle  magnétique  de  la  terre,  qui  se  trouve  au- 
jourd'hui vers  la  terre  du  Prince-de-Galles,  par  loo"  de  lon- 
gitude Ouest,  était  en  1660  dans  le  voisinage  du  Cap  Nord  à 
20"  de  longitude  Est,  on  voit  que  la  période  de  révolution  com- 
plète serait  d'environ  700  ans.  La  déclinaison  à  Paris,  qui  était 
orientale  (ii'iS'E)  en  i58o,  devint  nulle  en  i663  ;  depuis 
cette  époque  elle  est  occidentale  et  a  été  en  augmentant  jus- 
qu'en i8i4  (2o°25'W);  elle  est  actuellement  décroissante 
(i5°  i8'W  en  i8g5)  et  redeviendra  nulle  vers  2000,  si  le  phé- 
nomène continue  à  suivre  la  même  marche.  Le  pôle  magné- 
tique sera  alors  de  l'autre  côté  du  pôle  nord  par  rapport  à 
nous.  Depuis  1 661,  l'inclinaison  magnétique  à  Paris  a  toujours 
été  en  décroissant  :  elle  atteindra  son  minimum  au  moment 
où  la  déclinaison  deviendra  nulle. 

Les  variations  à  courte  période  paraissent  liées  au  mouve- 
ment apparent  du  soleil,  de  la  lune,  etc.,  et  suivent  des  lois 
qui  ne  sont  pas  encore  bien  connues. 

ÉUeIr.  et  Magn.  —  i.  ^3 
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Les  valeurs  moyennes  de  la  déclinaison,  par  exemple,  ont  en 
un  même  lieu  une  oscillation  diurne  bien  marquée,  avec  deux 
maxima  et  deux  minima.  L'amplitude  de  l'excursion  de  l'ai- 
guille est  beaucoup  plus  grande  pendant  le  jour  que  pendant 
la  nuit,  et  l'heure  des  déviations  extrêmes  est  très  différente 
suivant  la  position  des  stations.  Ainsi,  tandis  que  le  maximum 
de  déviation  du  cOté  de  l'ouest  a  lieu,  pour  la  marche  moyenne 
annuelle,  vers  9  heures  du  matin  à  Hobarton  (Tasmanie), 
Batavia,  le  Cap  et  Sainte-Hélène,  cette  époque  correspond  au 
contraire  au  maximum  à  l'est  pour  l'hémisphère  nord.  Le 
maximum  d'excursion  à  l'ouest  se  produit  vers  1  heure  de 
l'après-midi  à  Toronto  (Canada),  Londres  et  Paris  ;  vers 
a  heures  à  Saint-Pétersbourg;  3  heures  à  Nertschinsk  et 
Pékin.  Les  heures  de  ces  maxima  et  minima  varient  d'ail- 
leurs avec  les  saisons.  Les  autres  éléments  du  magnétisme, 
inclinaison  et  composantes  du  champ,  présentent  des  oscil- 
lations analogues. 

Es  dégageant  de  la  variation  diurne  moyenne  les  observa- 
tions relatives  aux  différents  éléments  magnétiques,  on  peut 
les  rapporter  aux  jours  lanairea  et  on  trouve  aussi  dans  les 
résidus  une  variation  régulière. 

I!  existe  également  une  variation  périodique  annuelle. 

Enfin,  les  variations  accidentelles  elles-mêmes,  qui  sem- 
blent se  produire  simultanément  sur  une  grande  étendue, 
sinon  sur  la  totalité  de  la  surface  du  globe,  et  qu'on  désigne 
habituellement  sous  le  nom  de  perlarbations  ou  d'orages  ma- 
gnétiques, paraissent  aussi  soumises  dans  leurs  effets  moyens 
à  certaines  périodes  annuelles  ou  séculaires.  Ces  perturba- 
tions sont  en  relation  directe  avec  le  phénomène  des  aurores 
polaires  et  accompagnées  de  courants  accidentels  dans  les 
fils  télégraphiques. 
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236.  Diverses  conceptiouB-  —  On  peut  imaginer  qu'il  existe 
en  chaque  point  d'un  aimant  une  certaine  quantité  de  magné- 
tisme libre,  positif  ou  négatif,  et  que  la  somme  algébrique 
de  toutes  les  cbarges  comprises  dans  un  volume  quelconque 
est  nulle;  c'est  là  l'hypothèse  la  plus  générale  et  la  moins 
définie. 

D'autre  part,  les  phénomènes  que  présente  la  rupture  d'un 
barreau  aimanté  mettent  en  évidence  ce  fait  capital  que  tout 
élément  de  volume  est  lui-même  un  aimant  complet  ayant, 
dans  son  état  actuel,  un  axe  magnétique  et  un  moment  déter- 
minés. Nous  disons  dans  son  état  actuel,  car  il  est  évident 
que  si  l'élément  de  volume,  au  lieu  d'être  séparé  par  la  pensée 
du  milieu  environnant,  en  était  réellement  détaché,  il  ne 
conserverait  pas  nécessairement  le  même  état  que  lorsqu'il 
faisait  partie  de  la  masse  générale.  Celte  expérience  suggère 
une  autre  conception. 

Considérons  deux  molécules,  ou  éléments  magnétiques, 
placées  bout  à  bout  et  en  contact  par  leurs  pôles  de  noms 
contraires  ;  si  elles  sont  également  aimantées,  l'action  pour 
tout  point  extérieur  se  réduit  &  celle  des  deux  extrémités 
libres.  De  môme,  une  série  de  molécules  également  aimantées 
et  placées  bout  à  bout,  de  manière  que  tous  les  axes  magné- 
tiques soient  disposés  suivant  une  même  ligne,  constituera 
une  sorte  de  filel  magnétique  uniforme,  dont  l'action  se  réduit 
encore  à  celles  des  deux  extrémités. 

Si  les  éléments  de  cette  Gle  de  molécules  ne  sont  pas 
identiques,  il  existera  un  certain  excès  de  magnétisme,  positif 
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OU  négatif,  ou  du  magnétisme  libre  au  contact  de  deux  molé- 
cules consécutives.  Le  filet  magnétique  ainsi  constitué  n'est 
plus  uniforme,  mais  il  est  évident  qu'on  pourra  le  consi- 
dérer comme  résultant  de  la  juxtaposition  de  filets  uniformes 
de  longueurs  différentes. 

Un  aimant  quelconque,  dans  lequel  les  masses  magnétiques 
sont  distribuées  d'une  manière  arbitraire,  peut  donc  être 
subdivisé,  soit  en  filets  magnétiques  non  uniformes  fermés 
ou  aboutissant  à  la  surface,  soit  en  filets  uniformes,  les  uns 
fermés,  d'autres  aboutissant  à  la  surface,  d'autres  enfin  ter- 
minés k  l'intérieur.  Tant  qu'on  ne  fait  aucune  hypothèse  sur 
la  forme  des  filets,  cette  conception  est  la  traduction  pure  et 
simple  des  faits  et  ne  présente  rien  d'hypothétique  ;  elle  sera 
précisée  plus  loin. 

237.  Potentiel  magnétique.  —  Si  l'on  admet  ainsi  qu'un 
aimant  possède  des  masses  magnétiques  disséminées  dans 
l'intérieur  et  une  couche  distribuée  sur  la  surface,  il  y  aura 
lieu  de  considérer  une  densité  cubique  p  du  magnétisme 
libre  et  une  densité  superficielle  o,  ces  quantités  étant  définies 
comme  pour  l'électricité. 

Le  potentiel  magnétique  V  de  l'aimant  en  un  point  quel- 
conque P  aura  pour  valeur 


(■)  v  =  Jîrfs+J'f*. 


Dans  la  première  intégrale,  qu'on  étendra  à  toute  la  surface 
de  l'aimant,  r  désigne  la  distance  du  point  P  à  l'élément  de 
surface  dS  où  la  densité  superficielle  est  c  Dans  la  seconde, 
qui  doit  être  étendue  à  tout  le  volume  de  l'aimant,  r  est  la 
distance  du  point  P  à  l'élément  de  volume  df,  sur  lequel  la 
densité  cubique  du  magnétisme  est  p. 

La  somme  des  masses  magnétiques  étant  toujours  nulle 
pour  un  aimant  quelconque,  on  a  l'équation  de  condition 

(a)  o  =  j'<xdS-hfpdv. 

Le  champ  magnétique  F  en  un  point,  c'est-à-dire  l'action 
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qui  s'exercerait  sur  l'unité  de  magnétisme,  et  ses  composantes 
rectangulaires  X,  Y,  Z  s'exprimeront,  comme  en  électricité 
statique,  par  les  dérivées  du  potentiel  magnétique  V. 

On  démontrerait  également  que  la  somme  AV  des  trois 
dérivées  secondes  partielles  du  potentiel  est  égale  &  zéro 
pour  tout  point  extérieur,  et  à  —  ^i!p  pour  tout  point  intérieur 
aux  corps  aimantés. 

Les  équations  fondamentales  étant  les  mêmes  dans  les 
deux  genres  de  phénomènes,  on  pourra,  sans  nouvelle  dé- 
monstration, appliquer  les  théorèmes  déjà  établis,  à  la  con- 
dition que  ces  théorèmes  ne  dépendent  point  des  propriétés 
des  conducteurs  et  que,  d'autre  part,  la  force  coercitive  n'ait 
pas  à  intervenir. 

238.  Un  aimant  équivaut  à  une  surface  magnétique.  —  On 
voit  ainsi,  d'une  manière  immédiate,  que  l'action  d'un  aimant 
sur  tout  point  extérieur  est  équivalente  h  celle  d'une  couche 
fictive,  de  masse  totale  égale  à  zéro,  distribuée  à  la  surface 
suivant  une  certaine  loi. 

On  sait,  en  effet,  que  l'action  extérieure  d'un  système  quel- 
conque de  masses  électriques  est  la  même  que  celle  d'une 
couche  de  masse  égale  à  leur  somme,  distribuée  suivant  une 
loi  convenable  sur  une  surface  fermée  qui  enveloppe  le  sys- 
tème (40,  VIII).  La  conclusion  s'applique  évidemment  au  ma- 
gnétisme, puisque  les  deux  espèces  de  masses  obéissent  à  la 
même  loi  élémentaire . 

Les  actions  extérieures  exercées  par  l'aimant  permettent  de 
calculer  la  densité  de  la  couche  Active  superilcîelle,  mais 
n'apprennent  rien  sur  la  distribution  réelle  du  magnétisme 
Pour  connaître  cette  distribution,  il  faudrait  déterminer  aussi 
par  expérience  les  forces  qui  agissent  à  l'intérieur  de  l'aimant, 
et  y  creuser  des  cavités  dans  lesquelles  on  introduirait  des 
aiguilles  d'épreuve  ;  mais  la  soustraction  d'une  masse  aimantée, 
si  petite  qu'elle  soit,  modifie  le  champ  dans  la  cavité,  parce 
qu'on  supprime  des  masses  très  voisines  dont  l'effet  n'est 
pas  négligeable.  L'aimant  qui  reste  équivaut  alors  k  deux 
couches  fictives,  l'ime  sur  la  surface  extérieure  et  l'autre  sur 
les  parois  internes  de  la  cavité,  et  la  somme  AV  des  trois 
dérivées  secondes  du  potentiel  est  devenue  nulle,  tandis 
qu'elle  était  primivement  égale  à  —  4tp. 
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239.  Théorie  de  Poisson.  —  Pour  établir  la  théorie  de 
raimantation  par  influence,  Poisson  considère  un  corps 
aimanté  comme  formé  de  particules  magnétiques  disséminées 
dans  un  milieu  imperméable  au  magnétisme.  Ces  particules 
sont  sphériques  et  équidistaates  dans  un  corps  isotrope  et 
homogène  ;  chacune  d'elles  renferme  des  quantités  égales  des 
fluides  positif  et  négatif,  partie  6  l'état  neutre  à  l'intérieur, 
partie  à  l'état  libre  à  la  surface.  Le  moment  magnétique  de 
chaque  élément  de  volume  dv  peut  être  représenté  par  qdv,  le 
facteur  q  dépendant  du  degré  d'aimantation.  Si  l'élément  dv 
est  très  grand  par  rapport  aux  dimensions  des  particules, 
mais  infiniment  petit  par  rapport  aux  dimensions  de  l'aimant, 
toutes  les  particules  qu'il  renferme  auront  leurs  axes  magné- 
tiques sensiblement  parallèles  et  son  moment  magnétique 
sera  la  somme  des  moments  des  particules.  En  appelant  h, 
comme  nous  l'avons  fait  déjà  {ViSS),  le  rapport  de  l'espace 
occupé  par  les  particules  au  volume  dv,  le  volume  total  des 
particules  comprises  dans  cet  élément  est  égal  à  hdv,  et  son 
moment  magnétique  sera  kqdv.  Cet  élément  se  comportera 
pour  tout  point  situé  à  une  distance  finie  comme  un  aimant 
infiniment  petit,  ou  comme  l'ensemble  de  deux  masses  égales 
et  contraires  infiniment  voisines.  Le  moment  magnétique  de 
l'aimant  par  unité  de  volume  est  égal  à  hq. 

La  valeur  du  rapport  k  varie  d'un  corps  magnétique  à  un 
autre  et,  pour  un  même  corps,  la  valeur  de  q  en  chaque  point 
dépend  du  degré  d'aimantation  :  les  actions  extérieures  aug- 
mentent ou  diminuent  avec  le  produit  hq.  Dans  les  corps  qui 
ne  présentent  pas  de  force  coercitive,  rien  ne  s'oppose  au 
mouvement  des  fluides  à  l'intérieur  d'une  particule  magné- 
tique; l'équilibre  ne  peut  donc  subsister  que  si  la  résultante 
de  toutes  les  forces,  tant  intérieures  qu'extérieures,  est  nulle 
en  tout  point  de  la  molécule  ;  au  contraire,  dans  un  corps 
doué  d'une  force  coercitive  qui  agit  h  la  manière  du  frotte- 
ment, il  suffit  que  cette  résultante  soit  inférieure  à  la  valeur 
donnée  de  la  force  coercitive. 

La  théorie  de  Poisson  n'est  pas  liée  nécessairement  k  l'hy- 
pothèse des  deux  fluides,  mais  il  est  plus  difficile  de  la  déga- 
ger de  cette  conception  particulière  sur  la  structure  des 
milieux  magnétiques. 
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240.  Théorie  de  Lord  Kelvin.  —  Nous  exposerons  de  préfé- 
rence la  théorie  du  magnétisme  sous  la  forme  que  lui  a 
donnée  Lord  Kelvin.  Cette  théorie,  dans  ses  résultats  essen- 
tiels, coïncide  avec  celle  de  Poisson,  mais  elle  a  l'avantage 
d'être  indépendante  de  l'idée  de  fluide  et  de  toute  hypothèse 
sur  la  constitution  du  milieu,  de  sorte  qu'elle  paraît  se  rap- 
procher davantage  des  faits  expérimentaux.  L'idée  fonda- 
mentale est  de  considérer  une  portion  quelconque  d'un  corps 
aimanté  comme  un  aimant  complet,  défini  par  la  direction  de 
l'axe  et  par  son  moment  magnétique,  c'est-à-dire  comme  un 
aimant  infiniment  petit  ayant  des  masses  +  /n  et  —  m  à  ses 
extrémités,  une  longueur  da  et,  par  suite,  un  moment  magné- 
tique égal  h  mdê. 

241.  Intensité  d'aimantation.  —  Cela  posé,  on  appelle  inlen- 
sili  d'aimantation  I,  ou  simplement  aimantation,  en  un  point 
le  quotient  du  moment  magnétique  d'un  élément  de  volume 
par  le  volume  lui-même,  autrement  dit  la  valeur  du  moment 
par  unité  de  volume.  On  aura  ainsi 

(3)  1  =  ^. 

Ce  sont  exactement  les  termes  employés  pour  définir  la 
polarisation  des  diélectriques  (87). 

L'aimantation  est  une  grandeur  géométrique,  ou  un  vecteur, 
définie  par  sa  direction,  qui  est  l'axe  magnétique  de  l'élément 
de  volume,  et  par  sa  valeur  numérique. 

Le  même  mode  de  raisonnement  permettra  encore  d'ex- 
primer la  distribution  du  magnétisme  et  le  potentiel  en  fonc- 
tion de  l'aimantation  I. 

Si  A,  B  et  C  sont  les  composantes  rectangulaires  de  l'aiman- 
tation, la  densité  cubique  au  point  dont  les  coordonnées  sont 
X,  y  et  z,  est 


La  densité  superficielle  a  en  un  point  de  la  surface  S  est  la 
projection  de  l'aimantation  sur  la  normale  ;  on  a  donc,  en 
appelant  ft  l'angle  de  ces  deux  directions, 

(5)  5=:IcOsfl. 
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Ces  valeurs  de  p  et  a,  qui  représentent  jes  densités  d'un 
fluide  dans  l'hypothèse  de  Coulomb,  peuvent  ainsi  être  consi- 
dérées comme  des  quantités  purement  mathématiques  définies 
par  les  équations  (4)  et  (5). 

L'équation  de  Poisson  relative  aux  dérivées  secondes  du 
potentiel  devient  alors 

Pour  un  point  extérieur  aux  masses  agissantes,  le  second 
membre  est  toujours  nul,  puisque  l'aimantation  est  constante 
et  égale  à  zéro. 

242.  Aimants  uniformes.  —  Un  aimant  est  dit  uniforme 
lorsque,  dans  toute  son  étendue,  l'aimantation  est  constante 
en  grandeur  et  en  direction  ;  les  dérivées  des  composantes 
A,  B,  C  sont  alors  nulles  et  l'équation  (4)  donne  p^o;  il  n'y 
a  donc  de  magnétisme  qu'à  la  sur&ce. 

Dans  ce  cas,  en  vertu  de  la  relation  (5),  l'expression  (i)  du 
potentiel  se  réduit  à 

r  dS  coae 


V  =  l  J 


Tous  les  éléments  de  volume  étant  aimantés  suivant  la 
même  direction,  le  moment  magnétique  M  de  l'ensemble  est 
égal  à  la  somme  des  moments  de  chacun  d'eux.  On  a  donc 


=    Cîdv=l  j'dç  =  t 


1. 


Ainsi,  le  moment  magnétique  d'un  aimant  uniforme  est  le 
produit  da  volume  par  laimanlalion. 

L'expression  (5)  de  la  densité  superficielle  montre  que  l'ac- 
tion extérieure  d'un  corps  aimanté  uniformément  est  équiva- 
lente à  celle  de  deux  couches  de  glissement  (126),  c'est-à-dire 
des  couches  qui  résulteraient  de  la  superposition  de  deux 
masses  homogènes,  de  densités  d=p  égales  et  de  signes  con- 
traires, dont  la  partie  positive  aurait  glissé,  parallèle  à  l'ai- 
mantation,  d'une  quantité  S  telle  qu'on  ait  pi=:l. 
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Nous  avons  dit  (233  et234)  qu'on  pouvait  expliquer  l'action 
de  la  terre  par  un  aimant  infiniment  petit  placé  au  centre  ou 
par  deux  couches  de  glissement  ;  on  voit  qu'on  pourrait  aussi 
supposer  la  terre  uniformément  aimantée,  cette  dernière  con- 
dition étant  équivalente  aux  deux  autres. 

243.  Induction  magnétique.  —  On  ne  peut  déterminer  le 
champ  magnétique  dans  l'intérieur  d'un  aimant  sans  y  creuser 
une  cavité  et,  en  supposant  que  les  portions  voisines  n'aient 
pas  été  altérées,  l'action  dépend  alors  des  couches  distribuées 
sur  les  parois  de  la  cavité  (88). 

Dans  le  cas  d'une  cavité  cylindrique  allongée,  ou  d'une 
fente,  parallèle  aux  lignes  d'aimantation,  le  champ  F  en  un 
point  ne  dépend  que  du  potentiel  V  des  masses  extérieures  à 
l'élément  du  volume  enlevé.  Ses  composantes  X,  Y  et  Z  sont 
alors  données  par  les  dérivées  partielles  du  potentiel  prises  en 
signe  contraire. 

C'est  à  la  grandeur  ainsi  définie  que  l'on  convient  d'attri- 
buer d'une  manière  spéciale  le  nom  force  magnétique  en  an 
point  de  la  masse  aimantée. 

Si  la  cavité  est  un  cylindre  très  aplati  ou  une  fente  infini- 
ment mince  perpendiculaire  aux  lignes  d'aimantation,  il  se 
produit  sur  les  faces  des  couches  uniformes  et  les  compo- 
santes X,,  Y,  et  Z,  du  cbamp  F,  ont  pour  valeurs  (89) 


(7) 


Le  champ  F|  jouit  des  mêmes  propriétés  que  la  fonction 
qui  a  été  désignée  sous  le  nom  d'induclion  électrique  ;  on 
l'appellera  ici  induction  magnétique. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  de  répéter  les  raisonnements,  on 
sait  que  l'induction  magnétique  satisfait  à  l'équation  de  con- 
tinuité pour  tous  les  points  tant  intérieurs  qu'extérieurs  aux 
milieux  aimantés;  elle  se  confond  avec  le  champ  magnétique, 
pour  tous  les  points  extérieurs,  puisque  l'aimantation  I  et  ses 
composantes  A,  B  et  C  sont  alors  égales  à  zéro. 

On  appellera  encore  ligne  d'induction  une  ligne  à  laquelle 
l'induction,  magnétique  est  tangente  en  chaque  point;  tube 


X, 

=  X  +  4itA, 

Y, 

=  Y  +  4«B, 

Zf 

=  Z  +  /1»C. 
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d'induction  un  canal  limité  latéralement  par  des  lignes  d'in- 
duction, enfin  (lux  d'induction  au  travers  d'un  élément  de  sur- 
face le  produit  de  la  surface  de  l'élément  par  la  composante 
normale  de  l'induction.  Le  flux  d'iaduction  est  une  quantité 
constante  dans  toute  l'étendue  d'un  tube  d'induction. 

L'induction  magnétique  est  une  quantité  directement  acces- 
sible à  l'expérience  et  joue  un  rdle  important,  dans  un  grand 
nombre  de  phénomènes. 

244.  Solénoïdes  magnétiques.  —  Dans  l'impossibilité  de 
déterminer  la  structure  intime  d'un  aimant  par  l'ensemble 
de  ses  actions  extérieures,  on  est  conduit  à  considérer  le  pro- 
blème inverse,  en  étudiant  les  propriétés  d'aimants  constitués 
d'une  manière  particulière. 

On  appelle  soténoïde  simple  un  aimant  ayant  la  forme  d'un 
tabe  plein,  de  section  constante  a  infiniment  petite,  en  chaque 
point  duquel  l'aimantation  I  est  elle-même  constante  et  tan- 
gente à  la  direction  du  tube. 

La  densité  magnétique  est  nulle  dans  toute  l'étendue  du 
solénoïde  et  sur  sa  surface  latérale,  puisqu'il  constitue  un 
filet  (236)  de  molécules  identiques;  aux  extrémités  seulement 
existent  deux  masses  magnétiques,  égaies  et  de  signes  con- 
traires, dont  la  valeur  commune  est  m=±al. 

Si  la  section  du  solénoïde  est  variable  et  que  l'aimantation, 
toujours  parallèle  au  tube  en  chaque  point,  soit  telle  que  le 
produit  al  reste  invariable,  le  système  constitue  encore  un 
solénoïde  magnétique  simple. 

Un  solénoïde  simple  se  comporte  pour  tous  les  points  exté- 
rieurs comme  un  aimant  dont  les  pôles  seraient  situés  rigou- 
reusement aux  extrémités. 

Le  potentiel  en  un  point  P,  situé  à  la  distance  r,  du  pôle 
positif  -t-fn  et  à  la  distance  n  du  pôle  négatif  — m,  a  pour 
expression 


Si  un  pareil  solénoïde  est  fermé,  le  potentiel  est  nul  partout 
à  l'extérieur;  par  suite  le  champ  est  nul,  et  l'on  ne  peut  dé- 
couvrir le  magnétisme  qui  existe  dans  le  système  qu'en  le 
brisant  en  un  point  et  séparant  les  faces  en  regard. 
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Un  soJénoïde  magnétique  est  complexe  lorsque  l'aiman* 
tation,  toujours  tangente  en  chaque  point  à  la  direction  du 
tube,  est  telle  que  le  produit  m=:al  n'est  pas  constant.  Un 
pareil  système  peut  être  considéré  comme  un  faisceau  de  plu- 
sieurs solénoïdes  simples  de  longueurs  inégales. 

Soit  ds  {fig.  48)  un  élément  de  la  longueur  s  du  solénoïde, 


comptée  dans  le  sens  de  l'aimantation.  Le  potentiel  de  cet 
élément  au  point  P,  situé  à  la  distance  r,  est  égal  à  — m  —  > 
et  le  potentiel  du  solénoïde  entier 

Si  l'on  intègre  le  second  membre  par  parties,  en  désignant 
par  — m,  et  +mi  les  masses  situées  aux  extrémités  A,  et  Aj, 
on  obtient 

I  dm   , 


y'i  dm 
-ri;' 


Le  potentiel  est  le  même  que  s'il  y  avait  en  chaque  point 
du  filet  une  densité  linéaire  X  =  —  -7- ,  et  l'on  peut  écrire 


rXda 


245.  Aimants  soléaoïdaax.  —  Un  aimant  est  dit  solénoïdal 
lorsqu'il  peut  âtre  divisé  en  solénoïdes  simples  aboutissant  à 
la  surface  ou  fermés  sur  eux-mêmes.  Dans  ce  cas,  il  n'y  a  pas 
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de  magnétisme  libre  à  l'inlérieur  de  l'aimant,  et  la  distribu- 
tion est  purement  superficielle. 
La  densité  cubique  p  étant  nulle,  il  en  résulte 

^  '  dx        dx       as 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  satisfaite,  la  den- 
sité est  nulle  en  tout  point  intérieur;  l'aimant  est  solénoldal, 
puisque  les  éléments  qui  possèdent  des  masses  égales  et  de 
signes  contraires  peuvent  être  joints  deux  à  deux  par  des 
solénoTdes  simples. 

Le  potentiel  d'un  aimant  solénoïdal,  en  un  point  quelconque 
intérieur  ou  extérieur,  ne  dépend  donc  que  de  la  densité  su- 
perficielle du  magnétisme,  ou  de  la  composante  normale  de 
l'aimantation  en  chaque  point  de  ta  surface.  Ce  potentiel  est 
indépendant  delà  manière  dont  varie  l'aimantation  intérieure, 
ou,  en  d'autres  termes,  de  la  forme  intérieure  des  filets  solé- 
noïdaux  qui  aboutissent  à  la  surface,  ainsi  que  de  l'existence 
de  filets  fermés. 

Pour  la  Terre,  par  exemple,  on  peut  imaginer  encore  que  le 
magnétisme  soit  produit  par  des  filets  solénoïdaux,  maintenus 
dans  les  roches  superQcielies  à  basse  température,  et  abou- 
tissant à  la  surface  de  manière  à  donner  une  distribution 
équivalente  h  celle  d'une  aimantation  uniforme  (242). 

246.  Feuillets  magnétiq[aes.  —  On  appelle  feuillet  magné~ 
tique  simple  un  aimant  constitué  par  deux  surfaces  infini- 
ment voisines  équidistantes,  chargées  de  couches  magnéti- 
ques uniformes,  égales  et  de  signes  contraires  ;  ce  système 
équivaut  encore  à  un  aimant  formé  de  deux  couches  infini- 
ment voisines  non  équidistantes,  toujours  égales  et  de  signes 
contraires,  et  telles  que  la  densité  en  chaque  point  soit  en 
raison  inverse  de  leur  distance. 

Si  on  désigne  par  k  l'épaisseur  du  feuillet  en  un  point  et 
par  a  la  densité  de  la  couche,  te  produit  ho  doit  être  une  con- 
stante U,  que  l'on  appelle  la  puissance  magnétique  du  feuillet. 
Comme  la  densité  a  est  le  quotient  d'une  masse  magnétique 
par  une  surface,  ou  par  le  carré  d'une  longueur,  la  fonction  U 
est  le  quotient  d'une  masse  magnétique  par  une  longueur; 
c'est  donc  un  potentiel  magnétique. 
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On  peut  dire  encore  qu'un  feuillet  magnétique  simple  est 
une  lame  infiniment  mince  dont  l'aimantation  est  en  chaque 
point  normale  à  la  surface  et  inversement  proportionnelle  à 
l'épaisseur.  On  a  ainsi    -^^i  f*  •'*  ^i 

U=:Aff-AI. 

La  portion  du  feuillet  qui  correspond  à  l'élément  de  sur- 
face i2S  peut  être  considérée  comme  un  aimant  inQniment 
petit,  dont  le  moment  est  IArfSi=UrfS. 

Si  l'on  désigne  par  a,  g  et  y  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  à  la  surface  S,  comptée  dans  le  sens  de  l'aimantation, 
les  composantes  du  moment  UrfS  sont  allrfS,  3UiiS  et  vUrfS. 
Or,  les  quantités  arfS,  ^à.%  et  Y<iS  sont  respectivement  les 
projections  de  l'élément  à%  sur  des  plans  perpendiculaires 
aux  axes  de  coordonnées.  Représentant  par  S^,  Sy  et  S,  les 
projections  correspondantes  de  la  surface  entière,  les  compo- 
santes Mf,  M^  et  Mi  du  moment  magnétique  total  sont 

le  moment  magnétique  M  du  feuillet  peut  donc  s'écrire 

M'  =  U'(Si+SÎ  +  SÏ). 

Il  est  clair  que,  si  la  surface  du  feuillet  est  plane,  son  mo- 
ment magnétique  est  simplement  M:=US. 

Le  potentiel  d'un  élément  rfS  de  feuillet  (fig.  49)  au  point  P, 
situé  à  la  distance  r  dans  une  direction  qui  fait  l'angle  0  avec 
la  normale,  est  (86) 


En  appelant  i/u  l'angle  solide  sous  lequel  l'élément  <f  S  est 
vu  du  point  P,  on  a 

rfSc089  =  r'iiu 
et,  par  suite, 

dV=Urfw. 

Comme  le  facteur  U  est  constant,  le  potentiel  du  feuillet  au 
point  P  a  pour  expression 

(9)  V=U«. 
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Il  importe  de  bien  préciser  la  signification  de  cet  angle  so- 
lide w.  Le  potentiel  ^V  est  positif  ou  négatif  suivant  que  le 
point  P  voit  la  surface  positive  ou  la  surface  négative  de 
l'élément  de  surface  tiS.ditfeuilfôt.  L'angle  rfw,  considéré  lui- 
même  comme  positif  ou  négatif,  est  la  surface  apparente  de 
cet  élément.  L'angle  i»,  ou  la  surface  apparente  du  feuillet 
total,  est  déterminé  par  un  cône  limité  au  contour  même  du 
feuillet  ;  il  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  la  portion  de 
feuillet  que  voit  le  point  P  dans  le  contour  apparent  est  elle- 
même  positive  ou  négative.  Le  potentiel  du  feuillet  est  donc 
indépendant  de  sa  forme;  il  ne  dépend  que  de  sa  puissance 
magnétique  et  de  son  contour. 

Il  en  résulte  ce  théorème  important  de  Gauss  ('). 

Le  potentiel  d'an  feuillet  magnétique  simple  en  an  point 


extérieur  est  égal  au  produit  de  la  puissance  magnétique  du 
feuillet  par  sa  surface  apparente. 

Pour  que  le  potentiel  soit  nul  en  un  point,  il  faut  et  il  suffît 
que  la  surface  apparente  du  feuillet  soit  nulle. 

La  surface  apparente  du  feuillet  est  nulle  si,  le  contour 
étant  plan,  le  point  considéré  est  situé  dans  ce  plan. 

Elle  est  nulle,  le  feuillet  étant  quelconque,  quand  elle  se 
compose  de  parties  de  signes  contraires  donnant  une  somme 
algébrique  nulle. 

En  particulier,  si  le  feuillet  forme  une  surface  fermée,  le 
potentiel  est  nul  pour  tout  point  extérieur.  Pour  un  point 
intérieur  à  la  surface  du  feuillet,  l'angle  w  est  égal  à  4ic,  le 

(<)  Gauw,  Allgemeine  Théorie  de*  Erdniagneliimat,  %  Su. 
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potentiel  est  donc  constant  et  égal  à  ±.  iitV,  de  mCme  signe 
que  la  surface  intérieure.  Ce  potentiel  ayant  une  valeur  cons- 
tante tant  à  l'intérieur  qu'à  l'extérieur,  l'action  du  feuillet 
fermé  sur  un  point  quelconque  est  nulle. 

Si  deux  feuillets  magnétiques  S  et  S'  (flg.  5q)  de  même 
puissance  ont  te  même  contour  et  que  leurs  surfaces  en  re- 
gard soient  de  signes  contraires,  leurs  potentiels  sont  égaux 
pour  tous  les  points  situés  en  dehors  de  l'espace  qu'ils  com- 
prennent; ces  potentiels  diffèrent,  au  contraire,  de  4^1J  pour 
tous  les  pointa  situés  entre  les  deux  surfaces.  En  effet,  le 
potentiel  de  l'un  des  feuillets  S  est  positif  et  égal  à  Uw,  celui 
de  l'autre  feuillet  S'  est  — Uu';  la  différence  est  donc 

De  même,  pour  deux  points  infiniment  voisins  situés  de 
part  et  d'autre  d'un  feuillet  magnétique,  à  une  distance  finie 


Fig.  So.  Fig,  5.. 

du  contour,  la  différence  des  potentiels  est  égale  4^^)  car  elle 
est  pour  l'un  Uw  et,  pour  l'autre,  — U(4't  — w).  Ainsi,  quand 
le  point  considéré  traverse  un  feuillet  dans  le  sens  de  l'ai- 
mantation, c'est-à-dire  de  la  face  négative  à  la  face  positive, 
le  potentiel  augmente  brusquement  de  4^^^. 

Si,  le  point  restant  fixe,  îe  feuillet  se  déformait  de  manière 
à  passer  de  ta  position  S'  à  la  position  S,  le  potentiel  au 
point  P  éprouverait  le  même  accroissement  4^tJ. 

En  réalité,  la  variation  du  potentiel  ne  se  fait  pas  sur  une 
surface  géométrique,  parce  que  l'épaisseur  du  feuillet  n'est 
pas  rigoureusement  nulle  et  il  est  facile  de  voir  que  le  poten- 
tiel en  P  varie  d'une  manière  continue  pendant  que  le  point 
traverse  la  couche  aimantée. 

En  effet,  partageons  le  feuillet  SS'  (fig.  5i)  par  une  surface 
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ÎQtennédîaire  qui  forme  deux  nouveaux  feuillets  d'épaisseurs 
X  et  k  —  X,  dont  les  puissances  magnétiques  Ui  et  Uj  sont 


En  un  point  P  de  cette  surface,  le  potentiel  a  pour  valeur 
V  =  »U,-(4.-»)U,=u[»^-(4t-")îJ. 

L'action  normale  du  feuillet  an  point  P  est 

dy  ,-,àbt         ,    ,,  I  „àlà        ,    , 

Cette  expression,  comme  on  aurait  pu  le  prévoir,  est  la 
composante  normale  de  l'induction  au  point  P.  En  eiïet,  nous 
avons  admis  implicitement  que  nous  placions  le  point  P  dans 
une  fente  infiniment  mince  perpendiculaire  aux  lignes  d'ai- 
mantation; dans  ce  cas,  4^t  est  le  terme  qu'il  faut  ajouter 
aux  actions  extérieures  pour  avoir  la  valeur  du  champ  à  l'in- 
térieur de  la  cavité. 

Un  feuillet  magnétique  est  dit  complexe  lorsque,  l'aiman- 
tation étant  toujours  normale  en  chaque  point,  la  puissance 
magnétique  ne  conserve  plus  une  valeur  constante  dans  toute 
l'étendue  du  feuillet. 

Le  potentiel  d'un  feuillet  complexe  en  un  point  extérieur  P 
est  alors  représenté  par  l'intégrale  suivante  étendue  à  toute 
la  surface  du  feuillet  : 


=/«"=/- 


241.  Aimants  lamellaires.  —  Un  aimant  est  dit  lamellaire 
quand  il  peut  être  divisé  en  feuillets  magnétiques  simples 
fermés  ou  en  feuillets  ouverts  ayant  leur  contour  sur  la  sur- 
face de  l'aimant. 
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Désignons  par  U  la  somme  des  puissances  magnétiques  des 
feuillets  que  l'on  rencontre  en  allant  d'une  origine  fixe  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z,  suivant  une  ligne 
tracée  dans  l'intérieur  de  l'aimant.  Cette  quantité  U  est  une 
fonction  des  coordonnées,  indépendante  du  chemin  parcouru 
entre  les  deux  points;  elle  a  une  valeur  constante  sur  toute 
la  surface  du  feuillet,  mais  varie  d'un  feuillet  à  un  autre. 

Les  lignes  d'aimantation  sont,  par  définition,  orthogonales 
aux  surfaces  des  feuillets  élémentaires,  et  l'intensité  d'aiman- 
tation est  en  chaque  point  en  raison  inverse  de  la  distance 
normale  dit  de  deux  feuillets  consécutifs.  On  a  donc 

(-0)  -s- 

248.  Potentiel  d'aimantation-  —  Ainsi  la  fonction  U  jouit,  au 
signe  près,  par  rapport  à  l'aimantation,  des  mêmes  propriétés 
que  le  potentiel  par  rapport  aux  forces  extérieures.  On  peut, 
par  analogie,  appeler  polenliel  d'aimantation  la  fonction  —  U. 
Les  composantes  de  l'aimantation,  suivant  les  axes  de  coor- 
données, sont  respectivement  égales  aux  dérivées  partielles 
correspondantes  de  la  fonction  U  : 

A^^,       B  =  — ,       C  =  — ■ 

âx  à/  dz 

On  en  déduit 

(m)  Kdj:-hBd/-hCdz=^cHJ. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  donc  la  difîéren- 
tîelje  exacte  d'une  fonction  des  coordonnées.  Inversement,  si 
l'expression  Kdx  +  Bdj'-i-Cds  est  une  différentielle  exacte, 
les  composantes  de  l'aimantation  sont  égales  respectivement 
aux  dérivées  partielles  de  cette  fonction,  et  l'aimantation  est 
lamellaire. 

Les  conditions  d'intégrabilité  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion {u)  donnent  aussi,  pour  une  aimantation  lamellaire. 

à\_dB       m_dC       dC_d\ 
''^^  'ôy~dx'     ~àz~à/'     Âc~d7' 

Lorsqu'un  aimant  peut  être  divisé  en  feuillets  magnétiques 

ÊUeIr.  tt  Mtgn.  —  i.  ai 
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complexes,  l'intensilé  d'aimantation  n'est  plus  en  raison 
inverse  de  la  distance  de  deux  feuillets  infiniment  voisins, 
mais  les  lignes  d'aimantation  sont  encore  orthogonales  aux 
surfaces  des  feuillets,  ce  qui  donne  la  condition 

A- J---^ 
(i3)  dU"dU^dU" 

dx       ày       dz 

Dans  ce  cas,  l'expression  kdx-\-^dy  +  Q.dz  n'est  plus  une 
différentielle  exacte.  En  éliminant  la  fonction  U  entre  les 
équations  (i  3),  on  obtient 

•■^)  ^(§-f)-'(S-")-'^(|-S)=°- 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  satisfaite,  l'aimant 
est  formé  de  feuillets  magnétiques  complexes,  puisque  les 
lignes  d'aimantation  sont  orthogonales  à  un  système  de  sur- 
faces, à  moins  que  chacune  des  expressions  comprises  entre 
parenthèses  ne  soit  nulle  séparément,  auquel  cas  l'aimanta- 
tion serait  lamellaire,  d'après  les  équations  (i a). 

249.  Potentiel  d'nn  aimant  lamellaire.  —  L'action  extérieure 
d'un  aimant  lamellaire  ne  dépend  que  de  la  Forme  et  de  la 
position  du  contour  des  feuillets  ouverts,  c'est-à-dire  des 
zones  infiniment  minces  interceptées  sur  la  surface  par  deux 
feuillets  voisins,  et  nullement  de  la  forme  des  feuillets. 

Pour  un  point  intérieur,  l'induction  magnétique  s'obtiendra 
en  composant  l'action  déterminée  par  ces  zones  successives 
avec  un  vecteur  parallèle  à  l'aimantatioD  au  point  considéré  et 
égal  à  4^[-  Les  potentiels  à  l'aide  desquels  s'expriment  ces 
actions  peuvent  être  obtenus  directement  par  tes  considéra- 
tions suivantes. 

Faisons  d'abord  abstraction  des  feuillets  fermés  et  suppo- 
sons qu'après  avoir  enlevé  tous  les  feuillets  ouverts  que  ren- 
ferme l'aimant,  on  les  remplace  par  des  feuillets  respective- 
ment de  même  puissance,  terminés  aux  mêmes  contours,  mais 
appliqués  sur  ta  surface  elle-même  :  c'est  l'opération  qu'on 
pourrait  réaliser  physiquement  si  chacun  des  feuillets  était 
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formé  d'une  membrane  élastique,  fixée  par  son  contour,  qu'on 
étendrait  de  manière  à  l'appliquer  sur  la  surface  de  l'aimant, 
sans  modifier  sa  puissance  magnétique.  Admettons,  par  exem- 
ple, dans  la  figure  Sa,  que  tous  ces  feuillels  aient  leurs  faces 
positives  tournées  vers  le  haut,  et  qu'on  les  amène  à  recou- 
vrir le  point  A  de  la  surface  de  l'aimant  où  la  fonction  U  a  sa 
valeur  maximum  V„. 

La  surface  entière  sera  ainsi  occupée  par  une  série  de  feuil- 
lets dont  la  superposition  constitue  un  feuillet  complexe  et 
ce  système  produit  en  tout  point  extérieur  le  même  potentiel 
que  l'aimant  primitif. 


Considérons  maintenant  un  point  P  situé  h  l'intérieur.  Pour 
tous  les  feuillets  primitivement  compris  entre  les  points  P  et  A, 
le  potentiel  n'a  pas  changé  par  le  fait  de  la  transformation  ; 
mais,  pour  chacun  des  autres  feuillets  qui  ont  été  traversés 
par  le  point  P,  le  potentiel  a  diminué  de  4^<'U.  Soient  donc 
U^  et  U„  les  valeurs  de  la  fonction  U  au  point  P  et  au  point  0 
de  cette  surface  où  elle  est  minimum;  pendant  la  transfor- 
mation, le  potentiel  P  aura  diminué  de  4^(U/>  — U^),  et  il 
Faudra  ajouter  cette  quantité  au  nouveau  potentiel  du  point  P 
pour  lui  rendre  la  valeur  qu'il  avait  primitivement. 

En  un  point  quelconque  M,  où  la  valeur  primitive  de  la 
fonction  considérée  est  U,  la  puissance  magnétique  du  feuillet 
superficiel  résultant  ainsi  constitué  est  U  — U„.  Par  suite,  le 

potentiel  de  toutes  les  couches  au  point  P  est  MU  —  Ug)<^u- 
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Si  le  poiat  1*  n'est  pas  entouré  de  feuillets  fermés,  le  poten- 
tiel en  ce  point  a  diminué  de  jj7:{Uy,  — U,)  pendant  la  trans- 
formation ;  par  suite,  la  valeur  primitive  de  ce  potentiel  était 

(,5)  V.=  r(U-UJrf«  +  4':(U;,-UJ. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  feuillets  fermés  ne  modifient 
pas  l'expression  du  potentiel  intérieur. 

Le  potentiel  extérieur  n'est  pas  changé  par  le  transport  des 
feuillets  à  la  surface;  il  a  pour  expression 


(16)  V,=  Au-UJrfw. 


Les  deux  formules  (i5)  et  (16)  peuvent  être  simplifiées,  si 
l'on  remarque  que  l'intégrale  de  la  surface  apparente  dut  est 
égale  à  zéro  pour  les  points  extérieurs  et  à  —  4'^  pour  les 
points  intérieurs.  Il  vient  alors 


(i5)'  V.=  f\id<i>-hAz\ip, 

{i6y  V,  =  Cudb,. 


250.  Un  Bystëme  magnétique  équivaut  à  un  aimant  lamel- 
laire. —  On  a  vu  (238)  que  l'action  extérieure  d'un  aimant 
équivaut  5  celle  d'une  couche  superficielle  dont  la  masse 
totale  est  nulle.  Plus  généralement,  l'action  d'un  système 
magnétique  quelconque  à  l'extérieur  d'une  surface  S  qui  ren- 
ferme toutes  les  masses  agissantes,  équivaut  h  celle  d'une 
couche  de  masse  totale  nulle  distribuée  sur  la  surface  S  sui- 
vant une  loi  convenable. 

Si  l'on  appelle  <t  la  densité  de  la  couche  Gctive  en  un  point, 
Fn  et  F'„  les  composantes  normales,  comptées  à  partir  de  la 
surface,  du  champ  extérieur  et  du  champ  intérieur  de  celte 
couche,  on  a 

41:5=  FnH-Fii. 

Considérons  ic  champ  intérieur  F'  et  les  surfaces  de  niveau 
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correspondantes.  Si  l'on  distribue  sur  chacune  de  ces  surfaces 
S'  des  couches  magnétiques,  de  masses  Égales  et  de  signes 
contraires,  dont  la  densité  i'  en  chaque  point  est  déterminée 
par  ia  condition 


4i:j'  =  F'  = 


dn' 


l'acUon  extérieure  de  cet  ensemble  de  couches  superposées 
est  évidemment  nulle. 

Remarquons  maintenant  que  le  produit  a'dn'  est  constant 
entre  deux  surfaces  de  niveau  dont  la  différence  de  potentiel 
est  d\'.  Si  donc  on  associe  la  couche  négative  de  la  sur- 
face S',  où  le  potentiel  est  V,  avec  la  couche  positive  de  la 
surface  voisine  S'  au  potentiel  V'-^-dW,  on  constitue,  au 
moins  dans  toute  la  partie  commune  aux  deux  surfaces,  un 
feuillet  uniforme  dont  la  puissance  magnétique  est  —  a'dn'  ;  on 
répétera  le  raisonnement  de  proche  en  proche  pour  tous  les 
autres  feuillets. 

Mais,  en  formant  le  feuillet  S'S',  on  a  laissé  h  la  surface  de 
l'aimant  une  zone  négative,  correspondant  à  la  différence 
S' —  S'  des  deux  surfaces  de  niveau.  Le  champ  extérieur  de 
l'ensemble  de  ces  zones  est  donc  égal  et  de  signe  contraire 
au  champ  produit  par  le  système  des  feuillets. 

Si  dS'  est  un  élément  négatif  de  la  surface  S'  sur  la  zone 
S'  —  S'  et  dS  l'élément  correspondant  de  la  surface  S  déter- 
miné par  un  tube  de  force,  on  a 

F'„dS  =  F'dS'  =  4-r:<j'dS'. 

La  charge  magnétique  de  l'élément  dS'  est  donc  la  même 
que  celle  que  contiendrait  l'élément  dS   avec    une  densité 

égale  à  —-rz' 

Il  en  résulte  que  l'action  extérieure  de  tous  tes  feuillets 
équivaut  &  celle  d'une  couche  superficielle  de  masse  totale 
nulle  dont  la  densité  a,  en  chaque  point  serait  4i:3|  =  Fâ. 

En  prolongeant  dans  la  surface  S  les  surfaces  de  niveau 
extérieures,  c'est-à-dire  en  considérant  les  surfaces  de  niveau 
d'induction  correspondantes,  on  démontrera  de  même  qu'un 
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système  de  feuillets  uniformes  définis  par  ces  surfaces  équi- 
vaut à  une  couche  superficielle  dont  la  densité  a,  satisfait  à 
ia  relation  4^:1»  — Fn- 

L'ensemble  de  ces  deux  systèmes  de  feuillets  a  donc  le 
même  champ  extérieur  que  la  couche  superficielle  de  densité 
o,  +33  =  5  égale  h  celle  de  la  couche  proposée. 

Cet  ensemble  constitue  encore  une  aimantation  lamellaire 
puisque  l'équation  (11),  s'appliquant  aux  deux  systèmes,  con- 
vient également  à  leur  superposition. 

La  substitution  n'est  légitime,  bien  entendu,  que  quand  on 
considère  les  actions  extérieures  à  la  surface  S  et  ne  s'applique 
pas  aux  actions  intérieures;  elle  n'apprend  rien  en  particulier 
sur  ta  constitution  réelle  de  l'aimant. 

251.  Potentiel  d'induction.  —  Dans  un  système  magné- 
tique quelconque,  l'induction  obéit  à  la  loi  de  continuité  et 
l'on  peut  représenter  ses  composantes  X,,  Yi,  Z,  par  les  dé- 
rivées partielles,  prises  en  signe  contraire,  d'une  fonction  Q, 
qu'on  appellera  potentiel  d'induction  et  qui  satisfait  à  l'équa- 
tion de  Laplace  (243).  Il  est  à  remarquer  toutefois  que  cette 
quantité  Ci  n'est  pas  une  simple  fonction  des  coordonnées  et 
ne  représente  pas  un  véritable  potentiel,  avec  la  signification 
habituelle  attribuée  à  cette  expression. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  suive  une  ligne  d'induction 
fermée,  en  partant  d'un  point  P  pour  y  revenir,  la  fonction  û 
diminue  d'une  manière  continue  et  ne  reprend  pas  au  retour 
sa  valeur  primitive.  En  appelant  dl  un  élément  de  la  ligne 
d'induction,  on  a 


Quand  on  est  ainsi  revenu  au  point  primitif,  après  avoir 
parcouru  la  ligne  d'induction,  la  nouvelle  valeur  Q'  de  la  fonc- 
tion est  devenue 

iî'=Q—  Ch\dl. 

L'intégrale  /  F,  df,  qui  représente  le  travail  de  l'induction  F, 

sur  l'unité   de  magnétisme,  représente  aussi  la  somme  des 
travaux  produits  par  le  champ  magnétique  et  par  4^L  Sur 
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une  ligne  fermée  le  travail  du  champ  est  nul  ;  il  ne  reste  alors 
que  le  travail  relatif  au  vecteur  4~1>  lequel  n'existe  que  dans 
l'intérieur  de  l'aimant. 

Quand  le  système  est  un  feuillet  magnétique  simple  d'épais- 
'seur  A,  ce  dernier  terme  se  réduit  à  4'rlA  =  4'îU;  i'cn  résulte, 
pour  une  ligne  d'induction  fermée, 


(17)  j'F,dl:=4T.V  =  Q-a\ 


Il  en  serait  de  même  pour  un  contour  fermé  quelconque 
traversant  le  feuillet. 

L'intégrale  est  nulle,  au  contraire,  et  le  travail  correspon- 
dant nul  si  l'on  n'a  pas  traversé  le  feuillet,  ou  qu'on  l'ait  tra- 
versé deux  fois  en  sens  opposés. 

Le  raisonnement  s'applique  également  aux  aimants  lamel- 
laires, en  désignant  par  U  la  somme  des  puissances  magné- 
tiques des  feuillets  traversés  par  un  chemin  fermé  quelconque, 
abstraction  faîte  des  feuilleta  qui  auraient  été  coupés  deux 
fois  en  sens  opposés. 

252.  Force  magnétomotrice-  —  Cette  considération  conduit 
à  un  autre  ordre  d'idées  qui  sera  utilisé  plus  tard. 

Soit  9  le  llux  d'induction  qui  correspond  à  un  tube  élémen- 
taire, S  la  section  du  tube  en  un  point  et  dl  un  élément  de 
ta  ligne  d'induction  ;  on  a 


Les  quantités  dl  et  S  sont  respectivement  ta  hauteur  et  la 
section  du  cylindre  qui  forme  l'élément  de  longueur  du  tube 
considéré.  Le  dénominateur  de  la  dernière  expression  repré- 
sente la  résistance  qu'offrirait  ce  cylindre,  si  sa  conductivilé 
était  égale  à  l'unité,  au  passage  d'un  courant  électrique  qui 
suivrait  le  chemin  des  lignes  d'induction;  on  peut  l'appeler 
par  analogie  risislance  magnéliqae  et  le  représenter  par  dr. 

Lï\  valeur  de  ç,  qui  est  constante  le  long  du  lube,  est  alors 

comparable  à  un  courant  électrique.  La  quantité  -^^  est  la 
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même  pour  loua  les  éléments  et  la  valeur  de  ?  s'obtiendra 
encore  en  faisant  la  somme  des  numérateurs  et  des  dénomi- 
nateurs de  toutes  tes  fractions  analogues  pour  une  série 
d'éléments  successifs. 

Si  r  est  la  résistance  du  tube  entre  deux  points  Pi  et  Pi, 
ou  c  sa  conduclance,  Q,  et  ïlj  les  potentiels  d'induction  cor- 
respondants, on  aura  donc 

{18)  f^j  rF,<//  =  ^^i^|-^  =  c(ti,-Ûi). 

Lorsque  te  point  Pi  coïncide  de  nouveau  avec  le  point  Pt, 
après  qu'on  a  suivi  un  chemin  fermé,  le  potentiel  a  pris  une 
valeur  différente  et  diminué  d'une  quontité  déterminée  SQ, 
définie  par  la  condition 

8Q  =  r,  =  ?. 

Poursuivant  l'analogie  avec  les  courants  électriques,  on 
peut  dire  que  le  tube  considéré  est  le  siège  d'une  força  ma~ 
gnélomolrice  iQ  et  que  le  (lux  d'induction  f  correspondant 
est  défini,  comme  le  courant,  par  ta  loi  d'Ohm. 

Si  le  tube  d'induction  traverse  un  feuillet  magnétique  U  ou 
un  aimant  lamellaire,  en  coupant  une  suite  de  feuillets  dont 
la  somme  des  puissances  magnétiques  est  U,  ou  eacore  un 
aimant  quelconque,  que  l'on  peut  remplacer  par  l'aimant 
lamellaire  équivalent,  on  a 

4^U  =  ,-f  =  ^ 

Le  flux  total  d'induction  qui  émane  de  la  surface  entière 
d'un  feuillet  est  donc 

c'est  le  produit  de  àitl}  par  la  conductance  totale  C  de  l'en- 
semble des  tubes  d'induction. 

253.  Énergie  potentieUe  des  aimants  dans  un  champ.  — 
L'énergie  d'un  aimant  permanent  dans  un  champ  magné- 
tique, produit  par  un  système  invariable,  a  pour  expression 
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générale,  en  appelant  m  la  masse  magnétique  située  au  point 
où  le  potentiel  du  champ  est  V, 

(19)  W=2'«V=  fVadS-h  rVprff. 

Cette  énergie  est  le  travail  qu'il  faudrait  dépenser  pour 
amener  de  l'infini  dans  la  position  qu'il  occupe  l'aimant  con- 
sidéré, ou  inversement  le  travail  que  l'aimant  pourrait  pro- 
duire en  s'éloignant  à  l'inllni. 

Pour  exprimer  l'énergie  en  fonciion  de  l'aimantation,  il 
suffirait  de  remplacer  les  densités  par  leurs  voleurs  connues; 
mais  il  est  plus  simple  de  considérer  le  problème  directe- 
ment. Un  élément  de  volume  dv,  dont  le  moment  magnétique 
est  Idf,  équivaut  à  un  peUt  aimant  de  masse  m  et  de  lon- 
gueur (i«,  parallèle  &  la  direction  d'aimantation.  En  appelant 
V  et  V  le  potentiel  du  champ  aux  points  où  se  trouvent  les 
masses  —  m  et  +  m,  l'énei^ie  de  cet  élément  est 

Si  3  est  l'angle  que  fait  la  direction  de  l'aimant  avec  la 
direction  du  champ  et  dn  la  distance  normale  des  deux  sur- 
faces de  niveau  V  et  V  au  point  considéré,  on  a 


(fW--Flcos8.rfv. 

En  appelant  a,  0,  y  les  cosinus  directeurs  du  champ  F,  dont 
les  composantes  sont  X,  Y,  Z,  et  X,  (t,  v  les  cosinus  directeurs 
de  l'aimantation  I,  on  peut  écrire 

dVf  =  -Fl{a\  +  ^ii.  +  y^)dv  =  -(\X^B\  -i-C'£)df , 

et  l'énergie  (  19)  de  l'aimant  total  devient 

(20)     W=-  rFI(aX-l-gi*  +  Yv)rf.'  =  -  AaX  +  BY-i-CZ)./»'. 
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Lorsque  le  champ  est  uniforme,  le  fadeur  F  et  ses  cosinus 
sont  constants,  ce  qui  donne 


W 


=^-F[a  fkdf-i-^  fBdf-ht  fcdcl. 


Appelant  M  le  moment  magnétique  de  l'aimant,  /,  m,  n  ses 
cosinus  directeurs  et  6  l'angle  de  sa  direction  avec  celle  du 
champ,  on  a 

Çkdv  =  m,        rBrfv^Mm,        Tcrfc-M/i, 

(21)  W=-FM(a/+0m  +  Yn)  =  -FMcos8. 

Ce  résultat  particulier  pouvait  être  écrit  directement. 

L'énergie  est  minimum  et  égale  à  —  FM  quand  l'angle  0  est 
nul,  c'est-à-dire  quand  l'axe  magnétique  est  parallèle  k  la 
direction  du  champ;  l'équilibre  est  stable.  Il  y  a  équilibre 
instable  si  ces  deux  directions  sont  opposées  ;  l'énei^e  est 
alors  maximum  et  égale  à  FM.  Enfin  l'énergie  est  nulle  quand 
les  deux  directions  sont  rectangulaires. 

254.  Cas  des  (euilletB  magaétiqaes.  —  Si  le  système  est 
un  feuillet  magnétique  simple  S,  le  moment  magnétique  d'un 
élément  de  surface  du  feuillet  est  MdS;  l'énergie  potentielle 
de  cet  élément  dans  le  champ  est  égale  k  —  UF(^Scos6,  et 
celle  du  feuillet 

W=-U  Tf^ScosO. 


L'expression  F  cos  Q  représente  la  projection  F„  de  l'intensité 
du  champ  sur  la  normale  au  feuillet;  le  produit  F„(fS  est  le 
flux  de  force  que  le  champ  émet  dans  l'élément  dS,  ce  flux 
étant  compté  positivement  quand  il  traverse  le  feuillet  de  la 
face  négative  à  la  face  positive,  et  négativement  en  sens  con- 
traire. L'intégrale  du  second  membre  exprime  la  valeur  du 
flux  limité  au  contour  ;  elle  est  donc  indépendante  de  la  forme 
de  la  surface  qui  s'y  rattache.  En  appelant  ?  la  valeur  de  ce 
flux,  l'énei^ie  potentielle  du  feuillet  peut  s'écrire 

{22)  W=-Uf. 
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Il  en  résulte  que  l'énergie  potentielle  d'an  feuillet  dans  un 
champ  est  égale  an  produit,  pris  en  signe  contraire,  de  la 
puissance  da  feuillet  par  le  flux  de  force,  émané  du  champ, 
qui  pénètre  par  sa  face  négative. 

Ce  résultai  peut  encore  être  obtenu  directement.  En  effet, 
l'énergie  d'une  masse  m  dans  le  champ  d'un  feuillet  magné- 
tique simple  a  pour  expression 

Or,  le  produit  mu,  est  le  flux  de  force  qui  émane  de  la 
masse  considérée  dans  l'angle  w  et  qui,  par  conséquent,  tra- 
verse le  feuillet  en  entrant  par  la  surface  positive;  il  est  égal 
et  de  signe  contraire  au  flux  qui  entre  par  la  face  négative. 

Comme  l'énergie  potentielle  d'un  système  magnétique  dans 
le  champ  du  feuillet  est  la  somme  des  énergies  des  difl'é- 
renles  masses,  c'est  donc  le  produit  de  la  puissance  magné- 
tique U  du  feuillet  par  la  somme  des  flux  de  force  qui  le  tra- 
versent, c'est-à-dire  par  le  flux  total  de  force  qui  émane  du 
système  et  entre  dans  le  feuillet  par  la  face  positive. 

Si  ce  système  est  un  second  feuillet  S',  le  flux  de  force  ?  est 
proportionnel  ù  la  puissance  magnétique  U'  de  ce  second 
feuillet  et  on  peut  écrire  ç=J/' U',  le  coefficient  M'  étant  le 
flux  de  force  que  recevrait  le  premier  feuillet,  si  la  puissance 
du  second  était  égale  à  l'unité.  L'énergie  du  second  feuillet 
dans  le  champ  du  premier  est  donc 

(23)  '      W^-UU'JI/'. 

L'énergie  du  premier  feuillet  dans  le  champ  du  second  a  ta 
même  valeur  et  s'exprimera  de  la  même  manière, 

W=-U'UjI/, 

en   fonction  du  (lux  de  force  MM  qui,  émanant  du  premier 
feuillet,  traverserait  le  second;  on  en  conclut 

(a4)     ■  M=M'. 

Ainsi  quand  deux  feuillets  magnétiques  de  puissances  égales 
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à  l'unilé  sont  en  présence,  le  flux  de  force  gai  émane  de  furt 
pour  Iraoerser  Vaalre,  en  entrant  par  une  face  de  signe  déter- 
miné, est  le  même  pour  les  deux. 

On  remarquera  l'analogie  de  celte  propriété  avec  les  Ihéo- 
rèmes  (42,  I  et  II)  relatifs  à  l'induction  électrostatique  entre 
deux  conducteurs. 

D'après  l'équation  (23),  l'énei^ie  relative  d'un  feuillet  dans 
un  champ  magnétique  ne  dépend  que  du  flux  de  force  qui  tra- 
verse la  surface  limitée  au  contour  du  feuillet,  lequel  flux  est 
indépendant  de  la  forme  de  cette  surface.  Il  en  résulte  que 
cette  énergie  relative  et,  par  suite,  l'action  que  le  champ 
exerce  sur  le  feuillet,  peuvent  Ôtre  exprimées  en  fonction  de 
la  courbe  du  contour. 

De  même,  l'énergie  réciproque  de  deux  feuillets  donnée 
par  l'équation  {a3)  ne  dépend  que  des  deux  contours;  celte 
énergie  et  l'action  réciproque  des  feuillets  doivent  également 
pouvoir  s'exprimer  en  fonction  des  deux  courbes  qui  limitent 
leurs  contours.  ^ 

255.  Action  d'ao  champ  samn  feuillet.  —  Lorsqu'un  feuillet, 
situé  dans  un  champ  magnétique  quelconque,  éprouve  un 
déplacement  infiniment  petit,  tel  que  le  flux  de  force  qui  le 
traverse  par  la  face  négative  varie  de  </?,  l'accroissement 
d'énergie  potentielle  est 

rfW  =  -  Urf?. 

Cet  accroissement  d'énergie  est  égal  et  de  signe  contraire 
au  travail  rfT  du  champ  sur  le  feuillet,  ce  qui  donne 

rfT  =  Utfç. 

Comme  la  forme  du  feuillet  est  indifférente,  nous  pouvons 
supposer  qu'il  fait  partie  d'une  surface  continue  S  (Og.  53), 
passant  par  les  positions  s  et  s'  qu'occupe  successivement  le 
contour,  et  que  celui-ci  ne  fait  que  glisser  sur  la  surface. 

La  variation  d^  est  l'excès  du  flux  de  force  qui  traverse  la 
surface  limitée  au  contour  s'  sur  celui  qui  traverse  là  surface 
limitée  au  contour  s.  Le  flux  de  force  relatif  h  la  portion 
commune  aux  deux  feuillets  disparaît  par  différence  :  il  no 
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reste  donc  que  l'excès  du  flux  relatif  au  fuseau  AMB  sur  celui 
qui  correspond  au  fuseau  AM'B. 
Pour  fixer  les  idées,  on  imaginera  que  chacun  des  con- 


Fjg.  53. 

tours  e  et  a'  est  suivi  par  un  mobile  tel  qu'un  observateur 
marchant  dans  le  même  sens  et  regardant  le  feuillet  aurait  à 
sa  gauche  la  face  positive.  Soit  ab  (fig.  54)  un  élément  ds  du 
premier  contour,  ab'  sa  nouvelle  position  et  F  l'intensité  du 
champ  en  ce  point.  La  partie  de  la  variation  du  llux  relative 
au  déplacement  de  cet  élémeat,  est  le  produit  du  champ  F  par 


la  projection  ab,b\a[,  normale  h  sa  direction,  du  parallélo- 
gramme abb'a'  décrit  par  l'élément  <^;ï. 
La  perpendiculaire  ap  =  h  abaissée  du  point  a  sur  la  pro- 
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jection  a',b\  de  l'élément  a'b'  est  la  dislance  des  plans  proje- 
tants oii,  et  o'A'A;  des  deux  éléments;  c'est  aussi  la  pro- 
jection du  déplacement  fia'. 

Désignant  par  a  l'angle  que  Tont  les  directions  du  champ  F 
et  de  l'élément  ds,  l'aire  du  parallélogramme  a6,b',a',  est 
égale  à  ds  sina.k;  le  tlitxde  force  correspondant  est  Ft^sin  «.A 
cl  le  travail  du  champ  UFf/^sina.A. 

Ce  travail  est  le  même  que  si  l'élément  da  était  soumis  à 
l'action  d'une  force 

f^UFdss'moi, 

normale  au  plan  Fds  du  champ  F  et  de  l'élément  ds  et  dirigée 
vers  la  gauche  d'un  observateur  qui,  placé  dans  l'élément, 
regarderait  dans  la  direction  du  champ. 

On  voit  aisément  que  la  même  règle,  appliquée  au  fuseau 
AM'B  de  la  fîg.  53,  donnerait  un  accroissement  négatif  du 
flux  de  force  et  un  travail  négatif  pour  la  valeur  correspon- 
dante F'  du  champ. 

Le  plan  Fda  est  le  plan  direcUur  de  la  force  f,  et  le  produit 
FdssincE  représente  l'aire  du  parallélogramme  oABÏ  ayant 
pour  côtés  la  force  F  et  l'élément  ds.  II  en  résulte  ce  théorème  ' 
important  : 

L'action  d'an  champ  sur  un  feuillet  équivaut  à  celle  d'âne 
série  de  forces  appliquées  aux  différents  éléments  da  contour, 
chacune  d'elles  étant  normale  à  son  plan  directeur,  dirigée 
vers  la  gauche  de  ce  plan,  et  proportionnelle  à  l'aire  du  pa- 
rallélogramme construit  sur  le  champ  et  l'élément. 

Remarquons  encore  que  l'expression  Pdssina.k  représente 
le  flux  de  force  coupé  par  l'élément  ds  pendant  son  déplace- 
ment aa',  ce  flux  de  force  étant  considéré  comme  positif  ou 
négatif,  suivant  que  le  déplacement  s'effectue  à  gauche  ou  h 
droite  de  l'observateur  situé  sur  l'élément  dans  la  position 
délinie  plus  haut.  On  peut  donc  énoncer  le  même  théorème 
de  la  manière  suivante  : 

Le  travail  d'un  champ  sur  un  feuillet  mobile  est  le  produit 
de  la  puissance  magnétique  du  feuillet  par  la  somme  des  flux 
de  force  que  coupe  chacun  des  éléments  da  contour. 

256.  Champ  d'an  tenillet.  —  Si  le  système  extérieur  est 
formé  d'une  masse  unique  m  (flg.  55)  située  h  l'origine  0  des 
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coordonnées,  le  champ  de  cette  masse  au  point  P,  à  la  dis- 
tance r,  est  égal  à  -^  et  l'action  /que  subit  Télément  ab=da 
du  feuillet  est 

Le  produit  rdssina  représente  le  double  de  l'aire  du  tri- 
angle Oab,  AHn  de  préciser  les  conditions  du  problème,  on 


Fig.  S3. 

remarquera  que,  pour  un  observateur  placé  au  point  0  sui- 
vant une  direction  parallèle  à  ta  force  f,  l'aire  Oab  paraîtra 
décrite  de  gauche  à  droite. 

La  force  /étant  perpendiculaire  au  plan  de  ce  triangle  et 
proportionnelle  à  sa  surface,  chacune  de  ses  composantes 
parallèles  aux  axes  de  coordonnées  est  aussi  proportionnelle 
à  l'aire  de  la  projection  du  triangle  sur  le  plan  perpendicu- 
laire correspondant. 

Si  p  et  8  sont  les  coordonnées  polaires  de  la  projection  Q 
du  point  P  sur  le  plan  des  xy,  on  a  la  relation  7=:e  tang  0  et 
le  double  de  l'aire  de  la  projection  du  triangle,  décrite  de 
l'axe  des  x  vers  l'axe  des  j,  est 

.1.        »       ^.xdy — fax 
p'rfft  =  p»  cos»fl      ■'    / —  =xdy  —  ydx. 

Une  permutation  des  lettres  donnera,  de  même,  l'aire  des 
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deux  autres  projections  du  triangle.  Les  composantes  ft,  fy 
eifx  de  la  force  /'sont  donc 

(.5)  )  fy  =  M'^[zdx-xdz), 

Les  composantes  de  racLion  totale  de  ta  masse  m  sur  le 
feuillet  S  dont  fait  partie  l'élément  ab  sont  les  intégrales  de 
ces  expressions  étendues  au  contour  s.  Lescomposantes  mX, 
znY  et  mZ  de  l'action  du  feuillet  sur  ta  masse  m  ont  respecti- 
vement les  mêmes  valeurs  prises  en  sens  contraires,  de  sorte 
qu'il  suflira  de  changer  le  signe  des  parenthèses. 

Le  champ  du  feuillet  au  point  O  a  donc  pour  composantes 


1       J.    ■■' 

(.6)  Y  =  U  /•ïii^, 


Pour  obtenir  les  composantes  X',  Y',  Z'  du  champ  F'  en  un 
point  P'  dont  les  coordonnées  sont  x',  /',  z',  il  suffira  de  rem- 
placer :r  par  ar —  x',  y  par  y  — y'....,  ce  qui  donne 

/  x'  =  u  Ç{--='W-{r-y')A\ 


-X^ 


{y—y')dx  —  {x—x')dy 


la  distance  r  des  points  P  et  P'  étant  celle  fois 
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On 

en  déduit 

dr 

X 

—  x' 
r 

M 

i)=- 

1    àr 

X  — 

Comme  celte  dérivation  partielle  est  indépendante  des 
intégrations  relatives  au  contour  s,  on  a 

Après  avoir  répété  la  même  opération  sur  les  autres  termes, 
on  obtient  ainsi,  en  posant 

-=/"•  «■=/¥•  »'=//- 

Le  vecteur  i',  dont  les  composantes  sont  F',  G'  et  H\  satis- 
fait à  la  condition  de  continuité,  car  on  a 

l     .    àF'      dG[      dH\_  C[x—x')dx'^{y—r')dy-k-[z—z')dz 

Or,  le  dernier  membre  de  cette  équation  est  nul,  car  le  nu- 
mérateur de  la  fraction  est  la  différentielle  rdr  relative  au 
déplacement  du  point  P  sur  la  courbe  a  quand  le  point  P'  est 

invariable. Cetteintégraleseréduitdoncà  /  -j!  elle  est  nulle 

pour  un  circuit  fermé. 

257.  Énergie  relative  de  deux  teaiUetB.  —  Si  l'on  se  reporte 
au  théorème  de  Stokes  (29),  on  voit  que  le  flux  de  force  7' 

ÉUctr.  e(  Jfajfn.  —  i.  a5 
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émis  par  le  champ  F'  dans  un  feuillet  S',  dont  le  contour  a' 
passe  par  le  point  P',  peut  s'écrire 

^dxdx'-^dydy'+dzdz' 


=U  j'{F'dx'  +  G'd/+H'dz')  =  \3  f  l'- 


Or, en  désignant  par  s  t'angte  des  deux  éléments  dâ  et  da', 
on  a  la  relation 

dxdx'  -i-dydy  -hdzdz'^dsda'  coat. 

Le  flux  de  force  émis  par  le  feuillet  S,  pour  l'unité  de  puis- 
sance, dans  le  feuillet  S',  est  donc 


(30,  .=//^ 


Cette  expresssion  remarquable,  due  à  M.  Neumann,  repré- 
sente aussi  le  flux  M'  émis  dans  le  feuillet  S  par  le  feuillet  S', 
pour  l'unité  de  puissance  magnétique,  puisqu'elle  est  symé- 
trique  par  rapport  aux  éléments  ds  et  ds'  ;  ce  résultat  a  déjà 
été  établi  directement  (254).  La  quantité  M  est  évidemment 
une  longueur,  indépendante  de  tout  choix  d'unités. 

258.  Action  élémentaire  des  coatoors.  —  L'énergie  poten- 
tielle relative  de  deux  feuillets 

Vf  =  -VU'M 

permettra  de  calculer,  par  les  dérivées  partielles  du  coeffi- 
cient M  (69),  les  composantes  rectangulaires  de  la  force  et 
du  couple  que  produit  l'action  d'un  des  feuillets  sur  l'autre. 
Il  est  encore  utile  de  considérer  ce  problème  sous  un  autre 
point  de  vue. 

L'action  du  feuillet  S  sur  le  feuillet  S' se  déterminera  aussi 
par  l'ensemble  des  forces  f  exercées  sur  les  éléments  ds'  du 
contour.  Enfln  l'action  du  feuillet  S  sur  l'élément  ds'  peut  être 
remplacée  par  l'ensemble  des  actions  de  chacun  des  élé- 
ments ds  sur  ds',  les  composantes  de  cette  force  élémentaire 
étant  soumises  &  la  seule  condition  que  leurs  intégrales 
étendues  au  contour  s  reproduisent  les  composantes  de  f. 
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Pour  sîmpliGer  le  calcul,  nous  supposerons  que  l'élément  ds' 
est  situé  à  rorîgine  O  des  coordonnées  (lîg.  55)  et  dirigé  sui- 
vant l'axe  des  x.  Le  champ  F  produit  en  ce  point  par  le 
feuillet  S  est  déterminé  par  les  équations  (26). 

Il  est  clair  que  les  composantes  fx,  fg,  et/*,',  parallèles  aux 
axes,  de  l'action  f  éprouvée  par  l'élément  da'  sont 

,3.)      \  'l=^'^'=^^'^'JJ-^^^- 
{  r,=-yv'd.'=vvd.'f"^-"''. 

Rien  ne  sera  changé  au  résultat  Gnal  si  l'on  suppose  main- 
tenant que  l'élément  da  agit  sur  da'  et  que  les  composaiites 
1)1^,  <3fg,  et  4'î  de  cette  action  i}''  sont  représentées  parles  diffé- 
rentielles des  expressions  précédentes  ;  on  peut  donc  écrire, 
en  représentant  la  composante  nulle  parallèle  à  l'axe  des  j:  par 
la  somme  de  deux  termes  égaux  et  de  signes  contraires, 


(3,)  ^;=uu'*'^:^^, 


Avant  d'aller  plus  loin,  on  peut  remarquer  que,  si  e  désigne 

l'angle  des  deux  éléments  considérés,  on  a  dx  =  ds  cose.  Les 

premiers  termes  des  seconds  membres  de  ces  équations  sont 

,             ...         j    ,     -          VV'da'dx       VV'dada' 
donc  les  projections  delà  force ~ ou ^ cose, 

dirigée  suivant  la  droite  OP,  c'est-à-dire  d'une  atlraclion  de 
l'élément  da  sur  da'. 

Désignant  par  6'  l'angle  de  la  droite  OP  avec  l'élément  da', 
on  a  aussi  x=rcos9'.  Si  l'on  remplace,  dans  les  deuxièmes 
termes  des  mêmes  équations,  les  projections  dx,  dy,  dz  de 

l'élément  da   par  -j-da,  ~j-da,  -r-da,  on  voit  encore  que  ces 
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termes  représentent  les  projections  d'une  force — x, 

ou j cosfl',  parallèle  h  cet  élément. 

De  même,  si  fi  est  l'angle  de  la  droite  r  avec  l'élément  ds, 
l'action  de  ds'  sur  ds  se  compose  également  d'une  attraction 
VV'dad^ 


—  cos9  parallèle  à  ds'. 


Dans  cet  ordre  d'idées,  l'action  ne  serait  pas  égale  à  la 
réaction. 

On  peut  d'ailleurs  ajouter  h  chacun  des  seconds  membres 
des  équations  (3a)  une  différentielle  exacte  d'une  fonction  des 
coordonnés  x,x  et  z,  puisque  l'intégrale  de  ces  nouveaux 
termes  étendue  au  contours  sera  nulle.  Il  y  a  donc  une  infi- 
nité de  manières  équivalentes  de  représenter  l'action  élémen- 
taire de  deux  feuillets. 

Si  X(,  Y|  et  Z,  sont  des  fonctions  quelconques  des  coor- 
données, et  qu'on  représente  par;ile  facteur  constant  UU'(^', 
on  peut  donc  remplacer  les  équations  (Sa)  par 

(33)  )  ^'y^p{dY,-^d.^y 

Pour  que  l'action  soit  égale  à  la  réaction,  il  faut  que  la 
force  <]''  soit  dirigée  suivant  la  droite  OP  qui  joint  les  deux 
éléments,  ce  qui  donne  les  conditions 


dy,  =  îdX,+^d.-, 
dZ,  =  -dX,  +  ^d.-- 
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Pour  que  ces  expressions  soient  des  ditTérentielles  exactes, 
il  faut  évidemmeut  que  l'on  ait 

r* 

L'action  tj;  des  deux  éléments,  considérée  comme  positive 
dans  le  cas  d'une  attraction,  devient  donc 

'  X  ^  X      r^        r*  \  a  r       / 

ou,  en  tenant  compte  des  relations 

(£x  =  t2scose,       x=:rcos6',       dr=:ds<io»h, 
3 


(34)  4'  =  a -^ (c( 


-CO86C096'  ) 


L'action  réciproque  de  deux  feuillets  magnétiques  peut  donc 
être  considérée  comme  provenant  d'attractions  qui  s'exercent 
suivant  cette  loi  entre  les  éléments  des  contours. 

Il  est  à  remarquer  que,  les  angles  0  et  6'  n'intervenant  que 
par  le  produit  de  leurs  cosinus,  on  peut,  sans  modifier  le 
résultat,  compter  la  direction  r  des  deux  éléments  dans  un 
sens  ou  dans  l'autre. 

La  formule  (34)  a  été  établie  par  Anapère,  comme  on  le 
verra  plus  loin,  pour  représenter  l'action  élémentaire  des  cou- 
rants électriques. 
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259.  Aimants  uniformes.  —  Il  n'est  possible  de  réaliser 
pratiquement  qu'une  catégorie  très  restreinte  d'aimants  uni- 
formes, au  moins  avec  les  corps  fortement  magnétiques,  à 
cause  des  réactions  qui  s'exercent  entre  les  diiîérents  éléments 
des  corps,  mais  on  peut  obtenir  des  effets  équivalents  avec 
les  courants  électriques  et  il  importe  de  connalti-e  leurs  prin- 
cipales propriétés. 
•;,^i  ,  L'action  magnétique  d'un  aimant  uniforme  étant  équiva- 

^,1^^  lente  à  celle  de  deux  couches  de  glissement  (126),  comme 
y  1,'. .  celle  d'un  diélectrique  uniformément  polarisé,  on  pourra  la 
1  déterminer  par   le  potentiel  P  d'une  masse  homogène  de 

même  volume  dont  la  densité  est  égale  à  l'unité. 

Dans  tous  les  cas,  le  moment  magnétique  du  corps  est 

(!)  m=,\, 

c'est-à-dire  le  produit  du  volume  c  par  l'aimantation. 

Le  magnétisme  est  entièrement  superficiel  et  la  densité  <s  est 
en  chaque  point  de  la  surface  égale  à  la  projection  normale 
de  l'aimantation 

(a)  ir  =  Icos«. 

Le  champ  produit  par  ces  couches  superûcielles  dépend  de 
la  forme  du  corps. 

A  l'intérieur  le  champ  a  toujours  une  composante  parallèle  à 
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l'aimaDtalioQ  et  dirigée  en  sens  conlxaire,  puisque  les  lignes 
de  force  vont  de  la  couche  positive  à  la  couche  négative. 

Pour  que  ce  champ  intérieur  F,-  soit  uniforme,  il  faut  que  j  >    7^,^ 
le  corps  soit  terminé  par  une  surface  du  second  degré  ;  il  est  7  ' 
alors  proportionnel  à  l'aimantaiion  et  peut  se  représenter  par 

(3)  Fi  =  -CI. 

260.  Sphère.  —  EUipsoïdes.  —  Cylindres.  —  Pour  la  sphère, 
la  valeur  de  la  constante  C  est  égale  à  -^  (127)  ;  si  le  rayon 
est  a,  on  a  donc 


et  la  distance  des  pôles  est  les  deux  tiers  du  diamètre. 
L'induction  magnétique  est  alors 

Le  flux  d'induction  qui  traverse  le  grand  cercle  peq)endi- 
culaire  à  l'aimantation  est 


f  =  «a».  g  41=1  =  3(211*1)' I. 

En  prenant  l'axe  des  x  parallèle  à  l'aimantation,  le  poten- 
tiel intérieur  est 

(4)  V,  =  Çx  =  -F,.., 

et  le  potentiel  extérieur 

Les  composantes  du  champ  extérieur  parallèles  aux  axes, 
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à  la  distaace  r  et  dans  une  direction  qui  fait  l'angle  a  avec 
l'axe  des  x,  sont 


(6) 


X,=  4^*^(3cos»a-i)=-F/^(3co8ï«-i), 
Y-  ^  2îcl  --  sîn2ai= F.-v  sinact. 


Enfin  les  composantes  normale  et  tangentielle  à  la  surface 
de  cette  sphère  de  rayon  r  ont  pour  expressions 


(7) 


3 


=  —  aFi-r-cosa, 


3     r'  j 


Sur  la  sphère  elle-même,  le  champ  extérieur  au  p<Me  est 
égal  à  l'induction  magnétique  ;  à  l'équateur,  il  est  moitié 
moindre  et  égal  au  champ  intérieur. 

Pour  un  ellipsoïde  dont  les  demi-axes  sont  a,  b  et  c,  paral- 
lèles aux  axes  de  coordonnées,  la  valeur  de  Peu  un  point  de 
l'intérieur  est  (132) 

P  =  P.--(Li:»-(-M/»  +  N3'). 

Si  les  cosinus  directeurs  de  l'aimantatioD  sonta',  ^'et  t',  les 
composantes  principales  A,  B  et  C  de  l'aimaatation  donnent 
les  relations 


L'état  de  l'ellipsoïde  peut  être  considéré  comme  produit 
par  la  superposition  de  ces  trois  aimantations  A,  B,  et  C, 
respectivement  parallèles  aux  axes,  et  les  composantes  du 
champ  intérieur  parallèlement  aux  axes  ont  pour  valeurs 

X  =  ~AL,      Y=-BM,       Z  =  -CN. 
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Le  champ  intérieur  produit  par  ces  trois  aimantations  est 
encore  uniforme,  puisqu'il  est  uniforme  séparément  pour  cha- 
cune d'elles  ;  comme  ses  cosinus  directeurs  ce,  0,  y,  satisfont 
aux  équations 


il  en  résulte 


_y'n_ 


—  =  ^*  =  i-^  =  ^/^'«'»+M=p'^-^-N»Y'='■ 
"        p        T 

Les  composantes  de  l'induction  parallèles  aux  axes  sont 

(  X.  =  (4x-L)A  =  {4x-L)a'I, 

(8)  Y.={4i:-M)B  =  (47:-M)g'l, 
f  Z,  =  (4i:-N)C^{4i:-N)-r'I. 

L'induction  est  aussi  uniforme  ;  ses  cosinus  directeurs 
«I.  Pi  etYi  sont  proportionnels  respectivement  k  (4x— L)a', 
(4K-M)p'et(4Tt-N)Y'. 

Enfin,  les  flux  d'induction  qui  traversent  les  trois  sections 
principales  ont  respectivement  pour  valeurs  «ftc(4it— L)A, 
itca{4x  — M)Beti:ai  (41:  — N)C. 

Si  l'aimantation  est  parallèle  b  l'un  des  axes,  la  distance 
des  pâles  est  les  deux  tiers  de  la  longueur  de  l'axe,  comme 
pour  la  sphère. 

Pour  un  cylindre  circulaire  de  rayon  a,  aimanté  trans- 
versalement, le  champ  intérieur  (137)  est  égal  k  —  aul  et 
l'induction 

(9)  F,=4ltl  — 2icl  =  31tl. 

Si  ta  section  est  une  ellipse  de  demi-axes  a  et  b,  on  a 

L  =  4^_*-,        M  =  4i:-^.- 
a  +  i  ^    a  +  6 

Le  champ  intérieur  est  encore  uniforme  dans  le  cas  d'une 
aimantation  transversale,  pour  laquelle  y'  =  o;  les  expressions 
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relatives  à  l'ellipsoïde  donneront  de  môme  les  valeurs  des 
composantes  du  champ  et  de  l'induction  magnétique. 

261.  Feuilleta  magnétiques.  —  On  a  vu  (246)  que  le  poten- 
tiel d'un  feuillet  uniforme  est  égal  au  produit  de  sa  puissance 
magnétique  U  par  sa  surface  apparente  <•>  au  point  considéré. 
Si  le  feuillet  n'est  pas  uniforme,  le  potentiel  a  pour  expression 


=/ 


Le  calcul  du  potentiel  peut  être  ramené,  par  une  méthode 
analogue  à  la  {)récédente,  au  potentiel  d'une  couche  magné- 
tique homogène,  sans  avoir  recours  directement  à  l'évaluation 
des  angles  solides. 

Le  potentiel  en  un  point  M  d'an  élément  de  feuillet  dS  est 
égal  à  celui  de  deux  couches  magnétiques  ±adS,  égales  et 
de  signes  contraires,  dont  la  distance  normale  dn  satisfait  à 
la  condition  orf/i  =  U. 

En  appelant  p  l'inverse  de  la  distance  de  l'élément  dS  de 
surface  au  point  M,  le  potentiel  de  l'élément  de  feuillet  cor- 
respondant est 

<:ds(^p+p  +  ^^dj\  =  ^dn^JS=V^JS. 

Le  potentiel  du  feuillet  est  donc 

(,o)  v=/ug^s. 

Le  facteur  p  représente  aussi  le  potentiel  sur  l'élément  dS 
d'une  masse  égale  à  l'unité  située  au  point  M. 

Le  potentiel  P  au  point  M  d'une  couche  uniforme,  de  densité 
égale  à  l'unité,  répandue  à  la  surface  du  feuillet  est 

P=  CpdS. 

Si  le  feuillet  est  uniforme,  on  a  donc 
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ConsidéroQs,  par  exemple,  un  feuillet  uniforme  limité  par  un 
contour  plan  ;  on  ne  change  rien  aux  actions  extérieures  en 
le  remplaçant  par  un  feuillet  plan  de  même  puissance  limité 
au  même  contour.  Plaçons  ce  feuillet  dans  le  plan  des  yz, 
la  face  positive  du  cdté  de  l'axe  des  x.  L'abscisse  du  point  M 
étant  Xf  on  a  évidemment 

an  ax  J       ox 

il  en  résulte 

expression  que  l'on  aurait  pu  obtenir  par  la  considération  des 
couches  de  glissement. 

Pour  un  feuillet  situé  sur  une  sphère,  on  remplacera  la 
normale  n  par  le  rayon  a  de  la  sphère.  Le  potentiel  extérieur 
a  pour  expression 


«■3)  v  =  ±/"l''s. 


les  signes  +  ou  —  correspondant  au  cas  où  l'aimantation  est 
dirigée  vers  l'extérieur  ou  l'intérieur  de  la  surface. 

Dans  le  cas  de  la  sphère,  le  potentiel  p  est  une  fonction 
homogène  du  degré  —  i  du  rayon  a  et  de  la  distance  r  du 
point  M  au  centre,  ce  qui  donne  la  condition 

dp        dp  /','.' 

a-'--hr^  =  —  p,  5         T 

ôa         ar  "^  ^ 

d'où  l'on  déduit 

^  -  _  1  /„  -I. ,-  ^\  -  - 1  fe) 
da~      aY^    dr}~      a    àr 

Le  potentiel  extérieur  devient  alors 
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262.  Potentiel  d'une  couche  circulaire.  —  Le  potentiel  d'un 
feuillet  uniforme,  limité  par  un  contour  circulaire,  peut  être 
calculé  par  le  potentiel  d'une  couche  circulaire  plane  ou  d'une 
couche  de  forme  quelconque,  sphérique  par  exemple,  limitée 
au  même  contour. 

Considérons  d'abord,  d'une  manière  plus  générale,  une 
couche  de  révolution  autour  de  l'axe  des  x.  Pour  un  point  M 
dont  l'abscisse  est  x  et  qui  est  situé  à  une  distance  p  de  l'axe, 
le  potentiel  P  est  une  fonction  de  x  et  de  p.  Si  on  déve- 
loppe ce  potentiel  suivant  les  puissances  croissantes  de  la 
distance  p'  ou  de  son  inverse,  la  série  obtenue  ne  renfermera, 
par  raison  de  symétrie,  que  des  puissances  paires  de  la  va- 
riable. On  peut  donc  écrire  i 

(  P  =  A,-t-A,p'-t-A*p*  + ,       "-A 

(■*)  p=B.^^+5i^ ,       X^-^- 

\  ?"      p'  -  'y 

les  coefficients  A«,Aa..,  Ba,Bi..  étant  des  fonctions  de  .t. 

Lorsqu'on  prend  :r  et  p  comme  variables  indépendantes, 
l'équation  de  Laplace  AV=o  devient 

a'P      £dP      d'P_ 
dr^        p  dp         d^'^ 

Cette  équation  donne,  pour  la  première  série,  une  nouvelle 
série  développée  suivant  les  puissances  croissantes  de  p,  dans 
laquelle  les  coefficients  de  tous  les  termes  de  même  ordre 
doivent  être  nuls  séparément,  d'où  résulte  la  condition 

<*'*,„      ,  ,, .  / 


dr 


--H(27H-a)>A„+,  =  o, 


On  a  ainsi  successivement  : 
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Il  suffit  donc  de  conoattre  la  valeur  du  premier  coeHicieDt 
Ad,  en  fonction  de  x,  pour  en  déduire  tous  les  autres.  Ce 
coefiicient  A»  est  donné  par  l'expression  du  potentiel  sur 
l'axe,  laquelle  dépend  de  la  forme  de  la  couche  et  de  la  loi 
de  distribution. 

Le  potentiel  en  dehors  de  l'axe  est  alors 

""     "       2»  dx^  "'"{2.4)'' t»J^'        (2.4.6)^'  dx"  '^ 

Pour  la  seconde  série,  l'équation  de  Laplace  aurait  donné 
la  condition  générale 


'-%^  +  WB.. 


mais  cette  fois  un  terme  quelconque  s'exprime  en  fonction  de 
la  dérivée  seconde  du  terme  suivant  et  la  même  méthode  ne 
permettrait  pas  de  déterminer  les  coefficients  successifs. 

Dans  le  cas  d'une  couche  circulaire  homogène,  de  densité 
égale  &  l'unité  et  de  rayon  a,  le  potentiel  sur  l'axe,  à  la 
distance  x,  de  la  couronne  s'^^rdr  est 

2Trdr  

Le  potentiel  Ao  de  la  couche  entière  est  donc  '■'  ^ 

Ao=2x(^a='  +  j:»  — x)  =  27:{u  —  j:),  ^  ■ 

en  posant 

Le  potentiel  P  en  dehors  de  l'axe  peut  alors  s'écrire 
16    P=2Ti    H— x— !---^-+,-^-T-;  — ,    /cw-r^-l ■      >/■ 

Les  dérivées  successives  se  calculeraient  aisément  par  la 
valeur  de  u  en  fonction  de  x. 
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Lorsque  la  couche  est  circulaire,  il  est  souveat  plus  avan- 
tageux de  donner  une  autre  forme  au  développement. 

Désignons  par  r  la  distance  du  point  M  au  centre  du  cercle, 
et  par  6  l'angle  que  fait  la  direction  de  celte  droite  avec  l'axe. 
On  peut  encore  exprimer  le  potentiel  par  l'une  ou  l'autre  des 
deux  séries 


(■7) 


P  =  B.  +  B,(î)^B.(îy. 


Ao  +  A,4- =Bo  +  B,  +  . 


Le  potentiel  sur  l'axe 


suivant  que  la  distance  r  est  plus  petite  ou  plus  grande  que  a, 
c'est-à-dire  que  le  point  M  est  placé  à  l'intérieur  ou  à  l'exté- 
rieur de  la  sphère  de  rayon  a. 

Les  coefficients  sont  des  fonctions  de  l'angle  0  et,  comme 
les  deux  expressions  doivent  avoir  la  même  valeur  sur  la 
sphère,  ils  satisfont  à  la  condition 


Le  potentiel  P  étant  considéré  comme  une  fonction  des  va- 
riables r  et  6,  l'équation  de  Laplace  devient 

.  d'P  dp  „  dP      (*»P 


On  trouve  ainsi  que  les  coefficients  A  et  B  satisfont  aux 
conditions  générales 

«(«-f-i}A„  +  cotg(.^  +  -^-o, 

,  ,„  ^dB„      (J'B„  . 

n{«-.)B„  +  cotge— +  — -  =  0.     V 
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développé  en  fonction  des  puissances  croissantes  de  l'un  ou 
l'autre  des  rapports  -  ou  - ,  donne  les  deux  séries 

"--^-f-i©'-^©-^©'- ]•    ' 

fia       i.i/aV       l.i.3/<.\'       1.1.3.5 /aV  l      i 

Pour  obtenir  l'expression  du  potentiel  en  dehors  de  l'axe, 

en  fonction  de  l'un  des  rapports  -  ou  -,  il  nous  suffira  de  faire 

remarquer  que,  si  la  densité  d'une  couche  sphérique  est  symé- 
trique par  rapport  à  un  diamètre  pris  pour  axe  des  x,  le  po- 
tentiel de  cette  couche  en  un  point  M  ne  dépend  que  de  la 
distance  r  de  ce  point  au  centre  0  de  la  sphère  et  de  l'angle  S 
que  fait  la  droite  OM  avec  l'axe. 

D'après  un  théorème  connu  de  Legendre,  ce  potentiel  peut 
être  exprimé  par  les  formules  générales 

P  =  Aa  +  A,X,^H-A,Xi(^Y-|- , 

P  =  B,^  +  B.X.(^y+B,X.(^y-l- , 

dans  lesquelles  A»,  A, Bg,  B, sont  des  coefÛcîenls 

constants,  déterminés  par  la  loi  de  distribution  des  densités 

sur  la  couche  considérée,  et  X|,  Xj des  fonctions  de 

l'angle  0,  désignées  sous  le  nom  de  polynômes  de  Legendre, 
qui  sont  définies  par  le  développement 


[i  —  ajrcosO-t-x*]    ^  ^  I  4-X(j:-i-Xî:r*H- Xjx'H- • 


Toutes  ces  fondions  se  réduisent  évidemment  à  l'unité  lorsque 
l'angle  6  est  égal  6  zéro. 

Comme  nous  connaissons  le  développement  du  potentiel 
d'une  couche  circulaire  homogène  pour  un  point  de  l'axe, 
c'est-à-dire  lorsque  l'angle  6  est  nul  et  r  égal  à  x,  les  coeffi- 
cients sont  connus. 

Il  en  résulte  que,  pour  un  point  situé  en  dehors  de  l'axe. 
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le  potentiel  P  peut  être  représenté  par  l'une  des  expressions 

P.=,.[.-x,:+ix.(^y_l;Ix.(:)Vl^x.Q-..],> 

-=-[J"-^^.(")'-^x.(^y-^x.(^)v..].^ 

263.  Feuillet  circolaire  uniforme.  —  Le  potentiel  d'un  feuillet 
circulaire  uniforme  s'obtiendra  maintenant  par  Texpression 


dx 

On  trouve 

ainsi, 

avec 

la  première  forme  (i6), 

V  =  2' 

-[■■ 

du 

2'  tli"       (3.4)'  à.t'  ^  ■ 

....J;     ^ 

les  premiers 

termes  du 

développement  sont 

V  =  ai:UJi- 

^r        3a 

'  /f\'        3.5     iz'-3a' 
'  {.«)      (2.4)'        "• 

■©'-]l' 

et  la  série  est  convergente  toutes  les  fois  que  p<w. 

La  seconde  forme  de  développement  (17)  donnerait,  en  pre- 
nant l'expression 

v.»4,-:©-x,.i^(:yx.--(:yx.. ], 

v=.c^[,.i(^yx..^(^yx.^-(eyx.. ]. 

264.  Potentiel  d'une  coache  spbérique.  —  Considérons  enfin 
une  couche  sphérîque  quelconque  de  rayon  a.  Le  potentiel 
en  un  point  extérieur  M  &  la  distance  r  du  centre  peut  encore 
être  exprimé  par  la  série 

(,8)       V=a[A.(2)+A,(îy  +  A.(?y+ ], 
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dans  laquelle  les  coeUlcients  dépendent  de  la  -loi  de  distribu- 
tion et  de  la  direction  de  la  droite  r. 

Soit  «  l'angle  de  la  droite  r  avec  l'axe  des  x,  ou  le  com- 
plément de  la  latitude  du  point  M,  /  l'angle  du  plan  rz  avec  le 
plan  des  jz,  c'est-à-dire  la  longitude  ;  les  coordonnées  de 
ce  point  M  sont  alors 

(19)  <  _7-=^r8in«coB/, 

(  j^rsiausin^ 

Quand  on  prend  pour  variables  indépendantes  les  quantités 
r,  u  et  l,  l'équation  de  Laplace  ÀV  =  o  se  traduit  par 

dr»         du"  •*    du        Bin'K    àt*  ' 

il  en  résulte,  pour  les  coefSeients,  la  condition 

.  ,.        d'A,         ^      dA„  I      t>»A» 

n  («  -M  )  A„  -I-  -r-^  H-  cota  u  —^  -h  -t-. -rif  =  o . 

^  '  du'  °     au        sm^a     dl' 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  a  été  aussi  donnée 
par  Laplace.  Si  l'on  pose 

*  r       .    »  (n  —  m){n  —  m  —  i) 

L  2(2/1—1) 


m)(n-m-i)(n-m--i){n-m-3)^^ 
2.4- {2n —  t}(2n — 2) 


■-«-■> 


le  coefficient  A,,  exprimé  au  moyen  des  nouveaux  symboles, 
se  compose  de  an+i  termes  développés  suivant  les  sinus  et 
les  cosinus  des  multiples  de  l'augle  /  et  a  pour  valeur 

An  =gn.t  An.o  -l-(g'n.i  COh/-|-  Ab.(  sin  l)  An.t 

+  {g'n.ï  C08  2/+  Am.i  Bin  2/)  A„.j  H h  {gn.7t  C08  iZ+An.n  sionl)A„,„. 

Les  facteurs  désignés  par  les  lettres  g  et  h,  avec  différents 
indices,  sont  des  coefficients  numériques  à  déterminer  dans  . 
chaque  cas  particulier. 

ÊUctr.  tt  Usgn.  —  i.  a6 
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2fô.  Sphère  aimantée.  —  L'action  extérieure  d'une  sphère 
aimantée  d'une  manière  quelconque  est  équivalente  à  celte  de 
deux  couches  de  masses  égales  et  de  signes  contraires  dis- 
tribuées à  la  surface  suivant  une  certaine  loi. 

Le  coefQcient  A.»  est  nul.  En  effet,  6  une  grande  distance,  le 
potentiel  devient  simplement  égal  au  quotient  de  la  masse 
totale  par  la  distance.  Le  produit  A^a*,  qui  forme  le  numéra- 
teur du  premier  terme  dans  l'expression  (18)  du  potentiel, 
représente  dans  ce  cas  la  masse  totale,  et  on  sait  que  dans 
tout  aimant  la  masse  totale  est  nulle. 

Le  coefficient  du  terme  suivant  a  pour  valeur,  d'après  l'ex- 
pression générale  de  A„, 

Ai  =^^i.«cosu+(^i,|Coa/+ A|.,sin/)sînu, 
ou,  en  tenant  compte  des  équations  (19), 

A,=^,..;+y,.,î+4,.,î. 

Ce  terme  devient  prédominant  à  une  grande  distance,  et  le 
potentiel  se  réduit  alors  à 

.    a' a*gi,t  z      a'gt.t  y      a^h,%,\  x 

—     •  7»  —     ^     ^         r^     r      ~W  r  ' 

Il  en  résulte  que  les  trois  produits  a*gt.,,a*g,.,,a*k,,,  repré- 
sentent respectivement  les  moments  magnétiques  de  la  sphère 
par  rapport  aux  axes  des  x,  des  7  et  des  x.  En  désignant  par 
a'K  le  moment  magnétique  résultant  et  par  a,  ^,  y  ses  cosinus 
directeurs,  on  a 


c=ï^^^ 


=  ^=s/Aî..+^-.+^.o 


266.  Aimants  BOlénoïdaax-  —  Le  potentiel  d'un  aimant 
solénoîdal  (245)  ne  dépend  que  des  couches  magnétiques  for- 
mées à  la  surface  par  les  extrémités  des  solénoïdes  élémen- 
taires qui  le  constituent. 

Si  tous  ces  solénoïdes  sont  fermés,  le  potcnlicl  de  l'aimant 
est  nul  partout,  et  la  force  magnétique  nulle.  Dans  ce  cas. 
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l'inductioD  se  réduit  en  chaque  point  à  4^1  et  elle  est  parallèle 
&  raimanlation. 

Supposons  qu'un  aimant  soléaoldal  soit  limité  par  une 
surface  canal,  l'aimantation  étant  en  chaque  point  normale  à 
la  section  droite  du  canal.  Le  flux  d'induction  qui  traverse 
un  élément  dS  de  la  section  droite  est  égala  i'^ldS  et  le  (lux 
total  d'induction  a  pour  valeur 


'="'/' 


IdS. 


Chacun  des  filets  solénoïdaux  forme  une  courbe  fermée,  de 
longueur  /,  normale  eo  chaque  point  b  la  section  droite  du 
canal.  Si  la  structure  de  l'aimant  est  telle,  comme  nous  en 
verrons  plus  loin  des  exemples,  que  le  produit  1/  de  l'aiman- 
tation d'un  filet  par  sa  longueur  soit  une  quantité  constante  A, 
le  flux  d'induction  pourra  s'écrire 


(ao)  »  =  4x  fus  =z  4tA  r^. 


Considérons  un  anneau  de  révolution  de  rayon  moyen  R  ; 
en  appelant^  la  corde  de  la  section  située  à  une  distance  R+jr 
de  l'axe,  on  a 

?  =  45rA  / — 7= r  =  2A  (  :^ — ■ 

Pour  un  tore,  dont  la  section  est  de  rayon  a,  on  obtient, 
en  posant  x^a  cos 0, 


J  R-hx         J     R+.r  J, 


R-i-acose 
L'intégrale  générale  du  dernier  terme  est 

4vR-~M=nrttang(  ' 


R-I~oco86 
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ce  qui  dooDe  Gnalement 

(ai)  ç  =  aitA(R  — \/R»~a»). 

Pour  un  anneau  b  section  rectangulaire,  dont  l'un  des  côtés 
parallèle  à  l'axe  est  a&  et  le  cdté  perpendiculaire  3a, 

J  R-hx  J  R-+-X  R 

(aa)  ç  =  4AiJE. 


267.  Cylindre.  —  Un  cylindre  aimanté  uniformément  dans 
le  sens  de  l'axe  et  terminé  par  des  sections  droites  équivaut 
à  deux  couches  magnétiques  de  densités  ±1,  égales  et  de 
signes  contraires,  qui  recouvriraient  les  deux  bases  A  et  B. 
Le  potentiel  d'un  pareil  aimant  en  un  point  quelconque  est 
donc  égal  à  la  somme  des  potentiels  Va  et  V«  des  deux  cou- 
ches terminales. 

Si  la  section  droite  du  cylindre  est  circulaire,  les  potentiels 
Va  el  Va  peuvent  être  exprimés  par  les  formules  trouvées  pré- 
cédemment {262). 

Sur  un  point  M  situé  sur  l'axe  à  l'extérieur  et  du  côté  de  la 
face  positive  A,  le  champ  magnétique  (88)  est,  en  désignant 
par  CI  et  P  les  angles  sous  lesquels  on  voit  de  ce  point  M  les 
rayons  des  deux  bases, 

F  =  2«I(i  — cosa)  — 25cl(i  —  co8p)  =  2i:I)  cos^  —  cosa); 

il  est  dirigé  dans  le  sens  de  l'aimantation. 

Pour  un  point  intérieur,  les  actions  des  deux  bases  sont  de 
même  signe  et  dirigées  en  sens  contraire  de  l'aimantation,  ce 
qui  donne 

F)=:  —  4''I-*-aiI(co8a-|-co83). 

Enfin,  l'induction  sur  l'axe  k  l'intérieur  est 

F,  =4itI-+-F,  =  aKl(co8o(4-co8P)  ; 

elle  est  parallèle  à  l'aimantation  et  varie  d'une  manière  très 
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lente  tant  que  le  point  considéré  est  situé  à  une  distance  no- 
table des  bases. 

Si  l'on  désigne  par  ^l  la  longueur  du  cylindre  et  par  a  son 
rayon,  l'induction  F^  au  centre  du  cylindre  a  pour  valeur 

J 

Lorsque  la  longueur  du  cylindre  est  très  grande  par  rap- 
port à  son  diamètre,  on  peut  prendre  l'expression  approchée 


=  4^=1 


('-S=) 


L'induction  est  alors  sensiblement  la  même  dans  toute 
l'étendue  de  la  section  médiane,  et  le  flux  total  d'induction  ç, 
qui  le  traverse  a  pour  expression 

Si  le  cylindre  est  assez  long  pour  que  le  dernier  facteur  ne 
diffère  pas  sensiblement  de  l'unité,  le  flux  d'induction  dans  la 
section  médiane  est  égal  à  [^■Ka)'\.  Ce  flux  est  donc  propor- 
tionnel au  carré  du  contour  ;  il  a  encore  sensiblement  la 
même  valeur  dans  une  section  quelconque  suffisamment  éloi- 
gnée des  extrémités. 
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268.  CaractèreB  généraux.  —  II  n'existe  probablement  aucun 
corps  qui  placé  dans  un  champ  magnétique  n'éprouve  l'effet 
de  l'induction,  c'est-à-dire  ne  devienne  lui-mfime  un  aimant, 
au  moins  d'une  manière  temporaire. 

Dans  tes  milieux  isotropes  l'axe  d'aimantation  induite  coïn- 
cide en  chaque  point  avec  la  direction  du  champ  magnétique. 
Pour  certains  corps,  l'aimaatation  induite  est  de  même  sens 
que  le  champ  ;  ce  sont  les  corps  que  nous  avons  appelés  para- 
magnéliqaes  ou  simplement  magnétiques.  Pour  les  autres,  le 
sens  de  l'aimantation  est  opposé  à  celui  du  champ  ;  ce  sont 
les  corps  diamagnéiiqaes.  En  présence  d'un  pôle  magnétique 
les  corps  de  la  première  classe  prennent  dans  la  partie  la 
plus  voisine  un  pôle  de  signe  contraire,  ceux  de  la  seconde 
un  pôle  de  même  signe. 

Nous  admettrons  qu'en  chaque  point  d'un  milieu  isotrope, 
l'aimantation  est  proportionnelle  au  champ  résultant  de  toutes 
les  forces  magnétiques  qui  s'exercent  en  ce  point.  Ces  forces 
dépendent,  non  seulement  du  champ  primitif,  mais  aussi  du 
magnétisme  développé  par  induction  sur  le  corps  lui-même. 
En  désignant  par  F  le  champ  résultant,  auquel  on  donne 
quelquefois  le  nom  de  force  magnétisante,  et  par  I  l'intensité 
d'aimantation,  on  peut  écrire 

(.)  I  =  *F. 

Le  facteur  k,  qui  exprime  le  rapport  de  l'aimantalion  à  la 
force  magnétisante,  est  le  coefficient  d'aimantation  induite; 
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ce  coefficient  est  positif  ou  négatif  suivant  que  le  corps  est 
magnétique  ou  diamagnétique. 

L'hypothèse  de  ta  propoilionnalité  de  TaimantatioD  &  la 
force  magnétisante  est  justifiée  par  l'expérience  toutes  les 
fois  que  le  coefficient  k  a  une  valeur  très  faible.  Cette  condi- 
tion est  réalisée  pour  la  plupart  des  corps  magnétiques,  sauf 
le  fer,  le  nikel  et  le  cobalt.  Quand  il  s'agit  du  fer  ou  du 
nikel,  pour  lesquels  le  coefQcient  k  peut  atteindre  des  valeurs 
très  grandes,  telles  que  3o  ou  j^o,  la  proportionnalité  existe 
encore  tant  que  la  force  magnétisante  F  reste  assez  faible, 
quand  on  fait  usage,  par  exemple,  du  champ  terrestre.  Il  en 
est  de  même  avec  le  fer  impur,  le  fer  écroui,  la  fonte  et 
l'acier  plus  ou  moins  trempé,  dont  le  coefficient  d'aimanta- 
tion est  notahlement  moindre. 

Le  coefficient  k  est  toujours  très  petit  pour  les  corps  dia- 

magnétiques  ;  il  atteint  à  peine  pour  le  bismuth,  qui 

est  le  corps  le  plus  actif  de  cette  seconde  classe. 

Si  la  proportionnalité  de  l'aimantation  à  la  force  magné- 
tisante n'existe  pas,  on  doit  considérer  le  coefficient  k  comme 
étant  lui-même  une  fonction  de  l'aimantation.  Le  phénomène 
est  même  plus  complexe  en  ce  sens  que  l'aimantation  ne  dé- 
pend pas  uniquement  de  la  valeur  actuelle  des  forces  magné- 
tisantes mais  aussi  de  leur  état  antérieur. 

Nous  examinerons  d'abord  le  cas  où  ce  coefficient  k  est 
constant,  avec  la  même  valeur  dans  toutes  les  directions, 
c'esirà-dire  celui  des  milieux  isotropes  dont  l'aimantation 
induite  est  assez  faible. 

269.  Aimantation  proportionnelle  an  champ.  —  Si  l'aiman- 
tation est  en  chaque  point  proportionnelle  au  champ  résul- 
tant, le  problème  est  le  même  que  celui  qui  a  été  traité  pré- 
cédemment (90)  pour  la  polarisation  des  diélectriques. 

Considérons  un  corps  magnétique  placé  dans  l'air,  ou 
mieux  dans  le  vide,  et  soumis  à  l'action  d'un  champ  exté- 
rieur. Soit  V  le  potentiel  du  champ  extérieur  et  ii  celui  qui 
est  produit  par  les  masses  induites;  le  potentiel  résultant  U 
aura  pour  valeur 

(a)  U  =  V-HÛ. 


DigmzcdbyGoOglC 


408  UAGNÉnsuE. 

Les  composantes  A,  B  et  C  de  l'aimantation  sont  respecti- 
vement proportionnelles  aux  composantes  X,  Y  et  Z  du  champ 
résultant  et  l'on  a 


(3)  B=kY  =  ~k^^ 


ày 


Ajoutant  ces  équations  membre  à  membre,  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  dx,  dy  et  dz,  il  vient 

Kdx-\-'&dY~^^dz=-k{^dx~^^^dy~^^d2\  ---trfU. 
\ax  ^y  dz      ) 

La  valeur  de  k  étant  supposée  constante  dans  toute  l'étendue 
du  milieu,  le  premier  membre  de  l'équation  est  la  difTéren- 
tietle  exacte  d'une  fonction  — ^U  des  coordonnées;  l'aiman- 
tation est  donc  lamellaire  (247). 
On  a  aussi 

ôA      àB      dC  ,  ... 

ox       oy       dz 


p{i -f-4**)  — o.     OU     p  =  o 

Le  magnétisme  induit  est  entièrement  superficiel  et  l'ai- 
mantation est  aussi  solénoidale  (245).  Cette  dernière  conclu- 
sion suppose  que  le  facteur  1+4^ A  diffère  de  zéro,  mais  ce 
facteur  ne  peut  jamais  s'annuler,  même  lorsque  k<^o,  k 
cause  de  la  faible  valeur  du  coefficient  d'aimantation  pour 
les  corps  diamagnétiques. 

La  densité  superficielle  o  de  la  couche  induite  est  la  pro- 
jection normale  de  l'aimantation.  Si  F,  est  la  composante 
normale  de  la  force  magnétisante  comptée  vers  l'extérieur 
de  la  surface,  on  a  donc 

o  =  AF,. 
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Enfin,  si  l'on  pose  ^=  i  +4ic>t,on  peut  considérer  l'énergie 
du  système  comme  localisée  dans  les  milieux  magnétiques(95) 
et  l'énergie  par  unité  de  volume  est 

270.  Condition  de  continuité.  —  Le  potentiel  Q  dû  aux 
masses  induites,  c'est-à-dire  à  la  couche  superficielle,  est 
une  fonction  Hnie  et  continue,  qui  satisfait  à  l'équation  de 
Laplace aussi  bien  fa  l'intérieur  qu'à  l'extérieur  de  la  surface; 
elle  a  des  expressions  différentes  dans  les  deux  cas,  mais  les 
valeurs  sont  les  mêmes  pour  deux  points  infiniment  voisins 
situés  de  part  et  d'autre  de  la  surface. 

L'aimantation  étant  parallèle  fa  la  force  magnétisante,  l'in- 
duction magnétique  devient,  dans  le  cas  actuel, 

F,=F  +  47:I  =  F  +  4icAF  =  F(i-+-4it*)  =  itF, 

Si  l'on  désigne  par  Fn  et  F'„  les  composantes  du  champ 
normales  à  la  surface  du  corps,  pour  deux  points  infiniment 
voisins  situés  de  part  et  d'autre  de  cette  surface,  l'un  inté- 
rieur et  l'autre  extérieur,  le  principe  de  la  conservation  du 
flux  d'induction  donne  la  relation 

(4)  i*F„  =  F;. 

Le  rapport  des  composantes  normales  du  champ  est  cons- 
tant, comme  pour  les  diélectriques. 

Le  coefficient  ^  est  l'analogue  du  pouvoir  inducteur  spéci- 
fique du  diélectrique  ;  on  pourrait  l'appeler  coefficient  d'in- 
duction magnétique. 

En  désignant  par  n  et  n'  les  normales  à  la  surface  comptées 
fa  partir  de  la  surface  vers  l'intérieur  ou  l'extérieur,  par  ii  et 
Q'  les  potentiels  des  couches  induites  de  part  et  d'autre  de  la 
surface,  l'équation  (4)  peut  s'écrire 


,„  /dV      dQ\      (dV      dii\ 


Si  l'on  se  propose  de  déterminer  l'aimantation  d'un  corps 
placé  dans  un  champ  magnétique  et  limité  par  une  surface  S, 
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le  problème  revient  donc  à  trouver  deux  fonctions  û  et  û'  qui 
satisfassent  aux  conditions  suivantes  : 

i'  La  fonction  Û  est  Unie  et  continue  dans  l'intérieur  de  la 
surface  et  satisfait  k  l'équation  de  Laplace  AQ  =  o. 

a"  La  fonction  Q'  est  finie  et  continue  à  l'extérieur,  nulle  b 
l'infini  et  satisfait  également  à  l'équation  de  Laplace. 

3'  Les  fonctions  û  etù'  sont  égales  entre  elles  sur  la  sur- 
face et  leurs  dérivées  par  rapport  à  la  normale  satisfont  alors 
à  l'équation  de  continuité  (5). 

271.  Cas  de  deux  milieux  diSérents.  —  Supposons  que  le 
corps  limité  par  la  surface  S,  au  lieu  d'être  placé  dans  te  vide, 
soit  entouré  d'un  milieu  magnétique  dont  le  coefficient  d'in- 
duction  est  ^  ;  le  théorème  de  ta  conservation  du  flux  d'induc- 
tion donne  encore  iJtF«  =  [ji'FÂ,  c'est-à-dire 


=  o. 


Les  fonctions  ù  et  O',  qui  déterminent  ta  couche  superH- 
cielle,  sont  définies  par  les  mêmes  conditions  que  précédem- 
ment, avec  cette  seule  différence  que  te  coefficient  d'induc- 
tion [1  du  corps  est  remplacé  par  le  rapport  de  ce  coefficient 
à  celui  du  milieu  magnétique  extérieur. 

La  densité  superficielle  du  magnétisme  est  la  somme  algé- 
brique des  composantes  normales  de  l'aimantation  dans  tes 
deux  milieux,  ce  qui  donne 

En  posant 


Cette  couche  superficielle  est  celte  qui  détermine  te  mou- 
vement du  corps  dans  le  milieu.  Elle  est  ta  même  que  si  le 
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milieu  extérieur  était  supprimé,  ou  plua  exactement  remplacé 
par  le  vide,  et  le  coefficient  d'induction  du  corps  remplacé 
par  une  autre  valeur  ]>.,,  ou  le  coefRcient  d'aimantation  k  par 
une  valeur  différente  k,.  La  densité  a  est  la  composante  nor- 
male de  l'aimantation  apparente  du  corps. 

La  discussion  de  ce  problème  donne  lieu  6  quelques  con- 
séquences analogues  à  celles  du  principe  d'Archimède  appli- 
qué aux  corps  plongés  dans  les  fluides. 

On  peut,  en  elTet,  considérer  k,  comme  le  coefficient  relatif 
d'aimantation  du  corps  par  rapport  au  milieu  qui  l'entoure,  k 
et  k'  étant  les  coefficients  des  deux  milieux  par  rapport  au 
vide.  Si  k  est  plus  grand  que  k',  la  valeur  de  k,  est  positive 
et  l'aimantation  apparente  du  corps  est  positive.  Si  l'on  a, 
au  contraire,  k<ik',  la  valeur  de  k,  est  négative  et  le  corps 
paraîtra  diamagnétique.  Dans  le  cas  où  les  coefûcients  k  et  k' 
sont  égaux,  l'aimantation  du  corps  paraît  nulle,  ce  qui  doit 
avoir  lieu,  puisqu'il  est  situé  dans  un  milieu  identique  à  lui- 
même  et  que  le  magnétisme  induit  est  superficiel. 

Il  en  résulterait  cette  conséquence  qu'il  n'existe  pas  une 
opposition  réelle  de  propriétés  entre  les  corps  magnétiques  et 
les  corps  diamagnétiques,  et  que  la  différence  des  effets  est 
due  à  la  nature  plus  ou  moins  magnétique  du  milieu  exté- 
rieur. Les  corps  diamagnétiques  conservant  leurs  propriétés 
caractéristiques  dans  le  vide  le  plus  parfait  qu'on  puisse  pro- 
duire, il  est  nécessaire,  dans  cette  manière  de  voir,  que  le 
vide  soit  un  milieu  magnétique  et  que  son  coeHicient  d'ai- 
mantation soit  plus  grand  en  valeur  absolue  que  celui  de  tous 
les  corps  diamagnétiques  connus. 

Si,  au  contraire,  on  veut  admettre  la  valeur  zéro  pour  le 
coefficient  d'aimantation  du  vide,  il  faut  donner  une  valeur 
négative  à  ceux  de  tous  tes  corps  diamagnétiques.  Dans  ce 
cas,  le  coefficient  d'induction  ;j.  est  plus  grand  que  l'unité  pour 
les  corps  magnétiques  et  plus  petit  que  l'unité  pour  les  corps 
diamagnétiques. 

Remarquons  cependant  que  l'influence  d'un  milieu  magné- 
tique ne  pourrait  en  toute  rigueur  être  comparée  h  celle  d'un 
fluide,  et  permettre  d'appliquer  le  principe  d'Archimède, 
que  si  l'on  avait  k,=k  —  k'.  Il  est  vrai  que  cette  relation 
est  sensiblement  vérifiée  pour  tous  les  corps  diamagnétiques 
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et  tes  corps  très  peu  magnétiques,  puisque  la  valeur  de  i^'  est 
alors  voisine  de  l'unité  ;  mais  la  relation  serait  fort  éloignée  de 
la  vérité  si  te  milieu  ambiant  avait  un  coefScient  d'aiman- 
tation notable  et  surtout  si  ses  propriétés  magnétiques  étaient 
comparables  à  celtes  du  fer  doux. 

212.  Susceptibilité  et  perméabilité  magnétiqaeB.  —  Les  phé- 
nomènes d'aimantation  induite  peuvent  ainsi  s'exprimer  à 
l'aide  de  deux  coefficients. 

Le  coefficient  d'aimantation  k  exprime  le  rapport  de  l'in- 
tensité de  l'aimantation  à  la  force  magnétique,  ou,  en  d'autres 
termes,  l'intensité  d'aimantation  dans  un  champ  égal  à  l'unité. 
Ce  coefficient  porte  quelquefois  le  nom  de  Neumann,  qui  l'a 
employé  le  premier  ;  Lord  Kelvin  l'appelle  coefficient  de  sus- 
ceptibilité magnétique. 

Le  coefficient  d'induction  magnétique  |ji  est  égal  au  rapport 
des  composantes  normales  du  champ  à  l'extérieur  et  à  l'inté- 
rieur du  milieu  considéré  ;  Lord  Kelvin  l'appelle  coefficient  de 
perméabilité  magnétique.  Voici  en  quels  termes  il  justifie  le 
choix  de  cette  expression  : 

<  Le  pouvoir  conducteur  d'un  corps  solide  pour  la  cha- 
leur, ou,  plus  brièvement,  sa  conductibilité  caloriGque  a  son 
analogue  :  en  électricité  statique,  dans  le  pouvoir  inducteur 
spécifique  d'un  diélectrique;  en  magnétisme,  dans  ce  que 
Faraday  appelait  le  pouvoir  conducteur  du  milieu  pour  les 
lignes  de  force,  et  qu'on  désigne  souvent  par  le  nom  de  coef- 
ficient d'induction  magnétique;  en  hydrodynamique,  dans  la 
propriété  spéciale  que  présentent  les  corps  poreux  et  qu'on 
appelle^erméaii/iW,  laquelle  est  mesurée,  toutes  choses  égales 
d'ailleurs,  par  le  flux  de  liquide  au  travers  de  l'unité  de 
surface.  Le  mot  de  perméabilité  semble  s'adapter  également  à 
la  qualité  qu'on  envisage  dans  les  différents  cas  :  ainsi,  on 
peut  employer  l'expression  de  perméabilité  caloriGque  comme 
synonyme  de  conductibilité;  de  perméabilité  pour  les  lignes 
de  force  électriques,  comme  synonyme  de  pouvoir  inducteur 
spécifique;  de  perméabilité  magnétique,  comme  synonyme 
de  pouvoir  conducteur  pour  les  lignes  de  force  magnétiques.  » 
(Sir  W.  Thomson,  Beprint  of  papers,  %  6a8.) 

273.  Aimantation  imÛonne.  —  Si  la  surface  d'un  corps  est 
telle  qu'une  aimantation  uniforme  dans  une  certaine  direction 
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produise  un  champ  intérieur  également  uniforme,  et  qu'on  le 
place  dans  un  champ  uniforme  F  parallèle  &  cette  direction, 
il  prendra  use  aimantation  uniforme,  puisque  la  force  magné- 
tisante aura  la  même  valeur  en  tous  les  points,  et  cela  sans 
qu'il  soit  nécessaire  de  faire  aucune  restriction  sur  la  grau- 
deur  du  coefTicient  k.  L'action  intérieure  F,-  des  couches 
induites  étant  alors  représentée  par  —  CI  (259),  le  champ  inté- 
rieur résultant  est  F+  Fj  et  l'on  aura 

I  =  A(F  +  F,)  =  A{F-CI), 


Lorsque  le  coefficient  A-  est  très  petit,  c'est-à-dire  pour  tous 
les  corps  diamagnétiques  et  les  corps  peu  magnétiques,  il 
reste  sensihlement 

l  =  k¥. 

L'aimantation  induite  dans  un  champ  uniforme  est  alors 
uniforme  et  indépendante  de  la  surface  du  corps. 

L'aimantation  induite  est  d'ailleurs  soumise  aux  mêmes 
lois  que  la  polarisation  des  diélectriques  et  tous  les  résultats 
obtenus  au  Ch.  Vil  sont  immédiatement  applicables. 

274.  Sphère.  — ■  Le  champ  intérieur  produit  par  une  aiman- 
tation uniforme  ne  peut  être  lui-même  uniforme  que  si  le 
corps  est  terminé  par  une  surface  du  second  degré. 

Pour  une  sphère  (260),  on  a  C=-7-.  L'aimantation  est 

le  champ  intérieur 

F  +  F,  = -, —  F=-?-F, 


DiailizodbyGOOgle 


414 

et  l'inducUon 


La  valeur  de  F  +  F,  représente  aussi  le  champ  extérieur  Xj 
résultant  au  voisinage  de  l'équateur;  celle  de  F,  est  le  champ 
Xi  au  voisinage  du  pôle;  le  rapport  de  la  seconde  à  la  pre~ 
mière  est  égal  à  i*. 

Si  le  rayon  est  a,  le  moment  magnétique  de  la  sphère  est 


'1  = 


Dans  le  cas  où  la  perméabilité  n  est  très  grande,  il  reste 
sensiblement 


=  -F,      X,  =  3F, 


Le  champ  résultant  est  très  faible  au  voisinage  de  l'équa- 
teur et  triple  du  champ  extérieur  au  voisinage  du  pdle. 

Si  la  valeur  de  [«.  est  voisine  de  l'unité  et  qu'on  pose  n=i  +  e, 
on  obtient  de  même 


X,=.-A-F:^ 

3  +  e 


275.  Hypothèse  de  PoisBon.  —  Si  l'on  imagine,  avec  Pois- 
son, qu'un  corps  magnétique  soit  constitué  par  un  ensemble 
de  petites  sphères  d'une  perméabiHté  magnétique  très  grande 
{^=  ce),  disséminées  dans  un  milieu  non  magnétique,  le  rap- 
port du  volume  occupé  par  toutes  ies  sphères  au  volume  total 
a  pour  expression  (128) 


En  adoptant  la  valeur  [i  =  5oo  pour  le  fer,  il  vient 
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Or,  la  valeur  maximum  que  puisse  atteindre  le  rapport  h  avec 

3  I 

des  sphères  égales  en  contact  est  environ  7  ou  ■  —  7-  Il  fau- 

4  4 

drait  donc  supposer,  dans  le  cas  actuel,  que  tes  sphères  ont 
des  volumes  inégaux  et  que  les  intervalles  des  plus  grosses 
sont  remplis  par  des  sphères  d'un  diamètre  moindre.  Seule- 
ment il  paraît  alors  bien  difficile  que  les  sphères  voisines  ne 
réagissent  pas  les  unes  sur  les  autres  et  que  l'aimantation  de 
chacune  d'elles,  comme  le  suppose  Poisson,  puisse  être  déter- 
minée uniquement  par  le  champ  extérieur. 

276.  EUipaoïde.  —  Pour  un  ellipsoïde  aimanté  uniformé- 
ment suivant  une  direction  quelconque,  les  composantes  du 
champ  intérieur  parallèles  aux  axes  sont  égales  respective- 
ment à  —  AL,  —  BM  et  —  CN. 

Dans  un  champ  uniforme,  dont  les  cosinus  directeurs  par 
rapport  aux  axes  de  l'ellipsoïde  sont  a,  0  et  7,  les  composantes 
de  l'aimantation  seront 


i-l-*N* 


Ces  équations  supposent  que  l'aimantation  est  assez  faible 
pour  qu'il  soit  permis  de  superposer  les  effets  produits  dans 
des  directions  différentes. 

Si  l'un  des  axes  de  l'ellipsoïde  est  parallèle  k  la  direction 
du  champ,  l'axe  des  x  par  exemple,  on  a 

1=      *       F. 

Quelque  grande  que  soit  alors  la  valeur  du  coefficient  k,  l'ai- 
mantation reste  uniforme. 

Les  valeurs  données  précédemment  (53)  pour  les  coeffi- 
cients L,  M  et  N  permettront  de  résoudre  complètement  le 
problème  dans  le  cas  des  ellipsoïdes  de  révolution. 
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Pour  UD  cylindre  circulaire  indéfini  perpendiculaire  k  la 
direction  du  champ,  on  a  C  =  air  et  l'aimantation  est 


271.  Problème  de  Barlow.  —  Le  cas  considéré  précédem- 
mcat  (135)  d'un  milieu  diélectrique  compris  entre  les  surfaces 
de  deux  sphères  concentriques,  et  situé  dans  un  champ  uni- 
forme, correspond  à  celui  d'un  milieu  magnétique  de  forme 
analogue  placé  dans  les  mêmes  conditions.  Cette  questioD 
est  connue  sous  le  nom  de  problème  de  Barlow  (*). 

Il  se  produit  alors  deux  couches  magnétiques,  distribuées 
l'une  M'  sur  la  surface  interne  et  l'autre  M'  sur  la  surface 
externe  du  volume  considéré. 

Les  actions  intérieures  F'  et  F'  de  ces  deux  couches  sont 
déterminées  par  les  équations 

F'_  -F'  _  (l*-t)F 

3  ~3  +  a{i-g)(ix-i)-9,*  +  2{i-g)(i*-i)'' 

dans  lesquelles  0  désigne  le  rapport  des  cubes  des  rayons  a  ' 
et  a°  des  surfaces  intérieure  et  extérieure  de  la  couche. 

Le  champ  résultant  est  uniforme  dans  l'intérieur  de  ta  cavité 
où  il  a  pour  valeur 

FH-F'-f-F'  = -, ^^- 

91*       ^         ' 

mais  il  n'est  pas  uniforme  dans  l'épaisseur  de  la  substance 
magnétique  ni  à  l'extérieur. 

Sur  une  sphère  extérieure  de  rayon  r,  dans  la  direction  qui 
fait  l'angle  a  avec  le  champ,  les  composantes  tangentielle  et 
normale  de  l'action  des  couches  induites  sont  (116) 

F„=  — ^(a'»F'-|-a''F°)cosa^  — a/yy(gF'-t-F')cosa. 

F,  =  -^(<i'»F'-(-a'»F')8ina  =  -  {^ {i^¥' -\-¥')ùa^. 

(I)  B&BLow,  Edit^.  Ph.  Joarn.  T.  I,  p.  Ui;  IBIB, 
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Les  valeurs  précédentes  de  F'  etF'  donnent 

gF-  +  F-  =  -''- ■»;"+'''■ -;>F^-KF. 
91.  +  a(i-^)(l»-i)' 

Dans  les  directions  des  pôles  et  de  l'équateur,  ces  actions 
sont  parallèles  au  champ  et  ont  pour  valeur 

l'y  =  2  (7)' "f,      F,  =  -(2^YkF. 

La  valeur  du  coefiicient  K  peut  s'écrire 


K  = 


Pour  une  sphère  pleine,  3  =  o,  le  facteur  K  se  réduit  à 

Le  rapport  des  actions  exercées  au  même  point  par  une 
sphère  pleine  et  par  une  sphère  creuse  de  mâme  diamètre 
extérieur  est  donc 


l—&{i>.-hi){2iL-\-l} 


Si  l'on  applique  ces  formules  au  fer,  en  prenant  v-  =  5oo,  le 

champ  intérieur  se  trouve  réduit  à  la  fraction -, ^- 

^  n-iii(i-?) 

En  faisant  p  =  o,5  ou  a'  =  o,7()4«°,  auquel  cas  l'épaisseur  de 
la  couche  est  le  cinquième  du  rayon,  le  champ  intérieur  n'est 

plus  que  ^  du  champ  extérieur.  Une  enveloppe  de  fer  d'épais- 
seur notable  constitue  donc  une  protection  presque  complète 
contre  l'action  des  masses  magnétiques  extérieures. 

ÉUcir.  ttMagn.  —  1.  37 
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Pour  cette  valeur  de  la  perméabilité,  le  rapport  des  actioDs 
des  sphères  pleine  et  creuse  est 


Tant  que  l'épaisseur  de  la  couche  sphérique  est  plus  grande 
que  ie  cinquième  du  rayon,  l'action  magnétique  à  l'extérieur 
ne  diffère  pas  de  0,01  de  celle  que  donnerait  une  spbère  pleine 
de  même  diamètre. 

Les  expériences  anciennes  de  Barlow  sont  conformes  aux 
résultats  de  ce  calcul.  Avec  des  sphères  de  10  pouces  de  dia- 
mètre extérieur,  il  n'a  pas  trouvé  de  différence  appréciable 
entre  les  actions  exercées  par  deux  sphères  différentes,  l'une 
pleine  et  l'autre  creuse,  cette  dernière  ayant  une  épaisseur 
égale  au  dixième  du  rayon. 

Au  contraire,  l'action  de  la  sphère  creuse  n'était  que  les 
deux  tiers  de  celle  de  la  sphère  pleine  lorsque  l'épaisseur 
était  réduite  au  cent  cinquantième  du  rayon.  Le  calcul  don- 
nerait alors,  pour  [*  =  5oo, 

Une  petite  aiguille  aimantée  introduite  dans  la  cavité  d'une 
sphère  creuse  y  détermine  une  nouvelle  couche  induite  qui  se 
superpose  &  la  première  et  dont  il  serait  facile  de  calculer  la 
distribution,  puisque  l'action  extérieure  d'une  pareille  aiguille 
équivaut  à  celle  d'une  sphère  aimantée  uniformément;  maïs 
l'action  considérée  est  toujours  parallèle  à  l'axe  magnétique  de 
Taiguille,  si  l'on  néglige  les  phénomènes  de  retard  d'aiman- 
tation, et  n'influera  pas  sur  sa  direction. 

Il  semble  donc  que  les  oscillations  de  l'aiguille  ne  devraient 
dépendre  que  de  l'action  résultante  du  champ  extérieur  et 
des  couches  induites  par  le  champ  lui-même  ;  toutefois  l'expé- 
rience est  plus  complexe,  parce  que  le  retard  d'aimantation 
produit  un  effet  appréciable  et  qu'en  outre  le  mouvement  de 
l'aiguille  produit  des  courants  électriques  induits. 
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278.  Détemùnatioiia  expérimentales.  —  Lorsqu'un  cylindre 
est  aimanté  d'une  manière  uniforme  parallèlement  à  l'axe, 
l'action  qu'il  exerce  sur  un  point  intérieur  ne  dépend  que 
des  deux  couches  terminales.  Si  le  cylindre  est  très  allongé, 
cette  action  est  négligeable  pour  tous  les  points  dont  la 
distance  h  l'une  des  extrémités  reste  grande  par  rapport  au 
diamètre  :  l'action  résultante  sera  donc  produite  uniquement 
par  le  champ  extérieur.  Si  ce  champ  F  est  uniforme  et  paral- 
lèle à  l'axe,  l'aimantation  dans  la  plus  grande  partie  du 
cylindre  sera  uniforme  et  sensiblement  égale  à  kF.  Au  voisi- 
nage des  extrémités  seulement,  l'aimantation  induite  sera  un 
peu  modifiée  :  la  couche  superficielle,  au  lieu  d'être  uniforme 
et  limitée  à  la  surface  terminale,  se  répandra  en  partie  sur 
les  surfaces  latérales. 

En  désigiiant  par  c  le  volume  du  cylindre,  son  moment 
magnétique  est  M  =  f!  =  fAF.  On  connaîtra  donc  la  valeur 
de  A-  si  l'on  détermine  par  expérience  le  rapport  des  gran- 
deurs M  et  F, 

On  peut  remarquer,  par  exemple,  qu'en  appelant  2/  la  lon- 
gueur du  cylindre,  les  champs  F,  et  F»  qu'il  produit  à  une 
même  distance  d  du  centre,  sur  le  prolongement  de  son  axe 
ou  dans  le  plan  équatorial  ont  pour  expressions  (106) 

d  " 


le  premier  étant  de  môme  sens  que  le  champ  primitif  et  le 
second  de  sens  contraire. 

Si  l'on  fait  osciller  une  aiguille  aimantée  en  l'un  de  ces 
points,  avant  et  après  rinlroduction  du  cylindre,  les  nombres 
d'oscillations  correspondants  N,  N,  et  Ng  donnent 

N'_Nî  — N'      N»  — Nî 
F  '"      F,      ^      h\ 

Le  rapport  des  champs  F|  ou  Fj  au  champ  primitif  F  dé- 
termine le  rapport  des  grandeurs  M  et  F. 

On  voit  aussi  que,  pour  déterminer  le  coefficient  d'aiman- 
tation de  corps  très  magnétiques,  comme  le  fer,  on  ne  peut 
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se  servir  de  l'action  extérieure  produite  par  des  sphères  ou 
des  corps  allongés  dans  une  direction  perpendiculaire  au 
champ.  En  effet,  le  rapport  de  l'aimanta  tien  au  champ  qui 
la  produit  est  respectivement  égal  à 


47:  3  4-  j_        4~  _^ 

'■*"4^  '■'"4-'^  '"'"4^'t 

suivant  que  le  corps  est  une  sphère,  un  disque  ou  un  ellip- 
soïde de  révolution  très  allongé.  Ces  rapports  diffèrent  trop 
peu  des  valeurs  approchées  qu'on  obtient  en  y  Taisant  k  in- 
fini, pour  qu'il  soit  possible  d'en  déduire  la  valeur  de  ce  coef- 
flcient  avec  quelque  précision. 

Au  contraire,  avec  les  corps  allongés  parallèlement  aux  li- 
gnes de  force,  l'aimantation  tend  à  devenir  sensiblement  pro- 
portionnelle &  ^  et  indépendante  de  la  forme  du  corps. 

279.  Déplacement  des  corps  dans  ud  champ  magnétique-  ~ 
Attractions  et  répulsions.  —  De  même  que  pour  les  diélec- 
triques (12  9),  l'énergie  potentielle  d'une  sphère  magnétique 
dans  un  champ  uniforme  est  la  moitié  du  produit,  pris  en 
signe  contraire,  de  son  moment  magnétique  par  le  champ, 
ce  qui  donne 

w  =  -î!ii;ilF.  =  -:;A!i::iip, 

ajA-l-2  2  4T:|A-|~a 

W  =  --,,    -^^    .F. 
2  i-\~iT:k 

Cette  expression  représente  également  l'énergie  d'une  sphère 
magnétique  infiniment  petite  dans  un  champ  non  uniforme. 

Lorsque  le  coefficient  d'aimantation,  positif  ou  négatif,  est 
très  faible,  cette  expression  se  réduit  à 

2 

dans  ce  cas,  le  corps  peut  être  de  forme  quelconque. 
Pour  un  déplacement  très  petit,  la  variation  d'énergie  est 

a3-l-4i:A'     ^     ' 
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S'il  s'agit  d'un  corps  magnétique,  le  coelBcienl  *  est  positif; 
l'énergie  diminue  quand  le  corps  se  rapproche  des  points  où 
la  valeur  absolue  de  la  force  est  maximum.  Un  corps  magné- 
tique très  petit  dans  un  champ  non  uniforme  tend  donc  à 
marcher  vers  les  points  où  l'intensité  est  maximum.  Comme 
il  n'y  a  pas  de  maximum  absolu  du  champ  en  dehors  des 
masses  agissantes  (129),  il  en  résulte  que,  si  ce  corps  est 
abandonné  à  lui-même,  il  finira  par  aboutir  à  la  surface  des 
aimants,  il  est  donc  alliré  par  les  aimants. 

Pour  les  substances  diamagnétîques,  te  coefficient  k  est 
négatif,  mais  toujours  très  petit.  Un  corps  diamagnétique  se 
rapproche  des  points  où  la  force  est  minimum;  il  tend  à 
s'éloigner  de  plus  en  plus  des  centres  de  force,  il  est  donc 
repoussé  par  les  aimants. 

Comme  le  champ  peut  être  nul  en  certains  points,  qui  sont 
alors  des  minima  absolus  pour  l'a  valeur  du  carré  F',  on  voit 
qu'un  corps  diamagnétique  peut  être  en  équilibre  stable  dans 
un  champ  non  uniforme,  en  dehors  des  masses  agissantes. 

Faraday  avait  déjà  énoncé  cette  loi  expérimentale  gae  les 
corps  magnétiques  marchent  vers  les  points  où  l'intensité  du 
champ  est  maximum  et  les  corps  diamagnéliques  vers  les 
points  où  elle  est  minimum.  La  véritable  interprétation  du 
phénomène  est  due  à  Lord  Kelvin. 

Dans  un  champ  uniforme,  l'énei^ie  d'un  petit  corps  iso- 
trope, magnétique  ou  diamagnétique,  reste  constante  et  par 
conséquent  l'action  du  champ  est  nulle. 

280.  Équilibre  des  aiguilles  dans  un  champ  nniforme.  — 
Nous  avons  vu  (130)  qu'un  cylindre  allongé  conducteur  placé 
dans  un  champ  électrique  uniforme  est  en  équilibre  lorsque 
l'axe  du  cylindre  est  perpendiculaire  ou  parallèle  à  la  direc- 
tion du  champ,  l'équilibre  étant  instable  dans  le  premier  cas 
et  stable  dans  le  second. 

Il  doit  en  être  de  même  pour  une  masse  allongée  de  fer  doux 
placée  dans  un  champ  magnétique  uniforme,  puisque  l'aiman- 
tation d'une  sphère  de  fer  doux  est  une  fraction ,  très 

voisine  de  l'unité,  de  l'étectrisation  que  prendrait  cette  sphère 
dans  un  champ  électrique  où  tes  forces  auraient  les  mêmes 
valeurs  absolues. 
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On  sait  en  effet,  depuis  Gilbert,  qu'une  aiguille  de  fer  doux 
mobile  autour  d'un  axe  vertical  se  met  en  équilibre  dans  le 
méridien  magnétique,  et  que,  si  elle  était  mobile  autour  de 
son  centre  de  gravité,  elle  prendrait  la  direction  de  l'aiguille 
d'inclinaison. 

Toutefois  il  ne  suffit  pas,  pour  expliquer  cett«  expérience, 
de  dire  que  te  fer  s'aimante  en  chaque  point  suivant  une 
direction  parallèle  au  champ,  car  alors  l'aiguille  devrait  être 
en  équilibre  dans  toutes  les  positions;  il  faut  donc  que  l'ai- 
mantation de  la  masse  ne  soit  pas  uniforme. 

Le  couple  qui  agit  sur  l'aiguille,  quand  elle  est  oblique  à  la 
direction  du  champ,  tient  à  ce  que  les  réactions  des  diffé- 
rentes particules  modifient  l'aimantation  de  chacune  d'elles; 
la  direction  parallèle  au  champ  est  celle  qui,  par  suite  de  ces 
réactions,  correspond  au  maTiimum  d'aimantation. 

Considérons,  en  effet,  une  série  de  balles  de  fer  doux 
B,  B',  B',...  réunies  suivant  une  ligne  droite  et  placées  dans 
un  champ  uniforme;  soit  a  l'angle  que  fait  la  droite  avec  la 
direction  du  champ. 

Lorsque  ces  balles  sont  assez  éloignées  pour  ne  pas  réagir 
tes  unes  sur  les  autres,  l'aimantation  de  chacune  d'elles  est 
parallèle  au  champ  et  l'action  résultante  est  nulle.  Mais,  si  la 
distance  des  balles  n'est  pas  très  grande  par  rapport  à  leurs 
dimensions,  il  est  clair  que  le  champ  produit  par  l'une  des 
balles  sur  les  voisines  tend  à  provoquer  une  aimantation  nou- 
velle, oblique  au  champ  extérieur  et  de  direction  opposée; 
l'aimantation  résultante  des  différentes  balles  fait  avec  la  droite 
commune  des  angles  u,  u',...,  variables  de  l'une  à  l'autre,  mais 
tous  plus  petits  que  l'angle  a.  Chaque  sphère  n'est  plus  en 
équihbre;  elle  est  soumise  à  l'action  d'un  couple,  et  l'ensemble 
de  ces  couples,  qui  sont  tous  de  même  sens,  tend  à  ramener 
la  droite  dans  la  direction  du  champ.  Dans  cette  position 
d'équilibre,  l'aimantation  du  système  est  maximum. 

Si  la  ligne  des  balles  est  perpendiculaire  à  la  direction  du 
champ,  les  actions  réciproques  tendent  à  diminuer  l'aiman- 
tation de  chacune  des  balles  isolées  ;  il  y  a  équilibre  instable 
et  l'aimantation  du  système  est  minimum. 

Ainsi,  l'existence  d'une'  position  d'équilibre  stable  pour 
une  aiguille  magnétique  dans  un  champ  uniforme  implique 
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l'existence  de  réactions  entre  les  différents  éléments  magné- 
tiques qui  la  composent  ;  elle  est  donc  en  contradiction  avec 
l'hypothèse  de  Poisson  sur  la  constitution  des  corps  magné- 
tiques, laquelle  admet  que  ces  réactions  n'existent  pas. 

Les  conséquences  seraient  à  peu  près  les  mêmes  pour 
l'équilibre  d'un  corps  diamagnétique,  quoique  les  réactions 
agissent  dans  un  sens  opposé. 

En  effet,  l'aimantation  induite  est  alors  de  sens  contraire  à 
la  force  magnétisante.  Une  série  des  balles  B,  B',  B',...  dis- 
posées sur  une  droite  perpendiculaire  au  champ,  s'aimantent 
dans  une  direction  opposée  à  celle  du  champ:  les  réactions 
augmentent  donc  la  force  magnétisante  sur  chacune  des  balles. 
Cette  direction  correspond  dès  lors  h  un  maximum  d'aiman- 
tation et  à  un  état  d'équilibre. 

Supposons  maintenant  que  la  ligne  des  balles  fasse  un 
angle  a  avec  la  direction  du  champ  ;  comme  chaque  pôle  tend 
à  développer  un  pôle  de  même  nom  dans  la  partie  la  plus 
voisine  d'une  autre  balle,  les  réactions  modifient  encore  la  force 
magnétisante  et  l'effet  est  d'autant  plus  marqué  que  l'angle  a 
est  plus  petit.  Il  est  facile  de  voir  que  l'aimantation  résul- 
tante de  chaque  balle  est  oblique  au  champ  et  que  tous  les 
couples  tendent  encore  à  faire  prendre  à  l'axe  une  direction 
parallèle  au  champ  ;  pour  cette  direction  d'équilibre  l'aiman- 
tation du  système  est  minimum. 

Ainsi  une  aiguille  diamagnétique  doit  aussi,  dans  un 
champ  uniforme,  prendre  une  direction  parallèle  à  celle  du 
champ  pour  être  en  équilibre  stable. 

Toutefois,  le  coefficient  d'aimantation  pour  les  corps  dia- 
magnétiques  est  tellement  faible,  que  les  réactions  des  parti- 
cules sont  négligeables  et  que  leur  effet  doit  échapper  à  tout 
moyen  d'observation. 

En  fait,  une  aiguille  diamagnétique,  pourvu  qu'elle  ne  soit 
pas  cristallisée,  est  en  équilibre  indifférent  dans  un  champ 
magnétique  uniforme  ;  dans  toutes  les  expériences  où  l'on 
constate  des  phénomènes  de  direction,  l'effet  est  dû  aux  pro- 
priétés magnéto-cristallines  du  corps  en  observation. 

281.  Équilibre  dans  un  champ  non  uniforme.  —  La  nature 
des  phénomènes  ne  se  voit  plus  d'une  manière  aussi  simple 
lorsque  le  champ  n'est  pas  uniforme. 
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Les  corps  diamagnétiques  obéissent  simplement  à  la  loi 
de  Faraday,  c'est-à-dire  que  chacun  des  éléments  de  volume 
tend  à  se  déplacer  vers  les  points  où  le  champ  est  minimum, 
et  le  mouvement  du  système  est  déterminé  par  l'ensemble 
des  actions  qui  s'exercent  sur  chaque  élément. 

Considérons,  par  exemple,  le  champ  qui  serait  produit  par 
les  pôles  opposés  A  et  A'  de  deux  aimants  identiques  placés 
en  regard,  ou  par  les  deux  pôles  d'un  aimant  en  fer  à  cheval, 
ou,  plus  simplement,  le  champ  de  deux  masses  égales  et  de 
signes  contraires  (106,  fig.  24). 

Au  centre  de  figure  O,  l'intensité  du  champ  a  une  valeur 
minimum  par  rapport  à  la  ligne  diamétrale  AA'  et  une  valeur 
maximum  par  rapport  à  une  direction  O7  normale  à  la  pre- 
mière. Une  petite  sphère  magnétique  isotrope,  mobile  seule- 
ment le  long  de  la  droite  O7,  marche  vers  le  point  0  où  elle 
est  en  équilibre  stable;  une  sphère  diamagnétique  dans  les 
mêmes  conditions  serait  en  équilibre  instable  au  point  0,  et 
tendrait  à  s'en  écarter  indéfiniment.  Si  même  cette  sphère 
était  absolument  libre  et  située  sur  la  droite  0/  à  une  petite 
dislance  du  point  0,  elle  s'éloignerait  de  ce  point  en  suivant 
la  ligne  O7,  c'est-à-dire  normalement  aux  lignes  de  force, 
parce  que  c'est  la  direction  suivant  laquelle  l'intensité  du 
champ  varie  le  plus  rapidement. 

Une  aiguille  allongée  magnétique,  mobile  autour  du  point  0, 
se  dispose  parallèlement  à  la  ligne  des  pôles  AA',  en  équilibre 
stable,  chacun  des  éléments  de  volume  se  portant  vers  les 
points  où  le  champ  est  maximum. 

Pour  une  aiguille  diamagnétique,  au  contraire,  la  position 
d'équilibre  stable  correspond  à  la  direction  perpendiculaire 
à  ta  ligne  des  pôles. 

Les  aiguilles  se  mettent  donc  parallèlement  ou  transversa- 
lement à  la  ligne  de  deux  pôles  de  noms  contraires,  suivant 
que  te  coefficient  d'aimantation  est  positif  ou  négatif.  De  là 
les  noms  de  paramagnéligaes  ou  de  diamagnétiques  donnés 
par  Faraday  aux  corps  qui  appartiennent  à  la  première  ou  à 
la  seconde  classe. 

On  a  vu  précédemment  que,  même  dans  un  champ  uni- 
forme, une  aiguille  magnétique  se  place  parallèlement  &  la 
direction  des  lignes  de  force,  tandis  que,  d'autre  part,  les 
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différents  éléments  tendent  k  marcher  vers  les  points  où  le 
champ  est  maximum. 

Lorsque  ces  deux  espèces  d'actions  sont  concordantes, 
comme  dans  le  cas  qui  précède,  la  position  d'équilibre  est 
facile  à  déterminer;  mais  il  peut  arriver  que  la  tendance  de 
chacun  des  éléments  à  marcher  vers  les  maxima  du  champ 
ait  pour  résultai  d'amener  le  système  dans  une  direction  qui 
ne  soit  pas  parallèle  aux  lignes  de  force.  Alors  la  position 
d'équilibre  dépend  des  conditions  de  l'expérience. 

Imaginons,  par  exemple,  une  série  d'aiguilles  de  fer  doux 
identiques  disposées  normalement  et  à  égales  distances  les 
unes  des  autres  sur  une  tige  non  magnétique,  et  plaçons  ce 
système  entre  les  pôles  opposés  des  deux  aimants.  Si  les 
aiguilles  sont  très  écartées,  chacune  d'elles  tend  à  se  mettre 
parallèlement  aux  lignes  de  force  et  le  système  entier  sera 
en  équiUbre  dans  une  direction  perpendiculaire  à  la  ligne  des 
pôles.  Si,  au  contraire,  on  raccourcit  les  aiguilles  de  plus  en 
plus,  ou  si  on  les  multiplie  de  manière  à  les  rapprocher  pres- 
que au  contact,  il  arrivera  un  moment  où  la  tendance  de 
chacune  d'elles  à  se  porter  vers  les  points  de  maximum  de- 
viendra prédominante  et  le  système  entier  se  placera  cette 
fois  parallèlement  aux  lignes  de  force,  c'est-à-dire  suivant  la 
ligne  des  pôles. 

On  conçoit  que  tous  les  cas  intermédiaires  puissent  se  pré- 
senter et  même  que,  pour  un  système  magnétique  donné,  la 
direction  d'équilibre  parallèle  ou  transverse  dépende  de  la  loi 
de  variation  du  champ  dans  lequel  il  est  placé. 

282.  OscillatioDB  d'une  aiguille  magnétique.  —  Le  problème 
est  identique  à  celui  qui  a  été  traité  précédemment  (130)  pour 
les  diélectriques. 

En  particulier,  lorsque  le  champ  est  symétrique  par  rapport 
au  centre  de  l'aiguille,  la  durée  des  oscillations  simples  est 
donnée,  en  fonction  delà  densité  D  de  la  matière  et  de  deux 
constantes  A  et  B  qui  déSnissent  la  loi  de  variation  du  champ, 
par  une  expression  de  la  forme 


-"  H(A-hB) 
Il  est  à  remarquer  que  la  période  des  oscillations  est  alors 
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indépendante  de  la  longueur  de  l'aiguîUe.  Ce  résultat  imprévu 
avait  été  trouvé  expérimentalement  par  Matteucci  pour  des 
aiguilles  de  bismuth  non  cristallisées. 

Dans  le  cas  actuel.'la  valeur  du  facteur  H  est 


Hr. 


Ce  facteur  se  réduit  sensiblemement  à  une  constante  -^ 

pour  les  grandes  valeurs  de  k  et  devient  égal  k  k  pour  les 
petites.  La  méthode  des  oscillations  dans  un  champ  symé- 
trique ne  peut  donc  pas  être  employée  pour  déterminer  le 
coefficient  d'aimantation  de  corps  très  magnétiques  comme 
le  fer;  au  contraire,  elle  conviendra  très  bien  au  cas  de  corps 
faiblement  magnétiques  ou  de  corps  diamagnétiques. 

Si  le  champ  varie  d'une  manière  quelconque,  la  méthode 
des  oscillations,  même  pour  les  corps  à  coefficient  très  faible. 


Fis.  56. 

fournirait  difficilement  de  bonnes  déterminations  de  la  valeur 
de  k.  La  position  d'équilibre  de  l'aiguille  dépend  alors,  comme 
nous  l'avons  vu,  de  la  loi  de  variation  du  champ  et  de  la  lon- 
gueur de  l'aiguille;  il  en  est  de  même  pour  la  durée  des 
oscillations. 

283.  Corps  très  magnétiques.  —  Si  le  coefficient  k  était  une 
constante,  l'aimantation  du  fer  doux  et  des  corps  analogues 
pourrait  croître  presque  sans  limites  avec  le  champ.  En  fait, 
l'aimantation  est  sensiblement  propoftionnelle  à  la  force  ma- 
gnétisante, tant  que  celle-ci  est  assez  faible,  mais  elle  tend 
ensuite  vers  une  limite  maximum.  Si  l'on  porte  la  valeur  de  la 
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force  magnétisante  F  en  abscisses,  l'aimantation  sera  ainsi 
représentée  d'abord  par  une  droite  OA  (hg.  56),  puis  par  une 
courbe  AL  asymptote  à  la  droite  CD,  dont  l'ordonnée  corres- 
pond au  maximum  d'aimantation. 

La  continuité  du  phénomène  semble  exiger  que  la  droite 
OA  soit  remplacée  par  une  courbe  OBA,  ce  que  l'expérience 
conflrme  en  effet.  Le  coefficient  k,  qui  est  le  rapport  de  l'or- 
donnée de  la  courbe  précédente  à  son  abscisse,  est  d  abord 
croissant,  h  partir  d'une  valeur  finie  A„  =  00'  correspondant  à 
des  forces  magnétisantes  extEëmement  faibles,  jusqu'à  une 
valeur  maximum  A'P  et  tend  ensuite  vers  zéro;  la  valeur  de 
ce  coefiîcient  serait  représentée  par  une  courbe  telle  que  O'A'L'. 
La  perméabilité  [Ji=i-H4'^A  passe  également  d'une  valeur 
initiale  |j.„  à  un  maximum  et  tend  ensuite  vers  l'unité. 

Si  la  forme  du  corps  est  telle,  comme  un  cylindre  très  long, 
que  l'action  intérieure  des  couches  induites  soit  négligeable, 
et  que  ce  corps  soit  placé  dans  un  cbamp  uniforme  P,  de  di- 
rection parallèle  à  sa  longueur,  l'aimantation  est  I  =  A-F  et 
l'induction  F,  —  I''-)-4icI  =  [;.F.  En  fonction  de  la  force  magné- 
tisante F,  l'induction  sera  représentée  par  une  courbe  d'abord 
rapidement  croissante  et  qui  devient  ensuite  asymptote  à  une 
droite  inclinée  h  43°  sur  les  axes. 

284.  Aimantation  résidoelle.  —  Les  considérations  précé- 
dentes supposent  que  l'aimantation  est  temporaire  et  définie 
à  chaque  instant  par  la  force  magnétisante  actuelle,  quel  que 
soit  le  sens  de  ses  variations,  mais  cette  condition  est  rare- 
ment réalisée.  Pour  l'acier  et  la  plupart  des  variétés  de  fer, 
qui  sont  presque  toujours  douées  à  un  certain  degré  de  force 
coercitive,  l'aimantation  ne  disparaît  pas  avec  les  causes  qui 
l'ont  produite;  le  corps  reste  un  aimant. 

Cette  aimantation  résiduelle  est  le  plus  souvent  dans  une 
sorte  d'équilibre  instable  et  peut  disparaître  en  grande  partie 
par  des  actions  mécaniques,  telles  que  des  chocs  ou  des  vi- 
brations ;  dans  d'autres  cas,  comme  pour  l'acier  trempé,  une 
portion  notable  de  cette  aimantation  est  permanente  et  ne  peut 
être  détruite  que  par  une  tempéralure  élevée  ou  par  des 
actions  magnétiques  en  sens  contraire. 

Dans  un  aimant  ainsi  produit  et  soustrait  à  toute  action 
étrangère,  on  doit  encore  considérer  le  magnétisme  apparent 
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comme  formé  de  deux  parties,  l'une  due  aux  masses  magné- 
tiques maintenues  fixes  par  ce  qu'on  appelle  la  force  coerci- 
tive  et  qui  constitue  le  magnétisme  rigide,  l'autre  résultant  de 
l'action  intérieure  du  magoétisme  rigide  et  qui  constitue  le 
magnétisme  induit. 

Le  champ  intérieur  est  évidemment  de  sens  contraire  h 
l'aimantation  rigide,  sinon  directement  opposé,  et  agit  ainsi 
comme  une  force  démagnétisante .  L'aimantation  apparente, 
celle  dont  on  observe  les  effets  extérieurs,  est  en  chaque 
point  la  résultante  de  l'aimantation  rigide  et  de  l'aimantation 
induite  qui  s'y  est  développée. 

Le  problème  paraît  inabordable  dans  le  cas  général,  mais  it 
devient  très  simple  lorsque  l'aimantation  rigide  est  uniforme 
et  que  le  corps  est  terminé  par  une  surface  du  second  degré, 
auquel  cas  le  champ  intérieur  est  uniforme  et  l'aimantation 
induite  elle-même  uniforme. 

Pour  une  sphère,  un  ellipsoïde  aimanté  parallèlement  à  l'un 
des  axes,  un  cylindre  indéfini  à  section  circulaire  aimanté 
dans  le  sens  de  sa  longueur  ou  daps  une  direction  normale, 
l'aimantation  induite  I'  est  parallèle  à  l'aimantation  rigide  I, 
l'aimantation  résultante  est  I  +  I'  et  le  champ  intérieur  de  la 
forme  —  Cfl-f-l')-  On  a  alors 

ko. 

par  suite 

On  doit  prendre  naturellement  pour  le  coefiicient  k  la  valeur 
qui  convient  à  la  force  magnétisante  totale  C(I-(-  T). 

Le  magnétisme  apparent  est  d'autant  moins  affaibli  par  l'in- 
duction que  le  facteur  C  est  plus  petit. 

La  forme  de  lames  minces  ou  de  cylindres  très  allongés 
est  donc  celle  qui  convient  le  mieux  pour  obtenir  des  aimants 
permanents,  puisque  la  force  démagnétisante  est  alors  très 
faible  ;  ce  sont,  en  effet,  les  formes  qui  ont  été  consacrées  par 
la  pratique. 

L'expérience  montre,  en  outre,  que  l'influence  de  la  trempe 
est  alors  beaucoup  moindre  que  dans  le  cas  des  aimants  gros 
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et  courts.  Coulomb  avait  déjà  constaté  que  les  divers  modes 
de  trempe  ne  modîGent  pas  d'une  manière  appréciable  la 
rigidité  magnétique  d'un  fil  d'acier. 

285.  Cycles  d'aimaatatioD.  —  Hystérésis.  —  Lorsqu'un  corps 
très  magnétique,  comme  le  fer,  dont  tous  les  éléments  sont 
d'abord  à  l'état  neutre,  est  soumis  k  un  champ  magnétique 
dont  l'intensité  croît  de  F,  à  Fj,  l'aimantation  croît  elle-même; 
si  le  champ  diminue  ensuite  de  Fî  à  F, ,  les  actions  antérieures 
laissent  des  eCTets  résiduels  et  l'aimantation  est  à  chaque  ins- 
tant plus  grande  que  celle  qui  correspondrait  ^  la  valeur 
actuelle  du  champ. 

L'aimantation  d'un  corps  ne  dépend  donc  pas  seulement 
des  conditions  actuelles,  mais  des  actions  antérieures  qu'il  a 
subies  et,  pour  ainsi  dire,  de  son  histoire  magnétique. 

Le  phénomène  présente  le  caractère  d'un  régime  régulier 
lorsque  les  variations  du  champ  sont  continues  de  F|  à  F^, 
puis  de  Fs  à  F,,  et  que  la  même  opération  a  été  répétée  un 
grand  nombre  de  fois. 

Enfin,  si  les  limites  Fi  et  Fj  ont  des  valeurs  =j=  F  égales  et 
de  signes  contraires,  et  que  les  variations  soient  périodiques 
entre  ces  limites  extrêmes,  l'aimantation  est  elle-même  pério- 
dique, mais  elle  correspond  à  chaque  instant  h  l'une  des 
valeurs  antérieures  de  la  force  magnétisante.  En  d'autres 
termes,  l'aimantation  est  en  retard  sur  les  causes  qui  la  pro- 
duisent; c'est  une  propriété  à  laquelle  M.  Ewing(')  adonné 
le  nom  d'hyslérésis  (ÛTT£pr,3'.î,  retard). 

Il  est  commode,  en  effet,  d'avoir  une  dénomination  parti- 
culière pour  désigner  ce  phénomène,  dont  les  causes  sont  les 
mêmes  que  celles  du  magnétisme  rémanent  et  des  effets  attri- 
bués à  la  force  coercitive;  il  correspond  à  une  sorte  de  frot- 
tement magnétique. 

Les  résultats  paraîtront  plus  nets  si  on  les  traduit  par  une 
représentation  graphique. 

Supposons  qu'un  échantillon  de  fer  vierge,  c'est-à-dire  qui 
n'a  jamais  été  aimanté  ou  dont  le  magnétisme  antérieur  a  été 
détruit  par  recuit  au  rouge  vif,  soit  soumis  à  une  force  ma- 
gnétisante de  direction  constante,  qui  varie  à  partir  de  zéro. 

(<)  EwiKO,  Pftt'I.  Tran».  L.  R.  S.;  1885,  p.  16B. 
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Ea  fonclioD  de  la  force  magnétisante,  l'aimantation  continue 
serait  représentée  par  une  courbe  OL  (fig.  Sy). 

Si  l'on  interrompt  le  phénomène  à  raimantatîon  MP  et  que 
le  champ  diminue  ensuite  jusqu'à  zéro,  l'aimantation  corres- 
pondante est  représentée  par  une  courbe  difTérente  MCB  et 


Fig.  57. 

conserve  une  valeur  finie  OB.  Faisant  de  nouveau  croître 
le  champ  jusqu'au  maximum  primitif,  l'aimantation  reprend 
sensiblement  la  même  valeur  finale  MP,  mais  par  un  chemin 
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inférieur  BC'M,  de  sorte  que,  pour  une  même  valeur  intet^ 
médiaire  du  champ,  l'aimantation  est  plus  grande  dans  la 
phase  décroissante  que  dans  la  phase  croissante. 
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Supposons  maintenant  que  ta  force  magnétisante,  après 
avoir  varié  de  o  à  F,  passe  ensuite  de  +F  à  —F,  puis  de 

—  F  à  +  F,  etc. ,  et  que  les  mêmes  opérations  soient  répétées 
UD  certain  nombre  de  fois.  La  première  phase  d'aimantation 
étant  représentée  par  OM  (fig.  58),  ies  états  suivants  seront 
figurés  par  des  courbes  qui  tendent  à  devenir  symétriques  par 
rapport  à  l'origine;  elles  prennent  finalement  la  forme  NBN' 
dans  la  phase  de  décroissance  et  la  forme  symétrique  N'B'N 
dans  la  phase  de  croissance.  L'aîœantalion  est  nulle  pour 
deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  OÀ'  et  OA  de  la 
force  magnétisante. 

286.  Travail  d'aimantation.  —  L'énergie  potentielle  d'un 
aimant  dans  un  champ  magnétique  varie  avec  la  position  qu'il 
occupe  (253)  ;  nous  avons  déterminé  également  (279)  le  travail 
relatif  au  déplacement  d'un  corps  magnétique  k  perméabilité 
constante.  Le  problème  se  présente  sous  une  forme  différente 
quand  on  doit  tenir  compte  des  variations  de  perméabilité  et 
de  l'hystérésis. 

Considérons  d'abord  une  particule  aimantée,  équivalant  à 
deux  masses  ±m  séparées  par  la  distance  /,  c'esUà-dire  de 
moment  magnétique  1A=ml;  soient  V|  et  V3  les  potentiels  du 
champ  aux  points  oô  se  trouvent  respectivement  les  masses 

—  m  ei  -\-  m.  Si  la  particule  est  déplacée  d'une  quantité  très 
petite,  de  manière  que  ces  masses,  devenues  ±[m-i-dm), 
occupent  des  points  où  les  potentiels  sont  v;  et  Vi,  le  travail 
d'Y  du  champ  est 

Le  dernier  terme  de  la  seconde  parenthèse  de  la  dernière 
expression  représente  la  composante  H  du  champ  parallèle  à 
l'axe  magnétique  de  la  particule  dans  sa  position  primitive  ; 
le  premier  terme  est  la  valeur  H'  =  H-j-rfH  de  cette  compo- 
sante relative  à  la  position  finale;  enfin  le  facteur  de  cette 

parenthèse  est  M  -\-—^.  A  un  infiniment  petit  près  du  second 
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ordre,  le  travail  du  champ  sur  cette  particule,  pour  le  dépla- 
cement considéré,  est  donc 


Si  l'aimantation  est  rigide,  le  moment  magnétique  M  est 
une  constante  ;  dans  ce  cas,  le  travail  relatif  au  déplacement 
de  la  particule  entre  deux  points  où  les  composantes  du  champ 
sont  H|  et  Ha  a  pour  expression 

T,.,-M{Ha-H,), 

et  il  en  est  de  même  pour  tous  les  éléments  de  volume  de 
l'aimant  considéré.  Ce  travail  est  nul,  pour  un  cycle  fermé, 
où  l'aimant  revient  à  sa  position  primitive. 

Dans  les  autres  cas,  le  moment  magnétique  M  est  une 
quantité  variable  et  l'on  a,  pour  un  déplacement  fini. 


T./: 


MdH. 


On  doit  faire  ici  une  distinction  importante.  Si  l'aimanta- 
tion ne  dépend  que  de  la  valeur  actuelle  de  ia  force  magnéti- 
sante, le  moment  magnétique  M  est  une  fonction  uniforme 
du  champ  H  et  le  travail  T  est  encore  nul  pour  un  cycle  fermé, 
auquel  cas  chaque  particule  reprend  sa  position  [jrimilive 
dans  le  champ  supposé  invariable. 

Si  l'on  tient  compte,  au  contraire,  du  magnétisme  résiduel, 
ou  de  l'hystérésis,  le  moment  M  n'est  plus  une  simple  fonc- 
tion de  H;  le  travail  relatif  à  un  cycle  fermé  n'est  pas  nul. 

Quand  on  soumet  un  corps  h  uo  champ  magnétique  va- 
riable, le  travail  est  évidemment  le  même  que  si  le  corps 
était  déplacé  dans  un  champ  fixe  non  uniforme  où  il  serait 
soumis  aux  mêmes  variations.  Si  la  direction  du  champ 
reste  constante,  l'aimantation  est  en  chaque  point  parallèle  à 
la  force  magnétisante  totale  F,  y  compris  au  besoin  l'action 
des  couches  induites,  et  l'on  peut  remplacer  H  par  F.  Le  mo- 
ment magnétique  M  de  la  particule  de  volume  c  est  le  et  l'on 
a,  pour  une  variation  finie  du  champ. 
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Si  l'on  a  pris  pour  abscisse,  dans  la  fig.  58,  la  force  magné- 
tisante F,    l'intégrale  /  IrfF  relative  au  cycle  NN'  est  l'aire 
yix  de  la  surlace  NAN'A'N.  Cette  aire  représente  donc  le 


/ 


travail  qui  correspond,  par  unité  de  volume,  à  l'aimantation 
pendant  chaque  période. 

'L'induction  F|  dans  le  corps  aimanté  étant  égale  ii  F  +  4icl, 
on  peut  remplacer  rfF  par  liF,  —  i%à\  et  écrire 


Cidp=  ArfF, -4e  Ci'di. 


Pour  un  régime  établi  de  cycles  périodiques,  ta  dernière 
intégrale  est  nulle  h  chaque  cycle  et  il  reste 


/..F  =  /UF,. 


Si  donc  on  exprime  l'aimantation  en  fonction  de  l'induc- 
tion F,,  la  courbe  figurative  aura  une  forme  différente  RR', 
de  même  allure,  passant  encore  par  les  points  A  et  A',  mais 
l'aire  n'est  pas  modifiée. 

On  peut  ainsi  porter  l'induction  F|  en  ordonnées,  en  con- 
servant pour  abscisse  la  force  magnétisante;  on  a  alors 


r.ÇldP^  j'{F,-F)dP=  fp^dF-  ÇFdF. 


La  dernière  intégrale  est  encore  nulle  à  chaque  cycle  et 

l'aire    /  F,dF  de  la  nouvelle  courbe  est  le  produit  de  4^  par 

le  travail  d'aimantation  relatif  à  chaque  période. 

Le  travail  du  champ  relatif  à  chaque  cycle  peut  donc  être 
représenté  par  l'une  ou  l'autre  des  expressions  suivantes  : 


T  = 


K  j'ldF  =  p  j'ldF,=  j-fF,dF. 


Les  valeurs  OA'  et  OA,  égales  et  de  signes  contraires,  de 
la  force  magnétisante  ou  de  l'induction,  pour  lesquelles  l'ai- 

^lecfr.  «I  Ifagn.  —  t.  38 
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mantation  est  nulle,  peuvent  être  considérées  comme  une 
mesure  de  la  force  coercitive  du  fer  considéré;  elles  varient 
d'ailleurs  avec  l'amplitude  et  la  période  des  oscillations. 

Lorsque  l'aimantation  parait  ainsi  nulle,  le  métal  n'est  pas 
revenu  à  l'état  neutre;  il  garde  encore  la  trace  des  modifica- 
tions antérieures,  car  il  ne  reprendrait  pas  sous  rintluencc 
d'un  nouveau  champ  F,  l'aimantation  primitive  OM.  , 

Nous  examinerons  plus  tard  les  expériences  qui  ont  été 
réalisées  pour  l'étude  des  propriétés  que  présentent  à  ce  point 
de  vue  les  diiïérentes  variétés  de  fer  ou  d'acier. 

28T.  Circuits  magnétiques.  —  Rélnctance.  —  On  peut  main- 
tenant généraliser  la  notion  de  force  magnétomotrice  signalée 
précédemment  (252). 

Supposons  qu'au  voisinage  d'un  aimant  on  distribue  d'une 
manière  quelconque  un  ensemble  de  corps  magnétiques  iso- 
tropes. Tous  les  tubes  d'induction  que  l'on  peut  considérer 
dans  le  système  sont  fermés;  ils  traversent  l'aimant  dans  le 
sens  de  l'aimantation  et  rencontrent  ensuite  à  l'extérieur  une 
série  de  milieux  différents. 

Si  l'aimantation  des  corps  magnétiques  est  en  chaque  point 
parallèle  à  la  force  magnétisante  F,  l'induction  F,  peut  être 
représentée  par  jiF,  la  perméabilité  ji  dépendant  de  la  nature 
du  corps  et  de  la  valeur  du  champ. 

Dans  la  partie  extérieure  d'un  tube  élémentaire  de  section  S, 
le  flux  d'induction  <f  peut  s'écrire 


La  quantité  — ^r  peut  être  considérée  comme  une  résistance 

magnétique  dr,  que  l'on  appelle  réluclance,  de  l'élément  du 
tube  d'induction  qui  a  pour  longueur  dl.  On  obtiendra  ainsi, 
pour  les  éléments  successifs,  une  suite  de  fractions  égales  et, 

si  r  désigne  la  réluctance  totale  /  dr  du  tube  à  l'extérieur  de 

r,aimant,  il  en  résuite 


^/^ 
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Appelant,  de  même,  r,  la  valeur  de  l'intégrale    /  -^  relative 

i  la  portion  du  tube  comprise  dans  l'intérieur  de  l'aimant,  on 
a  aussi  ' 

fp.dl,       fFdl       Cr^dl,  -h  ÇFdl 


L'expression    1  Fff/ représente  le  travail  du  champ  sur  l'unité 

de  magnétisme  le  long  d'une  ligne  d'induction  à  l'extérieur 
de  l'aimant.  Comme  l'induction  F,  dans  l'aimant  est  la  résul- 
tante du  champ  et  de  4^:1.  le  numéMteur  de  la  dernière  frac- 
tion comprend  d'abord  le  travail  dii  champ  le  long  d'une  ligne 
fermée,  lequel  est  nul,  puis  le  travail  du  vecteur  4t^I  sur  le 
chemin  compris'  dans  l'intérieur  de  l'aimant. 

Ge  second  travail  est  le  produit  de  ^tc  par  la  somme  U  des 
puissances  magnétiques  de  l'aimant  lamellaire  équivalent  (250) 
que -rencontre  le  tube  considéré;  il  reste  donc 

. .  '  =  -F;T-r 

Le  numérateur  4^:0  de  cette  expression  représente  la  force 
magnélomolrice  du  tube  d'induction  et  le  dénominateur  sa 
réiuctance  totale. 

Le  flux  total  d'induction  qui  sort  de  l'aimant  est 

Si  l'aimant  est  lamellaire  et  que  sa  surface  latérale  soit  eo 
chaque  point  perpendiculaire  aux  feuillets,  la  vsdeur  de  U 
est  constante  pour  tous  les  tubes  d'induction;  en  désignant 
par  C  la  conductance  magnétique  totale  de  l'aimant  et  du 
milieu  qui  l'entoure,  on  a      .  '    . 

r, -(-/■ 

Les  tubes  d'induction  constituent,  à  proprement  parler,  des 
circuits  magnéUqaes  /"ermés  lorsJju'ils  ne  comprennent  que 
des  corps, de  grande  perméabilité  magnétique,  c  est-à-dire  du 
fer  plus  ou  moins  doux.  ' 
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Si  tous  les  lubes  d'induction  émanés  de  l'aimant  sont  ainsi 
des  circuits  magnétiques  fermés,  la  réluctance  est  alors  très 
faible  et  l'vmaDtation  induite  est  coniparable  à  l'électrisation 
que  prendrait  un  conducteur  dans  les  mêmes  circonstances; 
les  surfaces  en  contact  possèdent  des  quantités  de  magnétisme 
égales  et  de  sens  contraires.  Dans  ce  cas,  il  n'y  a  plus  de 
force  démagnétisante  et  la  valeur  de  U  ne  dépend  que  du 
magnétisme  rigide.  La  densité  du  magnétisme  &  la  surface 
de  l'aimant  est  en  chaque  point  la  projection  normale  IcosS 
de  l'aimantation  rigide  et  le  flux  d'induction  par  unité  de  sur- 
face est  4i:Icos9. 

288.  Aimants  armés.  —  Méthode  d'arrachement.  —  Si  l'on 
applique  ainsi  une  masse  de  fer  k  l'extrémité  d'un  cylindre 
aimanté  uniformément,  les  densités  magnétiques  sur  les  sur- 
faces S  en  regard  sont  sensiblement  égales  et  de  signe  con- 
traire, et  égales  à  l'aimantation  rigide  I.  Le  champ  de  cha- 
cune d'elles  dans  l'intervalle  qui  les  sépare  est  axi;  l'action 
exercée  par  Tune  des  couches  sur  l'unité  de  surface  de  l'autre 
est  a7cI.I^3i;I*  et  l'attraction  totale  a?cPS. 

En  désignant  par  j^  l'effort  nécessaire  pour  détacher  l'ar- 
mature dans  une  direction  normale,  on  a  donc 

La  mesure  de  P  permettra  donc  de  déterminer,  par  une  mé- 
Ihode  d'arrachement,  l'aimantation  du  cylindre. 

On  se  rapproche  beaucoup  de  ces  conditions  théoriques  par 
remploi  d'un  aimant  en  fer  à  cheval,  dont  les  pôles  sont  ter- 
minés par  des  surfaces  planes,  sur  lesquelles  on  applique  une 
large  armature  de  fer. 

Dans  ce  cas,  si  S  désigne  la  surface  totale  de  contact  de 
l'armature  sur  les  deux  pôles,  la  valeur  de  I  représentera  l'eii- 
mantation  moyenne  de  l'aimant. 

28d.  Influence  de  la  température.  —  Les  propriétés  magné- 
tiques des  corps  varient  avec  la  température,  tant  au  point  de 
vue  de  l'aiqiantation  induite  et  de  l'aimantation  permanente 
que  des  effets  temporaires. 

La  perméabilité  magnétique  du  fer,  pour  de  faibles  valeurs 
de  la  force  magnétisante,  reste  &  peu  près  invariable,  depuis 
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la  température  de  —  ao"  jusqu'au-delà  de  3oo',  et  diminue  en- 
suite rapidement,  puisque  le  métal  n'est  presque  plus  magné- 
tique à  ta  température  du  rouge  cerise;  il  semble  que  ta  per- 
méabilité doit  passer  par  un  maximum  à  une  température 
intermédiaire.  Les  phénomènes  sont  d'aitleurs  très  variables 
suivant  les  impuretés  du  métal,  la  trempe  et  la  force  magné- 
tisante ;  il  en  est  de  même,  à  plus  forte  raison,  pour  l'acier. 

Avec  le  nickel,  l'aimantation  temporaire  est  d'abord  crois- 
sante, de  0°  jusqu'à  zSo"  ou  260°,  diminue  ensuite  pour  s'an- 
nuter  vers  34o°;  l'aimantation  résiduelle  diminue,  au  con- 
traire, d'une  manière  continue. 

Pour  le  cobalt,  les  aimantations  temporaire  et  résiduelle 
vont  croissant  jusque  vers  335°.  et  c'est  seulement  à  la  tempé- 
rature de  fusion  du  cuivre  que  les  propriétés  magnétiques 
semblent  disparaître. 

290.  Conséquence  du  principe  de  Carnot.  —  En  dehors  des 
phénomènes  d'hystérésis  et  des  autres  causes  sur  lesquelles 
nous  aurons  &  revenir,  l'influence  de  la  température  sur  les 
coefïicients  d'aimantation  conduit  à  quelques  résultats  que  le 
principe  de  Carnot  (73)  permet  de  prévoir. 

1*  Si  l'on  opère  à  une  température  inférieure  au  rouge, 
mais  assez  élevée  pour  que  le  coefficient  d'aimantation  du  fer 
soit  décroissant,  ce  métal  doit  s'échauffer  quand  on  l'approche 
d'un  aimant,  c'est-à-dire  quand  on  le  soumet  à  l'action  d'un 
champ  magnétique  d'intensité  croissante,  et  se  refroidit  quand 
on  l'éloigné.  L'inverse  aurait  lieu  aux  températures  ordinaires 
si  le  coefflcient  d'aimantation  augmenta  d'abord  avec  la  tem- 
pérature, comme  l'expérience  semble  l'indiquer. 

a"  Les  mêmes  phénomènes  doivent  être  plus  marqués  pour 
le  nickel  et  le  cobalt,  puisque  le  maximum  d'aimantation  est 
alors  parfaitement  déterminé. 


DigmzcdbyGoOglC 


CHAPITRE   CINQUIÈME 


DES  AIMANTS 


291.  Procédés  daimautation.  —  Pour  aimanter  un  corps 
doué  de  force  coercilive,  un  barreau  d'acier  par  exemple,  on 
peut  le  placer  dans  un  champ  magnétique  constant  ou  sou- 
mettre successivement  ses  différents  points  à  l'action  d'un 
champ  variable,  comme  celui  qu'on  obtient  en  frottant  le 
J>arreau  avec  un  aimant. 

Ce  dernier  procédé  est  le  plus  ancien  et  le  plus  fréquem- 
ment employé.  Chacun  des  points  du  barreau  prend  h  chaque 
instant  une  aimantation  qui  dépend  de  l'aimantation  déjà 
acquise,  de  la  force  magnétisante  actuelle  et,  jusqu'à  un  cer- 
tain point,  du  temps  pendant  lequel  elle  agiL 

Quelle  que  soit  la  méthode  employée,  une  partie  du  magné- 
tisme développé  est  temporaire  et  disparaît  avec  les  forces 
extérieures.  Une  autre  partie  est  permanente  ou  résiduelle,  et 
toutes  les  expériences  montrent  que  ces  deux  espèces  d'ai- 
mantation ont  une  limite  maximum- 

Avec  le  fer,  l'aimantation  temporaire  est  plus  grande  et 
l'aimantation  résiduelle  plus  faible  que  pour  l'acier  ;  mais 
l'une  et  l'autre  ont  un  maximum  qui  dépend  uniquement  de 
la  quaUté  de  la  matière-  Dans  le  cas  des  forces  magnétiques 
très  faibles,  l'aimantation  parait  être  purement  temporaire 
aussi  bien  pour  l'acier  que  pour  le  fer. 

Le  problème  général  de  l'aim'antation  consisterait  à  déter- 
miner, pour  un  corps  de  forme  et  de  nature  données,  soumis 
à  des  forces  magnétiques  connues,  quelle  serait  en  chaque 
point  l'aimantation  temporaire  et,  ces  forces  extérieures  une 
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fois  supprimées,  ce  que  deviendrait  l'aiioantation  résiduelie. 
Ce  problème  n'a  été  résolu  théoriquement  que  dans  un  très 
petit  nombre  de  cas  particuliers. 

292.  Induction  d'un  aimaot  sur  lai-même.  —  Un  aimant  quel- 
conque, soustrait  à  toute  action  étrangère,  doit  être  considéré 
comme  renfermant  deux  espèces  de  magnétisme:  l'un  rigide, 
correspondant  aux  masses  magnétiques  maintenues  séparées 
par  ce  qu'on  appelle  la  force  coercitive;  l'autre  induit,  qui 
résulte  de  l'aimantation  temporaire  produite  par  le  champ 
intérieur.  Comme  la  direction  de  ce  champ  est  évidemment 
de  sens  contraire  à  celle  de  l'aimantation  rigide,  il  existe  en 
chaque  point  d'un  aimant  une  force  démagnéUsante,  dont  l'ac- 
tion continue  tend  à  diminuer  le  magnétisme  et  ramènerait 
le  système  progressivement  à  l'état  neutre,  si  elle  n'était 
équilibrée  par  d'autres  causes. 

Le  magnétisme  apparent,  c'esl^à-dire  celui  dont  on  observe 
les  effets  extérieurs,  résulte  de  la  superposition  de  ces  deux 
magnétismes,  rigide  et  induit. 

Si  le  coefficient  d'aimantation  k  du  miUeu  était  une  quan- 
tité constante  et  qu'en  outre  la  force  démagnétisante  fiXt  en 
chaque  point  parallèle  et  proportionnelle  à  l'aimantation  ri- 
gide I,  c'est-à-dire  de  la  forme  —CI,  l'aimantation  induite  I  '  au 
môme  point  serait  —kC\,  suivant  une  direction  opposée,  et 
l'aimantation  apparente  I-t-t' —  (i  —  ^C)!.  Dans  ce  cas,  le 
mode  de  distribution  du  magnétisme  résultant  serait  le 
même  que  celui  du  magnétisme  rigide. 

Cette  condition  se  trouve  réaUsée,  comme  on  l'a  vu  précé- 
demment (273),  pour  un  aimant  uniforme,  terminé  par  une 
surface  du  second  degré  et  dont  l'aimantation  est  parallèle 
à  l'un  des  axes  de  la  surface. 

Lorsque  l'aimant  est  placé  dans  un  champ  magnétique,  il 
se  produit  encore  une  nouvelle  aimantation  induite,  qu'on  ne 
peut  pas  négliger  en  toute  rigueur,  si  faible  qu'elle  soit,  et 
qui  trouble  l'état  primitif. 

Le  problème,  qui  consiste  à  déterminer  la  distribution  du 
magnétisme  apparent  dans  un  aimant,  ne  peut  être  abordé 
que  par  l'étude  des  actions  extérieures.  Nous  indiquerons  les 
principales  méthodes  expérimentales,  pour  en  préciser  la 
signilication  théorique. 
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293.  Moment  maguétiqne.  —  Le  couple  MF  sin6  (224)  pro- 
duit par  l'actioD  d'un  champ  uniforme  sur  uo  aimant  tend  à 
ramener  l'aimant  dans  la  direction  du  champ.  Si  le  champ  F 
est  assez  faible  pour  que  l'aimantation  induite  correspon- 
dante soit  négligeable,  le  moment  magnétique  M  est  indé- 
pendant de  l'angle  S  ;  on  donne  alors  le  nom  de  couple  direc- 
teur du  champ  sur  l'aimant  au  produit  constant  MF.  C'est 
avec  cette  restriction  seulement  que  la  méthode  des  oscilla- 
tions peut  être  appliquée  en  toute  rigueur. 

L'aimant  étant  mobile  autour  d'un  axe,  si  K  désigne  son 
moment  d'inertie,  M  la  composante  du  moment  magnétique 
perpendiculaire  k  l'axe,  H  la  composante  du  champ  également 
perpendiculaire  à  l'axe  et  n  le  nombre  des  oscillations  sim- 
ples par  seconde,  on  a 

(i)  MH  =  n»^»K, 

Tel  est  te  cas  d'un  aimant  suspendu  à  un  Hl  sans  torsion 
appréciable  et  soumis  à  l'action  du  champ  terrestre. 

Le  second  membre  de  l'équation  (i)  étant  déterminé  par 
l'observation  des  oscillations  et  par  tes  dimensions  du  bar- 
reau, on  connaît  le  couple  directeur  M  H.  En  répétant  l'expé- 
rience sur  un  second  aimant  M'  dans  le  même  champ,  on  en 
déduit  le  rapport  des  moments  magnétiques  : 

Une  autre  méthode  consiste  h  suspendre  l'aimant  à  un  lil 
métallique  dont  le  couple  de  torsion  pour  l'unité  d'angle 
est  C.  L'appareil  étant  réglé  d'abord  de  manière  que  l'axe  de 
l'aimant  soit  parallèle  au  méridien  magnétique,  auquel  cas  le 
R\  est  sans  torsion,  on  tourne  la  partie  supérieure  du  fîl  d'un 
angle  a;  l'équilibre  a  lieu  quand  l'aimant  a  été  entraîné  de 
l'angle  9  dans  le  même  sens  et  l'on  a 

(3)  MHsinO=C((i-6). 

La  même  expérience,  répétée  sur  un  autre  aimant,  donne 
encore,  par  comparaison, 

M'    sin6'_a'  — 6' 


(4) 
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Le  rapport  des  moments  magnétiques  s'obtient  ainsi  par 
des  angles  directement  observés,  sans  qu'il  soit  nécessaire 
de  faire  intervenir  les  moments  d'inertie.  La  méthode  est 
particulièrement  avantageuse  quand  il  s'agit  de  barreaux 
aimantés  où  la  distribution  du  magnétisme  est  sensiblement 
symétrique  par  rapport  à  l'axe,  parce  qu'on  peut  éliminer 
l'aimantation  induite  par  le  champ.  Si  l'on  choisit,  en  efTet, 
les  torsions  a  et  a'  de  manière  que  les  déviations  0  et  6'  soient 
voisines  de  90°,  l'aimantation  induite  est  parallèle  au  champ, 
par  raison  de  symétrie,  et  le  couple  correspondant  est  nul. 

Dans  la  plupart  des  recherches,  on  se  propose  seulement 
d'évaluer  les  rapports  des  moments  magnétiques.  Si  l'on  veut 
déterminer  ces  moments  eux-mêmes  en  valeurs  absolues,  il 
faut  connaître,  dans  les  équations  (i)  et  (3),  la  valeur  du 
champ  efficace  H.  Nous  reviendrons  plus  tard  sur  ce  pro- 
blème qui  exige  quelques  développements. 

294.  Étude  de  la  distlibution.  —  Le  champ  extérieur  d'un  ai- 
mant ne  peut  définir  que  la  couche  ftclioe  superficielle  capable 
de  produire  le  même  champ  (238)  ou  encore  l'aimant  lamellaire 
équivalent  (250),  sans  rien  apprendre  sur  la  distribution  réelle 
du  magnétisme  intérieur.  Il  convient  donc  seulement  d'exa- 
miner à  quel  degré  d'approximation  les  principales  méthodes 
employées  permettent  de  connaître  la  distribution  de  ces  cou- 
ches superficielles  de  masses  égales  et  contraires. 

Les  expériences  ont  porté  presque  exclusivement  sur  les 
aimants  en  forme  de  barreaux  cylindriques,  aimantés  aussi 
régulièrement  que  possible,  et  qui  paraissent  présenter  le  cas 
le  plus  simple. 

l.  Expériences  de  Coulomb.  —  La  méthode  de  Coulomb 
consiste  à  déterminer  le  champ  d'un  barreau  aux  différents 
points  d'une  ligne  parallèle  située  à  une  petite  distance,  ou 
plus  exactement  la  composante  du  champ  perpendiculaire  à 
la  direction  du  barreau.  Coulomb  admettait  que  cette  com- 
posante normale  est  proportionnelle  à  la  densité  de  la  couche 
fictive  superficielle  au  point  du  barreau  situé  en  regard,  sauf 
toutefois  quand  on  opère  au  voisinage  des  extrémités  ;  dans 
ce  cas,  il  déterminait  la  densité  soit  par  un  procédé  gra- 
phique, en  prolongeant  suivant  une  certaine  règle  la  courbe 
relative  aux  observations  antérieures,  soit  en  doublant  la 
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valeur  obtenue  en  face  de  l'extrémité,  pour  suppléer  à  l'inler- 
ruption  de  l'aimant. 

On  ne  peut  méconnaître  ce  qu'il  y  a  d'arbitraire  dans  ce 
mode  de  correction.  Il  est  d'ailleurs  tout  à  fait  inexact  que  la 
composante  normale  du  champ  en  un  point,  même  au  contact 
de  la  surface,  soit  proportionnelle  à  la  densité  de  la  couche 
fictive  correspondante  et  qu'elle  puisse  donner  directement 
la  distribution  du  magnétisme. 

Coulomb  déterminait  le  champ  dans  les  conditions  indi- 
quées par  deux  procédés  différents. 

Le  barreau  étant  placé  verticalement,  on  le  fait  glisser  de 
manière  que  ses  différents  points  se  trouvent  successivement, 
et  à  la  même  distance,  en  face  d'une  très  petite  aiguille 
aimantée  oscillant  autour  d'une  verticale  située  dans  le  méri- 
dien magnétique  qui  passe  par  l'axe  du  barreau.  L'aiman- 
tation de  l'aiguille  étant  supposée  invariable,  les  nombres 
d'oscillation  N  et  n  qu'elle  effectue  pendant  le  même  temps, 
dans  le  champ  terrestre  H  seul  et  en  face  de  l'aimant  dont 
ta  composante  horizontale  est  Fn,  donnent 


N= 


-■■■         -7       OU      }'„=U- 


La  différence  n-  —  N'  est  ainsi  proportionnelle  à  la  compo- 
sante normale  F„  du  champ  produit  par  le  barreau. 

Le  second  procédé  consiste  à.  mesurer  la  répulsion  exercée 
par  chaque  région  de  l'aimant,  à  une  distance  constante,  sur 
l'un  des  pôles  d'une  longue  aiguille  aimantée. 

L'aiguille  est  suspendue  par  un  fîl  métallique  et  réglée 
d'abord  dans  le  méridien  magnétique.  On  approche  de  l'un 
des  pôles  le  barreau  aimanté  maintenu  vertical  et  recouvert 
sur  la  face  correspondante  d'une  languette  de  bois;  on  déter- 
mine alors  la  torsion  du  fil  nécessaire  pour  ramener  l'aiguille 
dans  sa  position  primitive,  en  contact  avec  la  languette.  Ces 
torsions  sont  évidemment  proportionnelles  aux  composantes 
normales  du  champ  produit  par  le  barreau,  si  le  magnétisme 
du  pôle  de  l'aiguille  est  supposé  invariable. 

II.  Emploi  du  fer  doux.  —  Au  lieu  d'admettre  ainsi  que 
l'aimantation  du  corps  auxiliaire  n'est  pas  modifiée  par  le 
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barreau,  on  peut  employer  du  fer  doux  en  supposant  que 
l'aimantation  est  dans  chaque  expérience  proportionnelle  ù 
l'intensité  du  champ. 

Dans  la  méthode  de  torsion,  le  barreau  exercerait  cette  fois 
sur  l'aiguille  une  attraction,  plus  difficile  à  équilibrer,  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  composante  normale.  L'action 
exercée  sur  une  petite  aiguille  oscillante  serait  aussi  propor- 
tionnelle au  carré  du  champ,  mais  la  loi  des  oscillations  est 
alors  plus  complexe  (282). 

Un  autre  procédé  consiste  &  placer  un  moineau  de  fer  doux 
{cloa  d'épreuve  de  Jamin)  sur  les  ditîérents  points  de  l'ai- 
mant. Ce  corps  d'épreuve  étant  tiré  par  un  ressort  ou  attaché 
k  l'un  des  plateaux  d'une  balance  équilibrée,  l'allongement 
du  ressort  ou  la  charge  de  l'autre  plateau  nécessaire  pour  le 
détacher  de  l'aimant  déterminent  l'effortd'arrachement,  lequel 
est  encore,  avec  les  mêmes  restrictions,  proportionnel  au 
carré  de  la  composante  normale. 

Toutefois,  on  ne  tient  compte  ni  de  la  variation  du  coeffi- 
ficient  d'aimantation  avec  l'intensité  de  la  force  magnéti- 
sante, ni  des  modifications  apportées  par  la  présence  du  fer 
doux  dans  l'état  magnétique  du  barreau  précisément  sur  la 
région  que  l'on  explore.  Les  résultats  ne  paraissent  donc  pas 
aussi  bien  définis  que  ceux  qu'on  obtient  par  les  aimants. 

La  méthode  d'arrachement,  en  particulier,  ne  peut  conduire 
à  des  valeurs  bien  définies  que  dans  des  conditions  toutes 
différentes  (288). 

m.  Mesure  du  flux  d'induction.  —  L'emploi  des  courants 
induits  permet,  comme  on  le  verra  plus  loin,  de  déterminer 
le  Hux  de  force  ou  le  flux  d'induction  magnétique  qui  tra- 
verse un  circuit  fermé;  il  suffira  de  signaler  ici  cette  méthode 
importante  qui  donne  lieu  à  beaucoup  d'applications. 

Si  on  entoure  le  barreau  en  un  point  par  un  anneau  formé 
d'une  ou  plusieurs  spires  et  relié  à  un  galvanomètre,  et  que 
par  un  procédé  quelconque  on  supprime  brusquement  l'ai- 
mantation, le  galvanomètre  indique  un  courant  temporaire 
qui  constitue  une  véritable  décharge  électrique.  Cette  dé- 
charge, définie  par  l'angle  d'impulsion  de  l'aiguille,  est  pro- 
portionnelle au  produit  du  nombre  des  spires  par  le  flux 
total  d'induction  qui  traversait  le  plan  limité  par  l'anneau  au 
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point  considéré  ;  si  l'anneau  enserre  étroitement  le  barreau, 
le  flux  d'induction  qui  traverse  l'anneau  est  celui  qui  existe 
dans  la  section  même  du  barreau. 

L'anneau  étant  placé  au  même  point,  on  le  fait  glisser  sui- 
vant l'axe  du  barreau  de  manière  à  l'emporter  à  une  distance 
qu'on  puisse  considérer  comme  infinie  ;  le  courant  mesure 
cette  fois  le  flux  total  de  force  émané  de  l'aimant  it  partir  du 
point  de  départ. 

L'expérience  montre,  conformément  au  théorème  de  la 
conservation  du  flux  d'induction,  que  le  courant  est  le  même 
que  dans  le  cas  précédent. 

En  mesurant  de  l'une  ou  de  l'autre  manière  le  flux  corres- 
pondant aux  différents  points,  on  peut,  par  des  ordonnées 
proporlionnellea,  construire  une  courbe  qui  figure  l'état  ma- 
gnétique du  barreau.  La  courbe  a  une  ordonnée  maximum 
qui  correspond  à  la  ligne  neutre  ;  elle  s'abaisse  de  part  et 
d'autre  et  devient  asymptote  h  l'axe  du  barreau  supposé  pro- 
longé indéfiniment.  C'est  ce  que  Gaugain  appelait  courbe  de 
désaimantation . 

L'anneau  étant  placé  au  point  dont  la  distance  au  centre 
du  barreau  est  x,  si  on  le  fait  glisser  d'une  quantité  dr,  le 
courant  mesure  le  flux  de  force  extérieure  correspondant  à 
cette  longueur  dx,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  variation 
du  flux  intérieur  d'induction.  En  déplaçant  successivement 
l'anneau  de  quantités  égales,  on  pourra  construire  une  courbe 
dont  les  ordonnées  représentent  le  flux  de  force  extérieur 
relatif  à  chaque'élément  de  longueur  et,  par  suite,  la  compo- 
sante normale  E^x  différents  points.  Les  ordonnées  de  cette 
courbe  sont  proportiounelles  aux  dérivées  de  la  courbe  de 
désaimantation. 

La  méthode  d'induction  fournit  donc,  comme  les  précé- 
dentes, mais  cette  fois  d'une  manière  exacte,  les  valeurs  de  la 
composante  normale  en  chaque  point  du  barreau. 

295.  Propriétés  de  la  couche  superlîcielle.  —  La  couche 
fictive  superficielle,  qui  produit  les  mêmes  actions  extérieures 
que  l'aimant,  n'est  pas  en  équilibre,  mais  on  sait  (250)  que  sa 
densité  en  chaque  point  satisfait  à  la  relation 

(5)  4-ff  =  F„-+-F:, 
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dans  laquelle  F.  et  F^  désignent,  pour  deux  points  infiniment 
voisins  pris  de  part  et  d'autre  de  la  surfabe,  les  composantes 
normales  du  champ  extérieur  et  du  champ  intérieur,  comptées 
à  partir  de  la  surface.  Les  méthodes  qui  précèdent  donnent 
la  valeur  de  la  composante  F„,  mais  la  composante  ¥'„  est 
en  général  inconnue;  par  suite,  elles  ne  permettront  de 
déterminer  la  densité  de  la  couche  Active  que  dans  certains 
cas  particuliers. 

Il  peut  arriver,  en  effet,  que  ta  couche  fictive  puisse  rem- 
placer les  masses  magnétiques  qui  existent  réellement  dans 
l'aimant,  non  seulement  pour  les  points  extérieurs,  mais  aussi 
pour  les  points  intérieurs  ;  c'est  ce  qui  a  lieu  dans  les  phé- 
nomènes d'induction  magnétique,  lorsque  le  coefflcient  k  d'ai- 
mantation est  «oostant.  Dans  ce  cas,  il  existe  un  rapport 
constant  [>■  entre  les  composantes  normales  extérieure  et  inté- 
rieure, et  l'on  a  [j.Fn-l-Fa::=o,  ce  qui  donne 


(6) 


La  distribution  peut  alors  se  déduire  directement  de  la 
composante  normale  extérieure  en  chaque  point.  Il  n'en  est 
plus  de  même  si  le  coenictent  k  est  variable  et,  k  plus  forte 
raison,  s'il  existe  du  magnétisme  rigide. 

Les  méthodes  ordinaires  ne  donnent  donc  pas  directement 
la  distribution  de  la  couche  ûctive  dans  un  barreau  aimanté; 
on  ne  peut,  en  particulier,  considérer  l'abscisse  du  centre  de 
gravité  de  la  courbe  des  composantes  normales  comme  détei> 
minant  la  position  du  pôle.  II  suffit,  pour  s'en  convaincre, 
d'examiner  le  cas  d'un  cylindre  aimanté  uniformément  sui- 
vant une  direction  parallèle  à  l'axe.  Dans  ce  cas,  le  magné- 
tisme est  uniquement  superficiel  (261)  et  se  réduit  k  deux 
coûtées,  l'une  positive,  l'autre  négative,  distribuées  d'une 
manière  uniforme  sur  chacune  des  bases.  Il  est  facile  de  voir 
que  pour  la  surface  latérale  le  Hux  de  force  n'est  pas  nul; 
bien  que  la  densité  soit  nulle.  Le  centre  de  gravité  de  la 
courbe  qui  représente  le  flux  de  force  par  la  surface  latérale 
se  trouve  à  l'intérieur  de  l'aimant,  tandis  que  le  pôle  est  ri- 
goureusement situé  sur  la  surface  terminale. 
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Remarquons  encore  que,  si  les  composantes  normales 
extérieures  ne  déterminent  pas  la  distribution,  elles  permettent 
une  évaluation  approchée  de  la  masse  magnétique  de  chacun 
des  pôles.  En  effet,  le  flux  total  de  force,  considéré  d'un  côté 
ou  de  l'autre  de  la  ligne  neutre,  est  égal  au  produit  de  4^  par 
la  masse  de  la  couche  fictive  correspondant  à  ce  côté,  abs' 
traction  faite  du  flux  de  force  intérieur  qui  va  directement 
d'un  pôle  à  l'autre;  l'importance  relative  de  cette  dernière 
partie  est  évidemment  d'autant  moindre  que  la  section  de 
l'aimant  est  plus  petite  par  rapport  à  sa  longueur. 

Pour  un  barreau,  cette  masse  est  représentée  par  l'aire  de 
la  courbe  obtenue  en  prenant  comme  ordonnée  en  chaque 
point  la  valeur  de  la  composante  normale  du  champ  ou, 
plus  simplement,  par  l'ordonnée  maximum  de  la  courbe  de 
désaimantation. 

296.  Aimants  cyliadriques. —  Malgré  les  réserves  signalées 
plus  haut  sur  la  valeur  théorique  de  ses  méthodes,  les  expé- 


riences de  Coulomb  paraissent  donner  une  idée  assez  exacte 
de  la  distribution  du  magnétisme  dans  les  aiguilles  de  formé 
cylindrique. 

H  a  constaté  d'abord  que,  pour  les  aimants  courts,  c'est-à- 
dire  pour  ceux  dont  la  longueur  est  plus  petite  que  50  fois  le 
<liamètre,  la  composante  normale  en  chaque  point  (qu'il  con- 
fondait avec  la  densité)  est  proportionnelle  k  la  distance  au 
milieu  de  l'aimant. 

La  densité  linéaire  serait  donc  comparable  à  celle  que  pror 
produit  l'aimantation  uniforme  d'une  sphère  ou  celle  d'un 
ellipsoïde  parallèlement  h  l'un  des  axes. 

Là  courbe  de  distribution  est  alors  figurée  par  une  droite 
OB  (fig.  59)  faisant  un  certain  angle  a  avec  l'axe  OA  du  bar- 
reau. Une  droite  OB',  formant  le  prolongement  de  là  premi'èrci 
figurerait  le  magnétisme  négatif  sur  la  secoAde  moitié  du 
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barreau.  La  quantité  de  magnétisme  de  chaque  pôle  est  pro- 
portionnelle à  l'aire  du  triangle  OAB  et  le  centre  de  gravité 
de  la  surface  se  projette,  comme  pour  une  sphère,  au  tiers 
de  la  demi-longueur  du  harreau  à  partir  des  extrémités. 

Si  l'angle  a  est  le  même  pour  des  barreaux  de  même  sec- 
tion et  de  longueurs  différentes,  la  quantité  de  magnétisme 
est  proportionnelle  au  carré  de  la  longueur  et  le  moment 
magnétique  au  cube  de  la  longueur.  Coulomb  a  vérifié,  en 
effet,  que  cette  relation  est  sensiblement  exacte  pour  dea 
barreaux  de  même  nature  aimantés  h  saturation  par  les  pro- 
cédés dont  il  disposait. 

Si  le  barreau  est  long,  c'est-à-dire  si  la  longueur  L  dépasse 
5o  fois  le  diamètre  d,  le  magnétisme  est  insensible  sur  une 
certaine  longueur  de  part  et  d'autre  du  centre  et  peut  être 
encore  représenté  par  un  triangle  CAA'  (fig.  60)  dont  la  base 
occupe  une  longueur  égale  à  aS  fois  le  diamètre.  L'angle  a  de 
la  droite  figurative  des  densités  est  constant  pour  des  bar- 


reaux qui  ne  diffèrent  que  par  la  longueur.  La  quantité  de 
magnétisme  est  alors  constante  et  la  même  que  dans  un 
aimant  limite,  pour  lequel  on  aurait  L;=5oi^;  cette  quantité 
est  donc  proportionnelle  à  (5orf)*  et  le  moment  magnétique 

proportionnel  à  IL  — ^  '^1  (5o(/)'. 

Coulomb  ne  considère  toutefois  ces  résultats  que  comme 
une  première  approximation.  Il  a  constaté  que,  si  l'on  prend, 
à  partir  de  l'extrémité  A  d'un  aimant,  des  points  équidis- 
tants,  les  tangentes  successives  aux  points  correspondants 
de  la  courbe  figurative  font  entre  elles  des  angles  égaux.  En 
comptantles  abscises  à  partir  du  pointC,  la  courbe  qui  satis- 
fait à  cette  condition  est  donnée  par  l'équation  e~J— cos^jr; 
pour  les  petites  valeurs  de  x,  cette  courbe  se  confond  sensible- 
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ment  avec  un  arc  de  parabole  CB  tangente  à  l'axe  des  j;.  En 
appelant  /  la  distance  du  point  C  à  l'extrémité  de  l'aimant,  la 
quantité  de  magnétisme  est  alors  proportionnelle  à  />  et  le 
pôle  se  trouve  à  une  dislance  de  l'extrémité  égale  au  quart  de  L 

Le    moment  magnétique  est   proportionnel  à  IL \t*. 

Dans  cette  manière  de  concevoir  la  distribution,  le  moment 
magnétique  d'un  cylindre  très  long  par  rapport  à  son  dia- 
mètre tend  encore  ù  devenir  proportionnel  à  la  longueur, 
comme  dans  le  cas  d'une  aimantation  uniforme. 

29"].  Formules  empiriques.  —  Ces  deux  fragments  de  para- 
bole ne  représentent  pas  la  distribution  du  magnétisme  par 
une  fonction  continue.  Biot  {')  a  trouvé  que  l'on  satisfait  aux 
expériences  de  Coulomb  d'une  manière  très  exacte  par  la  for- 
mule exponentielle 

(7)  x  =  <v-'-v-'"~')* 

dans  laquelle/ est  le  magnétisme  en  un  point  situé  à  une  dis- 
tance X  d'une  des  extrémités,  a  et  |j^  des  constantes. 

Biot  arrive  à  cette  formule  en  assimilant  l'aimant  à  une  pile 
de  Volta  qu'il  considère  elle-même  comme  une  série  de  pla- 
ques dans  lesquelles  les  électricités  des  plaques  extrêmes  A 
et  B  dissimulenl  des  quantités  d'électricité  de  signes  con- 
traires variant  en  progression  géométrique  avec  le  nombre 
des  plaques.  Désignant  par  N  le  nombre  total  des  plaques, 
l'électricité  positive  de  A  dissimule  dans  la  n.'*"^'  plaque  une 
quantité  d'électricité  négative  exprimée  par  aa",  et  l'électricité 
négative  de  B  dissimule  dans  ce  même  élément  une  quantité 
d'électricité  positive  exprimée  par  aa'*~"'',  de  sorte  que  la  quan- 
tité d'électricité  libre  dans  cet  élément  est,  si  on  suppose  les 
charges  extrêmes  égales  entre  elles, 

Pour  passer  de  cette  formule  à  la  précédente,  il  suffit  de  poser 
N=3//>  et,  par  suite,  n=:xp,  en  appelant/)  le  nombre  de 
couples  par  unité  de  longueur,  et  de  prendre  (i.  =  <tP. 

{1)  J.-B.  Biot,  Tnili  de  Phyt.  exp.  et  Math.  L  Ut,  p,  16;  )8i8. 
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Il  paraît  difîicile  de  discuter  un  raisonnement  n'ayant  po'ur 
base  que  la  notion  vague  de  l'électricité  dissimuléç. 

298.  Formula  de  Green.  —  La  formule  donnée  par  Green  (<) 
se  rapporte  au  cas  d'un  cylindre  placé  dans  un  champ  uni- 
forme F  parallèle  à  l'axe  et  pour  lequel  le  -coefficient  d'aiman- 
tation est  constant.  En  appelant  aY  la  longueur  du  cylindre 
et  a  le  rayon  de  la  section,  supposée  circulaire,  la  densité 
linéaire  X,  à  la  distance  x  du  milieu,  serait 


(8) 


À  =  AFxa»p- 


le  facteur  ^  étant  défini  par  l'équation 

o,a3i863— 2£.ap-+- aoe=  7— î-^ . 

Maxwell  en  a  déduit  la  table  suivante  des  valeurs  corres- 
pondantes de  k  et  a^  : 


(X 

0 

00 

11,80 

0,07 

336.4 

0 

01 

9.'3 

0,08 

63,a 

0 

oa 

7.5» 

0,09 

48,41 

0 

o3 

6.32 

0,10 

29,47 

0 

04 

o,.43 

1,00 

ao,i8 

0 

o5 

0,000a 

10,00 

'4,79 

0 

06 

0,0000 

w 

Pour  des  valeurs  de  *  négatives,  la  quantité  g  deviendrait 
imaginaire;  les  mêmes  considérations  ne  semblent  donc  pas 
pouvoir  s'appliquer  aux  corps  diamagnétiques. 

La  formule  (8)  paraît  représenter  aussi  bien  le  magnétisme 
permanent  dans  les  barreaux  de  forme  cylindrique  que  le  ma- 
gnétisme temporaire  produit  par  un  champ  uniforme. 

Le  moment  magnétique  du  barreau  est 


M  =  2  r  -Uds. 


(>)  _0.  GnsBH,  M»tliem»tical  papert,  §  17. 
ÉUelr.  et  M^n.  —  i. 
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Comme  on  a 

^e>'~a~>^)sdx  =  {e*'  +  e-f)x——-. , 

on  obtient  ainsi,  en  remplaçant  le  produit  kF-r^a'  par  unecons" 
tante  A  proportionnelle  à  la  section  r.a*  du  cylindre, 

Green  a  vérifié  que  cette  valeur  du  moment  magnétique, 
dans  laquelle  on  considère  comme  une  constante  le  coefS- 
cient  ^,  qui  est  l'inverse  d'une  longueur,  s'accorde  d'une 
manière  remarquable  avec  les  déterminations  faites  par  Cou- 
lomb sur  des  aiguilles  qui  ne  différaient  que  par  la  longueur. 
L'accord  cesse  toutefois  d'être  satisfaisant  lorsque  la  longueur 
de  l'aiguille  devient  inférieure  è  aS  fois  le  diamètre. 

L'aire  ;n=   /  ^(£2^  de  la  courbe  des  densités,  c'est-ft-dire  la 

masse  totale  de  l'un  des  pôles,  a  pour  expression 


{.o) 


La  distance  des  centres  de  gravité  de  ces  deux  courbes,  ou 
la  distance  des  pôles  de  l'aimant,  serait  alors  le  quotient  du 
moment  magnétique  M  par  la  masse  m  de  cbaque  pôle. 

A  mesure  que  la  longueur  du  cylindre  augmente,  on  voit, 
parles  expressions  (9}  et  (lo),  que  le  moment  magnétique  tend 
à  devenir  simplement  proportionnel  à  la  longueur  et  la  masse 
de  cbaque  pôle  constante,  ces  deux  quantités  étant  propor- 
tionnelles à  la  section,  comme  pour  le  cas  d'un  cylindre 
aimanté  uniformément  dans  une  direction  parallèle  à  l'axe. 

La  formule  de  Green  présente  la  plus  grande  analogie  avec 
celle  qui  exprime  le  flux  latéral  d'électricité  qui  s'écbappe 
d'une  pile  à  colonne  entourée  d'un  milieu  conducteur  (195). 

Dans  le  cas  de  la  pile,  le  courant  total  qui  traverse  la  sec- 
tion dont  l'abscisse  est  x  a  pour  expression 

I^-fe— A?(eS'-l-e-?-^)], 
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et  le  courant  latéral  par  unité  de  longueur 

i=-^=A(."-.-"). 

Les  coeFncients  p  et  p',  conservant  une  signincation  ana- 
logue, représentent  ici,  par  unité  de  longueur,  la  résistance 
intérieure  du  cylindre  au  flux  d'induction  et  la  résistance  exté- 
rieure au  flux  de  force. 

En  exprimant  la  constante  A  en  fonction  de  la  résistance 
extérieure  Ri,  &  partir  des  faces  terminales,  on  a 


(■') 


'  (^-i?;)'"-(^-i^)-" 


Les  expressions  (8)  et  (  1 1  )  deviennent  identiques  si  l'on  sup- 
pose Ri  très  grand  par  rapport  à  p  et  que  ['on-pose 

La  distribution  du  flux  de  force  magnétique  est  alors  entiè- 
rement comparable  ft  ceUe  du  flux  latéral  d'électricité  pour 
une  pile  dont  la  force  électromotrîce  par  unité  de  longueur 
serait  proportionnelle  au  champ  magnétique. 

299.  Expériences  de  Jamin.  —  En  employant  la  méthode  du 
clou  d'épreuve,  Jamin  (')  a  étudié  une  série  de  lames  d'acier 
de  même  nature  aimantées  à  saturation,  et  déterminé  ainsi  ce 
qu'il  appelle  la  tension  magnétique  en  chaque  point. 

L'expression  empirique  de  cette  tension/  à  la  distance  r 
du  milieu  de  la  lame  se  ramène  à  la  suivante,  dans  laquelle, 
p  désignant  le  périmètre  et  s  la  section  du  barreau,  on  a  posé 


...^ 


les  coefficients  A  et  k  étant  des  constantes: 


(la)         ■    /  =  A~3c->'(i-p='^l(<-''-e-'^). 

Si  l'on  admet  que  la  tension  magnétique  représente  la  den- 
(i)  JAunt,  C.  B.  de  VAc&d.  Aa  «l'eiic»,  pusim:  1813  â  IB18. 
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site  superficielle  en.  -chaque  point,  la  quantité  dé  magnétisme 
par  unité  de  longueur,  ou  la  densité  linéaire,  est  >.  =/•/  et  le 
moment  magnétique  du  barreau  , 

M  =2  /    Xxdx:^  2p  I    yxdx. 

Comme  on  a  .- 

l'expression  du  moment  magnétique  devient 

M  =c  2A^s(i  -  e-"f^} L-\-e  -'>' -  '""."'^  ■ 

Avec  la  formule  (12),  le  moment  magnétique  tend  encore  à 
devenir  simplement  proportionnel  à  ta  longueur  et  à  la  section 
du  barreau  lorsque  l'aimant  est  très  long  par  rapport  h  ses 
dimensions  transversales. 

La  masse  de  chaque  pôle  est  alors 

m=p  Ç  /rfj7  — Aa(i  — e-"")!!  — e-'O*. 

et  l'on  en  déduirait  la  distance  des  pôles  par  le  rapport  des 
quantités  M  et  m. 

Cette  masse  tend  aussi  à  être  simplement  proportionnelle 
à  la  section,  de  sorte  que  les  résultats  à  la  limite  sont  encore 
comparables  à  ceux  que  donnerait  une  aimantation  uniforme 
parallèle  à  la  longueur  du  barreau. 

Si  la  tension  de  Jamin  représente,  au  contraire,  la  quantité 
de  magnétisme  par  unité  de  longueur,  le  moment  magnétique 
et  la  masse  de  chaque  pôle  sont  proportionnels  au  quotient 
de  la  section  par  le  périmètre,  c'est-à-dire  simplement  au  péri- 
mètre pour  des  sections  semblables.  Dans  ce  cas,  il  semble 
que  te  flux  d'induction  dans  la  section  moyenne  d'un  aimant 
permanent  se  limite  à  une  couche  superficielle  dont  l'épais- 
seur, d'ailleurs  très  petite,  dépendrait  de  la  nature  du  métal 
et  des  procédés  employés  pour  l'aimantation. 
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Ces  vues  paraissent  confirmées  par  l'observation,  car  il 
suffit  d'enlever  une  couche  très  mince  à  la  surface  d'une 
lame  aimantéer  soït  par  des  procédés  mécaniques,  en  l'usant 
h  la  meule  ou  à  la  lime,  soit  par  des  moyens  chimiques,  tel^ 
que  la  corrosion  par  un  acide,  pour  Faire,  disparaître  la  presque 
totalité  du  magnétisme. 

On  peut  même  superposer  plusieurs  couches  magnétiques 
différentes.  Après  avoir  aimanté  une  lame  d'acier  dans  uii  cer- 
tain sens,  on  la  soumet  à  l'action  d'un  champ  magnétique 
inverse  F,  dont  on  modifie  l'intensité  jusqu'à  ce  que  l'aiman- 
tatioD  apparente  ait  disparu.  Dans  ce  cas,  la  lame  n'est  pas 
revenue  cependant  à  Tétat  naturel,  car  elle  n'est  pas  modifiée 
par  un  champ  inverse  d'intensité  inférieure  à  F,  tandis  qu'elle 
prendrait  de  nouveau,  dans  un  champ  direct  plus  faihfe,  une 
aimantation  de  même  sens  que  la  première. 

Lorsque  le  magnétisme  semble  avoir  ainsi  disparu  par  l'ac- 
tion successive  de  deux  champs  de  directions  contraires,. on 
peut  supprimer  la  seconde  aimantation  en  enlevant  une  couche 
superficielle  de  faible  épaisseur  et  l'on  fait  alors  appacattre 
la  première  aimantation  directe. 

Cette  prédominance  des  couches  superllcielles  est  sans 
doute  un  phénomène  accidentel  particulier  à  l'acier,  et  qui 
tient  simplement  à  la  structure  mécanique  du  métal.  En  effet, 
quand  il  s'agit  de  barreaux  fortement  trempés,  comme  ceux 
que  l'on  recherche  pour  la  fabrication  désaimanta,  la  trempe 
est  nécessairement  très  inégale;  elle  se  produit  surtout  au 
voisinage  de  la  surface,  où  le  refroidissement  est  très  rapide, 
dé:sorte  que.  la  force  coercitive  est  maximum  dans  les  cou- 
ches superficielles.  L'action  inductive  et  la  force  démagnéti- 
sante se  manifestent  alors  dans  des  conditions  très  différentes 
-de  celles  qui  se  présentent  pour  les  corps  homogènes. 

300.  Hypothèses  sur  la  constitution  des  aimants,  t—  D'après 
la  théorie  de  Poisson,  l'aimantation  d'un  milieu  serait  pro- 
duite par  la  séparation  des  fluides  magnétiques  dans  l'intê- 
,  rieur  de  chaque  particule,  at,  comme  aucune  limite .  n'est 
assignée  à  la  quantité  de  fluide  neutre  qui  peut  exister  dans 
un  volume  déterminé,  l'aimantation  pourrait  èllè-méme  croître 
sans  limites. 

Nous  verrons  plus  loin  comment  Ampère,  partant  des  pro- 
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priétés  magnétiques  des  courants  électriques,  a  été  conduit  h 
admettre  que  chaque  particule  d'un  corps  magnétique  est 
entourée  k  l'état  naturel  par  un  courant  électrique  infiniment 
petit  et  constitue  un  aimant  élémentaire.  Dans  un  corps  ma- 
gnétique soustrait  à  toute  force  extérieure,  ces  aimants  élé- 
mentaires, n'étant  soumis  qu'à  leurs  actions  réciproques, sont 
orientés  indifféremment  suivant  toutes  les  directions. 

Lorsque  le  corps  considéré  est  soumis  à  l'action  d'un  champ 
magnétique,  les  axes  des  différentes  particules  aimantées 
tendent  k  prendre  en  chaque  point  la  direction  du  champ,  et 
'  l'aimantation  qui  en  résulte  pour  le  milieu  est  d'autant  plus 
grande  que  ces  particules  ont  été  déviées  davantage  de  leur 
direction  primitive.  S'il  arrivait  que  les  axes  de  toutes  les 
particules  devinssent  paraUèles  entre  eux,  l'aimantation  du 
milieu  atteindrait  une  valeur  maximum. 

Telle  est  la  conséquence  que  W.  Weber  a  déduite  des  vues 
d'Ampère,  et  toutes  les  expériences  semblent  confirmer,  en 
effet,  qu'il  existe  une  limite  à  l'aimantation. 

301.  Théorie  de  Weber.  —  Admettons,  avec  Weber,  que 
chaque  unité  de  volume  renferme  n  molécules  magnétiques  et 
que  te  moment  de  chacune  d'elles  soit  égal  à  m.  Si  les  axes 
de  toutes  ces  molécules  étaient  paraUèles  entre  eux  et  de 
même  sens,  le  moment  magnétique  de  l'unité  de  volume  serait 
H=:njn,  et  l'aimantation  du  milieu  un  maximum. 

Lorsque  le  milieu  est  b  l'état  neutre,  les  molécules  sont 
orientées  indifféremment  dans  toutes  les  directions.  Pour 
exprimer  cette  propriété,  menons  par  le  centre  d'une  sphère 
un  rayon  parallèle  à  chacun  des  axes  des  n  molécules;  les 
extrémités  de  ces  rayons  seront  distribuées  sur  la  sphère 
d'une  manière  uniforme. 

Le  nombre  des  molécules  dont  les  axes  font  avec  une  direc- 
tion déterminée,  que  nous  prendrons  pour  axe  des  x,  >un  angle 

inférieur  k  aest-(i — co83);etIe  nombre  des  molécules  dont 

les  angles  avec  l'axe  des  x  sont  compris  entre  a  et  a+da  est 

égal  k  -sinarfa. 

Supposons  maintenant  que  ce  milieu  soit  situé  dans  un 
champ  uniforme  dont  l'intensité  X  est  parallèle  i  Vaxe  des  x. 
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et  considérons  l'action  qui  s'exerce  sur  une  molécule  dont 
l'axe  magnétique  fait  l'angle  a  avec.la  direction  du  champ. 

Si  cette  molécule  était  libre,  son  axe  se  placerait  dans  une 
direction  parallèle  au  champ,  de  sorte  que,  toutes  les  autres 
molécules  éprouvant  une  rotation  analogue,  le  milieu  attein- 
drait te  maximum  d'aimantation  sous  l'influence  d'un  champ 
quelconque,  même  infiniment  faible. 

Comme  il  n'en  est  pas  ainsi,  on  doit  admettre  que  chaque 
molécule  est  sollicitée  à  reprendre  sa  direction  primitive  par 
une  action  antagoniste  qui  provient,  soit  de  la  constitution 
même  du  milieu,  soit  des  réactions  que  les  molécules  aiman- 
tées exercent  les  unes  sur  les  autres. 

L'hypothèse  ta  plus  simple  est  de  supposer  que  cette  action 
antagoniste  D  est  constante  et  agit  suivant  la  direction  primi- 


Fig.  6i. 

tive  de  chaque  molécule.  La  direction  nouvelle  de  l'axe  d'une 
molécule  dans  sa  position  d'équilibre  est  donnée  alors  par 
celle  de  la  résultante  de  D  et  X. 

Traçons  une  sphère  dont  le  rayon  OP  (fig.  6i)  soit  égal  à 
la  réaction  D  du  milieu,  et  prenons,  à  partir  du  centre,  une 
longueur  0  S  égale  et  opposée  à  l'intensité  X  du  champ. 

Une  molécule  dont  l'axe  était  dirigé  primitivement  sui- 
vant OP  est  soumise  aux  deux  forces  SO  et  OP  dont  la  résul- 
tante est  SP.  Si  le  point  S  est  situé  dans  l'intérieur  de  la 
sphère,  c'est-à-dire  si  la  réaction  du  milieu  est  plus  grande 
que  l'intensité  du  champ,  les  axes  des  molécules  déviées 
seront  encore  orientés  dans  toutes  les  directions,  mais  non 
plus  d'une  manière  uniforme. 

Si  le  champ  est  supérieur  à  la  réaction  du  milieu,  le  point  S 
se  trouve  en  dehors  de  la  sphère  (6g.  63)  et  les  axes   des 
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molécules  déviées  sont  tous  compris  dans  lïatérieur  Su  côn& 
TST'  tangent  à  la  sphère. 

Soit  6  l'inclinaison  finale  sur  le  champ  X  de  l'axe  d'une 
molécule  dirigée  d'abord  suivant  l'angle  a,  R  la  résultante  de 
la  Torce  magnétisante  X  et  de  la  réaction  D  du  milieu.  La 
molécule  a  tourné  de  l'angle  ^  —  a  —  9  et  la  condition  d'équi- 
libre est 

mXsÏDQ  t:=  mï)  sia  ^  ^=  ml>  sia (x  —  6), 

Le  milieu  étant  supposé  homogène  et  isotrope,  l'aimanta- 
tion résultante  I  est  la  somme  des  projections,  sur  la  direc- 


tion du  champ,  des  moments  magnétiques  de  toutes  les  molé- 
cules comprises  dans  l'unité  du  volume. 

La  projection  du  moment  d'une  molécule  est  mcosô;  le 
nombre  de  celles  qui  faisaient  primitivement  l'angle  a  avec 

t'axe  des  x  étant  -siaott^a,  la  résultante  a  pour  expression 

Le  triangle  SOP  donne 

R>  =  D»-f-X»  +  2DXcosa, 

R(eR  =  — DXsinarfa, 
D»  =  R»-hX*  — aRXcose. 
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Ëii  exprimant  ainsi  les  angles  a  et  d  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  R,  il  vient 

Dans  le  premier  cas  (fig.  (>i),  où  l'on  a  X<;D,  les  limites 
de  l'intégrale  sont  R»  =  D  +  X  et  R,  —  D  —  X. 

Dans  le  second  cas,  où  X;>D,  les  limites  de  l'intégration 
sont  R,:=X-t-Det  R,  — X  — D. 

Toutes  réductions  faites,  il  vient  alors  : 


-     ■  Quand    X<D,       I  =  ^Mg; 

—  X  =  D,       I  =  |M; 

—  X=oc,       I  =  M. 

D'après  cette  théorie,  l'aimantation  est  d'abord  proportion- 
nelle au  champ  extérieur  jusqu'à  ce  que  celui-ci  soit  égal  &  la 
réaction  du  milieu,  auquel  cas  raimantation  atteint  les  deux 
tiers  de  sa  valeur  maximum.  Puis,  quand  le  champ  continue 
d'augmenter,  l'aimantation  croît  moins  rapidement  et  tend 
vers  une  limite  lînie. 

La  courbe  qui  représente  l'aimantation  en  fonction  de  la 
force  magnétisante  (283)  devrait  donc  se  composer  d'abord 
d'une  partie  rectiligne  OA  (fig.  56)  prolongée  par  une  courbe 
A.L  asymptote  à  une  droite  horizontale  CD  correspondant  à 
l'aimantation  maximum.  C'est  le  résultat  auquel  on  arrive  en 
admettant  que  le  coefïïcient  d'aimantation  k  est  d'abord  cons- 
tant pour  les  faibles  forces  magnétisantes  et  diminue  ensuite 
de  plus  en  plus. 

Les  expériences  de  W.  Weber  lui-même  s'accordent  d'une 
manière  satisfaisante  avec  cette  loi,  mais  nous  avons  vu  pré- 
cédemment que  le  coefficient  d'aimantation  ne  peut  pas  être 
considéré  comme  une  constante,  même  pour  les  plus  petites 
forces  magnétisantes. 


DigmzcdbyGoOglC 


458  MAGN^SME. 

La  théorie  de  Weber  ne  rend  pas  compte  de  ces  premières 
variations  du  coeHicient  d'aimantation  ;  d'autre  part,  elle  De 
fait  rien  prévoir  au  sujet  du  magnétisme  résiduel. 

302.  Hodilication  de  Haxwell.  —  Pour  combler  cette  dernière 
lacune,  en  restant  dans  le  môme  ordre  d'idées,  Maxwell  sup- 
pose dans  le  milieU'Une  sorte  d'élasticité  imparfaite.  Il  admet 
que  les  axes  des  molécules  magnétiques  reviennent  à  leur 
position  primitive,  après  la  suppression  de  la  force  magnéti- 
sante, tant  que  la  rotation  qu'elles  ont  éprouvée  reste  infé- 
rieure à  une  certaine  valeur  ^g.  mais  que  ces  axes  conservent 
une  déviation  permanente  égale  à  ^  —  ^„  lorsque  la  rotation 
^  a  été  plus  grande  que  la  limite  inférieure  P,.  La  déviation 
3  —  @,  peut  être  considérée  comme  définissant  l'état  permanent 
de  la  molécule. 

Cette  hypothèse  ne  représente  sans  doute  pas  la  réalité  des 
phénomènes,  mais  elle  peut  en  donner  une  idée  approximative 
et  permet  de  soumettre  le  problème  au  calcul. 

D'après  Maxwell  on  peut  déduire  de  cette  hypothèse,  par 
un  calcul  analogue  au  {«recèdent,  l'aimantation  temporaire  I 
et  l'aimantation  permanente  V.  En  posant  L  =  Dsin0,,  on 
obtient  ainsi  : 

Quand  X<L, 

j         2         X  , 

I  =  5Mg,        I=o; 
Quand  X  =  L, 


PourL<X<D, 


.nX 


-ë)[v/-S-Vg-l^]' 
-(-ë)(-ë)^ 
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PourX>D, 

L3D"^a     6X"'       s™  SXîD" 


„      Mr        h' 
Enfin  pour  X=:  ce, 


-•  -fl-vA^ë) 


La  figure  63  représente  la  marche  du  phénomène  pour  les 
valeurs  particulières  :  M  =  looo,  L  =  3,  0  =  5.  Les  forces  ma- 


i          ]___ 

-A- 

/^"^      .-^^ 

Fig.  63. 

gnétisantes  sont  prises  comme  abscisses;  tes  ordonnées  de  la 
courbe  OAB  représentent  le  magnétisme  temporaire,  celles 
de  la  courbe  O'A'  le  magnétisme  résiduel.  La  première  se 
compose  d'abord  d'une  portion  rectiligne  correspondant  eux 
valeurs  de  X  comprises  entre  o  et  L,  puis  elle  se  relève  brus- 
quement et  s'approche  rapidement  de  son  asymptote.  La 
courbe  du  magnétisme  résiduel  ne  commence  que  lorsque  X 
est  égal  à  L,  le  maximum  M'  vers  lequel  elle  tend,  et  qui  est 
figuré  par  la  droite  CD',  est  égal  à  o,8iM> 

On  doit  remarquer  que  le  magnétisme  résiduel  ainsi  calculé 
correspond  au  cas  où  l'aimantation  du  corps  lui-même  ne 
produit  qu'une  force  démagnétisante  insensible  ;  ces  résultats 
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conviennent  donc  seulement  à  un  corps  très  allongé  aimanlé 
dans  le  sens  longitudinal^ 

Il  est  difficile  d'admettre  qu'une  courbe  discontinue  comme 
celle  qui  figure  le  magnétisme  temporaire  puisse  être  l'ex- 
pression exacte  du  phénomène.  On  déduit  toutefois  de  cette 
théorie  des  conséquences  curieuses  relatives  à  l'action  succes- 
sive de  forces  magnétisantes  de  signes  contraires  et  qui  sont 
vérifiées  par  l'expérience. 

Supposons  qu'une  pièce  de  fer,  après  avoir  été  soumise  à 
l'action  d'un  champ  X„,  ait  acquis  une  aimantation  perma- 
nente. Un  autre  champ  X,  de  même  sens  est  sans  effet  tant 
qu'il  reste  inférieur  à  X,,  et,  pour  une  valeur  plus  grande  que 
X^,  le  magnétisme  résiduel  est  leméme  que  si  le  champ  pri- 
mitif X^  n'avait  pas  agi.  " 

Si  le  nouveau  champ  —  X»  est  de  sens  contraire,  il  produit 
un  effet  permanent  bien  avant  qu'il  atteigne  X^;  pour  une  cer- 
taine valeur,  l'aimaatation  résiduelle  du  fer  paraîtra  annulée, 
mais  le  métal  n'est  pas  à  l'état  neutre,  car  il  est  insensible  k 
l'action  d'un  champ  —  X,  tant  que  X  est  inférieur  à  X^,  tandis 
qu'un  champ  posïtif-plus  faible  produit  une  aimantation  per- 
manente dans  la  direction  primitive. 

On  aurait  ainsi,  même  pour  un  corps  homogène,  des  effets 
analogues  à  ceux  que  Jamin  a  observés  (299)  sur  les  lames 
d'acier  trempé. 

303.  Variations  avec  la  température.  —  Le  magnétisme 
induit  par  un  aimant  sur  lui-même  offre  peut-être  le  moyen  le 
plus  simple  d'expliquer  l'influence  de  la  température. 

11  est  naturel  d'Admettre  que  le  magnétisme  rigide  n'est 
pas  altéré  par  de  faibles  variations  de  température,  puisque 
l'aimantation  reprend  sa  valeur  primitive  quand  l'aimant 
revient  lui-même  à  sa  température  initiale.  D'autre  part,  on 
conçoit  difficilement  que  le  magnétisme  rigide  puisse  réparer 
ses- pertes,  car  toutes  les  actions  intérieures  tendent  &  le  dimi- 
nuer. Dans  cet  ordre  d'idées,  l'afTaiblissement  temporaire  du 
magnétisme  serait  dû  simplement  à  un  accroissement  du  ma- 
gnétisme induit  et,  par  suite,  le  coefficient  d'aimantation  ^- 
devrait  croître  d'abord  avec  la  température. 

Pour  des  températures  plus  élevées,  au-dessus  de  loo"  par 
exemple,  l'affaiblissement  est  définitif;  le  magnétisme  rigide 
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a  donc  été  lui-même  altéré.  On  ne  peut  pas  dire  alors  si  le 
coefficient  d'aimantation  continue  de  croître  avec  la  tempéra- 
ture, puisque  deux  causes  agissent  en  même  temps.  Comme 
le  ter  et  l'acier  au  rouge  vif  ne  sont  même  plus  attirables  A 
l'aimant,  il  faut  admettre  que  le  coefficient  d'aimantation 
devient  alors  nul  ou  du  moins  extrêmement  faible. 

Il  semble  donc  que,  pour  l'acier  et  le  fer,  le  coefficient  d'ai- 
mantation doit  croître  d'abord  avec  la  température  pour 
diminuer  ensuite  jusqu'à  zéro,  de  manière  à  passer  par  un 
maximum  à  une  température  déterminée. 

S'il  en  est  ainsi,  un  barreau  aimanté  à  une  température 
inférieure  à  celle  du  maximum  doit  perdre  du  magnétisme 
apparent  quand  on  l'échauffé,  et  l'inverse  doit  se  produire 
pour  un  barreau  aimanté  à  une  température  supérieure  à  celle 
du  maximum. 

L'expérience  montre  que  les  choses  se  passent  ainsi  avec  le 
cobalt.  Pour  le  fer  et  l'acier,  les  faits  connus  jusqu'à  présent 
s'accordent  en  partie  avec  cette  manière  de  voir;  mais  il  existe 
trop  peu  d'expériences  bien  définies  pour  qu'on  puisse  appré- 
cier jusqu'à  quel  point  elle  se  rapproche  de  la  vérité,  et  les 
phénomènes  réels  paraissent  plus  complexes. 
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304.  méthode  de  GauBS  (').  —  La  représeotation  du  magné- 
tisme terrestre  par  l'hypothèse  d'un  aimant  central  ou  par 
les  hypothèses  équivalentes  ne  constitue  qu'une  première 
approximation  assez  grossière  des  phénomènes.  Le  problème 
est  en  réahté  beaucoup  moins  simple;  Gauss  l'a  traité  d'une 
manière  tout  à  fait  générale  en  admettant  que  les  effets  obser- 
vés à  la  surface  terrestre  sont  dus  uniquement  à  l'action  de 
masses  magnétiques. 

Quelle  que  soit  la  distribution  de  ces  masses,  qu'elles 
soient  à  l'intérieur  du  globe  ou  à  l'extérieur,  les  actions  élé- 
mentaires étant  fonction  de  la  distance,  le  champ  magné- 
tique en  chaque  point  est  déterminé  par  un  potentiel. 

Les  surfaces  de  niveau  sont  déterminées  par  des  valeurs 
constantes  du  potentiel  V  pour  chacune  d'elles. 

Le  champ  magnétique  est  normal  en  chaque  point  à  la  sur- 
face de  niveau  correspondante.  Son  intensité  F  est  la  dérivée, 
prise  en  signe  contraire,  du  potentiel  suivant  la  normale  à  la 
surface  de  niveau,  et  la  composante  du  champ  parallèle  à  une 
direction  quelconque  est,  de  même,  égale  et  de  signe  con- 
traire à  la  dérivée  partielle  du  potentiel  par  rapport  celle 
direction  (21). 

En  général,  les  surfaces  de  niveau  sont  formées  d'une 
nappe  unique,  mais  il  peut  arriver,  pour  une  distribution  par- 
ticulière des  masses  agissantes,  que  la  surface  correspon- 

(1)  Gai'bs,  AUgemeine  Théorie  des  Erdmagneliimni.  —  Itesullale  ans  den 
Beob.  de»  maga.  Verein»  îm  Mire  183S;  Leipzig,  1S29. 
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dant  à  une  valeur  déterminée  du  potentiel,  soit  composée  de 
plusieurs  nappes  distinctes;  chacune  de  ces  nappes  est  d'ail- 
leurs fermée,  puisque  le  potentiel  devient  nul,  en  tous  cas, 
k  une  grande  distance. 

305.  Parallèles  et  méridieaneB  magnétiques.  —  Si  l'on  trace 
les  surfaces  de  niveau,  un  certain  nombre  d'entre  elles  ren- 
contrent la  surface  de  la  Terre  suivant  des  lignes  de  niveau, 
qu'on  ap'pelle  parallèles  magnétiques. 

Comme  ces  parallèles  appartiennent  en  même  temps  à  la 
surface  de  la  Terre  et  à  la  surface  de  niveau  correspondante, 
ils  sont  perpendiculaires  en  chaque  point  à  la  verticale  et  à 
la  direction  du  champ  magnétique,  e'est-à-dire  au  méridien 


Fig.64. 

magnétique  du  lieu,  et,  par  suite,  à  l'intersection  de  ce  méri- 
dien avec  la  surface  de  la  terre,  c'cstrà-dire  k  la  méridienne 
magnétique.  Les  parallèles  magnétiques  forment  ainsi  à  la 
surface  de  la  sphère  terrestre  un  système  orthogonal  aux 
méridiennes  magnétiques,  lesquelles  ne  sont  plus  des  arcs  de 
grands  cercles. 

Considérons  les  parallèles  correspondant  à  des  surfaces  de 
niveau  infiniment  voisines. 

Soit  F  le  champ  magnétique  au  point  P  (fig.  64),  sur  la  sur- 
face de  potentiel  V,  H  la  composante  horizontale  du  champ, 
I  l'inclinaison  et  ds  un  élément  de  la  courbe  méridienne  ma- 
gnétique correspondante.  On  a  évidemment 

(■)  H=-^  =  Fco,.. 

La  composante  horizontale,,  normale  en  chaque  point  au 
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parallèle  magnétique,  est  donc  en  raison  inverse  de  la  dis- 
tance  de  deux  parallèles  consécutifs  ;  mais  l'intensité  totale 
et  la  composante  horizontale  ne  sont  plus  nécessairement 
constantes  le  long  d'un  parallèle  magnétique,  comme  cela 
avait  lieu  dans  la  théorie  de  Biot. 

306.  Equateur  magnétique-  —  La  somme  des  masses  ma- 
gnétiques étant  nulle  pour  l'ensemble  du  système,  et  aussi 
séparément  pour  chacun  des  corps  aimantés  qui  le  consti- 
tuent, il  existe  une  surface  de  niveau  sur  laquelle  V  =  o  ;  cette 
surface  de  potentiel  nul  coupe  la  surface  du  globe  terrestre 
suivant  sa  ligne  neutre,  s'il  est  le  seul  corps  magnétique,  ou 
dans  le  voisinage  de  cette  ligne  si  les  autres  corps  magnéti- 
ques sont  suffisamment  éloignés. 

Le  parallèle  de  potentiel  nul  est  Végaaleur  magnétique  ;  le 
long  de  l'équateur,  l'intensité  du  champ  n'est  pas  constante 
et  sa  direction  n'est  pas  non  plus  nécessairement  horizontale, 
tandis  que,  dans  la  théorie  de  Biot,  l'équateur  était  une  ligne 
d'inclinaison  nulle. 

L'équateur  magnétique  sépare  à  la  surface  de  la  terre  les 
points  pour  lesquels  le  potentiel  est  positif  de  ceux  pour  les- 
quels le  potentiel  est  négatif.  De  part  et  d'autre  de  l'équa- 
teur, la  valeur  absolue  du -potentiel  va  en  croissant  d'une 
manière  continue. 

301.  Pôles  magnétiques  terrestres.  —  On  donne  habituel- 
lement le  nom  de  pôles  magnétiques  terrestres  aux  points  de 
la  surface  où  le  potentiel  est  maximum  ou  minimum.  Un  pôle 
est  un  point  où  la  surface  de  niveau  devient  tangente  à  la 
surface  de  la  terre;  le  champ  y  est  évidemment  vertical. 

Le  nombre  des  pôles  est  de  deux  au  minimum,  car  on 
trouve  au  moins  deux  points  où  cette  dernière  condition  est 
réalisée,  mais  il  peut  en  exister  un  plus  grand  nombre.  Sup- 
posons, par  exemple,  qu'il  y  ait  deux  pôles  P  et  P'  (fig.  65} 
situés  dans  la  région  positive,  c'est-à-dîre  sur  l'hémisphère 
sud.  Ces  pôles  pourraient  appartenir  à  une  même  surface  de 
niveau  qui  aurait  deux  points  de  contact  avec  la  surface  de 
la  sphère  ;  mais  on  doit  les  considérer,  d'une  manière  plus 
générale,  comme  appartenant  à  deux  surfaces  de  niveau  diffé- 
rentes, de  potentiels  Vm  et  y'„,  V^  étant  plus  grand  que  V™. 

Puisque  les  points  P  et  P'  correspondent  h  un  maximum  de 
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potentiel  sur  la  surface  S,  le  potentiel  décroit  dans  tous  les 
sens  autour  de  chacun  d'eux  et  oa  peut  toujours  choisir  une 
valeur  V|,  intermédiaire  entre  V™  et  V^,  telle  que  l'intersec- 
tion de  la  surface  de  niveau  correspondante  avec  la  surface 
de  la  Terre  donne  deux  courbes  fermées  S  et  S',  isolées  l'une 
de  l'autre  et  dont  chacune  entoure  l'un  des  pdles^  on  peut 
prendre  aussi  une  valeur  V]  du  potentiel  assez  petite  pour 
que  la  courbe  d'intersection  Si  correspondante  comprenne 
les  deux  pôles. 

En  faisant  varier  le  potentiel  d'une  manière  continue,  de- 
puis V,  jusqu'à  Vj,  on  trouvera  une  valeur  V»  pour  laquelle  les 


deux  courbes,  précédemment  séparées,  arriveront  au  contact, 
pour  se  confondre  en  une  seule  Su  ;  la  réunion  pourra  se 
faire,  soit  par  un  simple  point  de  croisement  corome  dans  ta 
figure  65,  soit  par  un  plus  grand  nombre  de  points  d'intei> 
section  ou  de  contacta 

Soit  O  l'un  de  ces  points  multiples  d'une  courbe  de  niveau. 
Il  est  évident  d'abord  que  la  composante  horizontale  y  est 
nulle  et  que,  par  suite,  le  point  répond  à  la  définition  ordi- 
naire des  pôles  ;  seulement,  dans  la  région  qui  l'entoure,  on 
trouve  suivant  certaines  directions  des  potentiels  croissants 
et,  suivant  d'autres,  des  potentiels  décroissants  ;  pour  les 
ÉlKtr.  ci  Magn.  —  i.  3o 
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premières  directions,  le  point  0  se  comportera  comme  un 
pôle  sud  et,  pour  les  secondes,  comme  un  pOle  nord.  C'est 
ce  qu'on  peut  appeler  un  faux  pôle. 

Ainsi  il  ne  peut  y  avoir  deux  pôles  distincts  dans  une  même 
hémisphère,  sans  qu'il  y  ait  en  même  temps  au  moins  un 
faux  pôle.  Or,  les  observations  ne  donnent  rien  de  semblable, 
et  c'est  par  une  interprétation  inexacte  des  phénomènes  que 
l'on  a  cru  quelquefois  pouvoir  déduire  des  observations 
l'existence  de  deux  pôles  dans  l'hémisphère  nord. 

Dans  le  voisinage  du  pôle,  en  efTet,  les  parallèles  magné- 
tiques ont  une  forme  elliptique  ;  leurs  normales,  c'est-à-dire 
les  méridiennes  magnétiques,  ne  sont  pas  concourantes,  mais 
les  points  de  convergence  qu'elles  accusent  plus  ou  moins 
nettement  sont  les  centres  de  courbure  du  parallèle  et  n'ont 
évidemment  aucune  relation  avec  les  pôles. 

L'observation  conduit  donc  à  la  même  conséquence  qu'il 
n'existe,  en  dehors  de  circonstances  tout  à  fait  accidentelles 
et  locales,  que  deux  pôles  magnétiques  à  la  surface  de  la 
Terre,  un  pôle  négatif  dans  l'hémisphère  nord  et  un  pôle  po- 
sitif dans  l'hémisphère  sud. 

11  est  important  d'ajouter  aussi  que  les  pôles  magnétiques 
terrestres,  tels  que  nous  venons  de  les  définir,  n'ont  rien  de 
commun  avec  les  pôles  magnétiques  proprement  dits,  consi- 
dérés comme  centre  de  gravité  des  masses  magnétiques  posi- 
tives et  négatives.  Il  est  également  évident  que  la  corde  qui 
joint  les  deux  pôles  magnétiques  ne  doit  pas  être  prise  pour 
l'axe  magnétique  terrestre.  L'axe  magnétique  de  la  Terre  est 
la  droite  qui  joint  les  deux  centres  de  gravité  dont  il  vient 
d'être  question  ;  c'est  la  droite  suivant  laquelle  la  somme  des 
projections  des  moments  magnétiques  des  divers  éléments 
est  un  maximum  (223). 

308.  Propriétés  d'un  polygone  fermé.  —  Si  l'on  transporte 
l'unité  de  masse  magnétique  positive  entre  deux  points  P|  et 
Pj,  où  les  potentiels  sont  V,  et  Va,  le  travail  qu'elle  subit 
est  égal  à  V,~  Va. 

Désignant  par  F  le  champ  sur  l'élément  ds  de  la  trajectoire 
et  par  £  l'angle  de  ces  deux  directions,  on  a 

V, -V,=  r'prfjcofle. 
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Ce  travai)  est  iadépendant  du  chemin  parcouru  ;  il  est  nul 
toutes  les  fois  que  l'on  suit  une  courbe  fermée.  Si  la  trajec- 
toire est  toute  entière  à  la  surface  de  la  Terre,  le  travail  de  la 
composante  verticale  est  nul  à  chaque  instant;  l'intégrale  ne 
dépend  que  de  la  composante  horizontale  H  et  se  réduit  à 


w  ^■-^'=X" 


Hdscost, 


Le  long  d'un  parallèle  magnétique,  cette  intégrale  est  nulle, 
puisque  le  potentiel  reste  constant;  dans  ce  cas,  la  compo- 
sante horizontale  est  d'ailleurs  normale  k  chacun  des  élé- 
ments de  la  trajectoire. 

Sur  une  méridienne  magnétique,  on  a  toujours  cos  s  =  ::h  i . 
En  considérant  alors  la  composante  H  comme  positive  ou 
négative,  suivant  qu'elle  est  parallèle  ou  de  sens  contraire  au 
déplacement  de  la  masse,  on  aura  donc 


■=/'"*■ 


Deux  portions  de  méridiennes  différentes,  limitées  par  leurs 
intersections  avec  deux  parallèles,  aboutissent  aux  mêmes 

surfaces  de  niveau;  pour  chacune  d'elles  l'intégrale  /  Hda  doil 
donc  avoir  la  même  valeur. 

Ce  genre  de  vérifications  présenterait  quelques  difïicuUés 
parce  qu'il  serait  nécessaire  de  tracer  sur  le  globe  les  méri- 
diennes magnétiques  et  de  connaître  la  composante  horizon- 
tale en  tous  leurs  points. 

On  obtiendra  des  résultats  très  approchés  en  considérant 
à  la  surface  de  la  Terre,  supposée  sphérique,  un  polygbne 
formé  par  des  arcs  de  grands  cercles  et  les  éléments  magné- 
tiques aux  sommets  du  polygone. 

Soient  Po,  P|,  P*...  (fig.  66)  les  sommets  de  ce  polygone; 
Mo,  Mi.Mg,...  les  courbes  qui  représentent  les  méridiennes 
géographiques  correspondantes;  Do,  Di,  Di,...  les  méridien- 
nes magnétiques;  So,  3,,  Sa,...  les  déclinaisons  comptées  posi- 
tivement du  nord  vers  l'ouest. 

Désignons  par  o.i  l'azimut  géographique  de  l'arc  PaP<  au 


DigmzcdbyGoOglC 


468  MAGNÉTISME. 

point  P«,  cet  azimut  étant  compté  positivement  du  nord  vers 
l'est;  par  i.o  l'azimut  de  l'arc  PgPt  au  point  P|,  etc. 

Pour  le  chemin   PbP.Pi-...  les  valeurs  de  l'angle  e  aux 
différents  sommets  sont  : 


Au  point  Po, 
P.. 


=  80  +  0.1; 


=  î,  +  i.a; 

=  Sï  +  2.1, 

=  S, +  2.3;  etc. 


Le  long  du  côté  Po  Pi  du  polygone,  la  composante  horizon- 
tale H  n'est  conslapte  ni  en  grandeur  ni  en  direction;  cepen- 


dant, si  cet  arc  est  très  petit  par  rapport  aux  dimensions  du 
globe  terrestre,  on  peut  considérer  la  projection  Hcosï  comme 
une  constante,  égale  à  la  moyenne  des  valeurs  relatives  aux 
points  Po  et  P,,  et  poser 

Hco8e=:  — (HoC08e».,  +  H,  cosei.*); 


la  valeur  correspondante  de  l'intégrale  est  alors 

XI  p  p 

Hrf»  CO8Ê  = -!— 1  [Hocos{5o+ 0. 1)  +  H,  C08(S,  +  1 .0)]. 


DigmzcdbyGoOglC 


ÉTAT  MAGNÉTIQUE  DU  GLOBE.  469 

Dans  ce  cas,  pour  un  polygone  fermé  de  /H-  i  côtés,  l'é- 
quation (a)  devient 


(3) 


p     p 

0= ![HoCoa(Bo  +  o.i)-t-H,co8(S, +  i.o)] 

P  P 
\ —^  [H,  co9(B,  -H  1.2)  +  Hj  C08  (a,  +  2. 1)] 


1 ^— ^  [Ha  cofl  (3„  +  rt.o)  +  He  C08  (îfl  +  o.n)]. 

Gauss  a  appliqué  cette  équation  au  triangle  formé  par  les 
stations  de  Gôttingue,  Milan  et  Paris,  où  les  observations 


donnaient,  le  champ  étant  évalué  en  unités  arbitraires, 

3  I  H 

Gôttingue,       i8°38'  67*56'  0,50980 

Milan,  18°  33'  63*49'  Ot57094 

Paris,  22°  04'  67°  24'  0,5 1 804 

En  considérant  comme  inconnue  la  composante  horizon- 
tale à  Paris,  on  déduit  du  calcul  la  valeur  0,517.  ^a  vériSca- 
tion  est  suffisante,  mais  elle  s'applique  à  une  surface  trop 
restreinte  pour  paraître  entièrement  démonstrative. 

309.  Théorèmes  de  Gaass.  —  Considérons  un  point  quel- 
conque P  (fig.  67)  &  une  distance  r  du  centre  de  la  Terre,  sur  le 
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rayon  qui  coupe  la  surface  en  P';  soit  u  le  complément  AP' 
de  la  latitude  et  l  la  longitude  BQ  comptée  vers  l'est.  Nous 
remplacerons  le  champ  magnétique  F  au  point  P  par  trois 
composantes  rectangulaires,  Tune  Z  suivant  la  verticale  et 
comptée  positivement  vers  le  zénith,  l'autre  X  située  dans  le 
méridien  géographique  et  dirigée  vers  le  nord,  la  troisième  Y 
dirigée  vers  l'ouest. 

On  a  alors,  en  tenant  compte  des  relations 


da:  =  -rda,       dy=- 

rûnudl,        dz: 

dx 

1  i)\ 

-757' 

I       liV 
rsm»  àl' 

dz 

àV 
dr' 

en  résulte  aussi 

F'  =  X'-hV  +  Z>, 

m  =  x'+Y- 

,      Y 

.     ,       z 

tangS^^i       tangl- 

Lorsque  le  point  considéré  esta  la  surface  du  globe,  en  P', 
on  remplacera  dans  les  formules  (4)  la  distance  r  par  le 
rayon  a  de  la  Terre.  Appelant  V,  le  potentiel  au  pôle  nord 
géographique  A,  V  le  potentiel  à  la  latitude  90"  —  u  sur  un 
méridien  déterminé,  on  a 


(5)  V-V,  =  a  T" 


Xdii. 


Si  Ton  connaît  la  composante  horizontale  X  parallèle  au 
méridien  sur  toute  la  surface,  on  pourra  ainsi  déterminer,  à 
une  constante  près,  la  valeur  du  potentiel  V  en  un  point 
quelconque  de  la  surface. 

La  relation 
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donne  alors,  en  tenant  compte  de  (5), 
(7)  YainH-J      dT*^"' 

équation  qui  détermine  la  valeur  de  Y.  Ainsi  : 

//  suffil  de  connaître,  sur  toale  la  surface,  la  composante 
horizontale  parallèle  au  méridien  pour  en  déduire  la  compo- 
sante perpendiculaire.  Celle-ci  permettrait  ensuite  de  calculer 
ta  déclinaison  et  la  valeur  de  H. 

Si  l'on  connaît  la  valeur  de  X  le  long  d'un  méridien  déter- 
miné et  celle  de  Y  sur  toute  la  surface,  on  peut  encore  inté- 
grer l'équation  (6)  le  long  d'un  parallèle. 

Désignant  par  V  le  potentiel  relatif  h  la  longitude  l,  comptée 
à  partir  du  méridien  considéré,  on  a 

(8)      T  =  y-i-al"\smudl=Y,-ha{r\du-\-f\siaudl\. 

Cette  expression  donne  également  la  valeur  du  potentiel 
sur  toute  la  surface  ;  on  en  déduirait,  pour  chaque  point,  la 
direction  et  la  grandeur  de  la  composante  horizontale. 

Sous  cette  forme,  la  vérification  des  théorèmes  exigerait  la 
connaissance  des  éléments  magnétiques  au  voisinage  du  pôle 
géographique,  mais  on  peut  remarquer  que  l'emploi  des  coor- 
données géographiques  est  arbitraire  ;  rien  n'empêche  de  choi- 
sir pour  origine  un  point  quelconque  de  la  surface  (<),  situé 
dans  la  région  où  les  observations  sont  les  plus  exactes,  et  de 
rapporter  les  méridiens  et  les  parallèles  géométriques  au 
nouvel  axe  ainsi  défini. 

310.  Expression  du  potentiel.  —  Quelle  que  soit  l'aimanta- 
tion de  la  terre,  son  action  extérieure  équivaut  à  celle  d'une 
couche  superficielle,  si  l'on  admet  la  loi  du  carré  de  la  dis- 
tance, et  son  potentiel  peut  être  représenté,  comme  on  l'a  vu 
précédemment  (264),  par  la  série  convergente 

„      v=4a,(:')v..(^)v ], 

dans  laquelle  les  différents  facteurs  Ai,  Ai, sontdes  fonc- 
tions connues  des  angles  u  et  l,  renfermant  un  certain  nom- 

[')  3.  BBRTRAKn,  Ltçon*  «or  la  théorie  math,  de  Véteelrieili,  p.  113;  1890. 


DigmzcdbyGoOglC 


473  HAGNÉTISHE. 

bre  de  coefficients  arbitraires  dont  la  valeur  dépend  du  mode 
de  distribution  des  masses  agissantes. 

Sur  la  suiface,  on  fera  r=a  et  les  composantes  du  champ 
magnétique  sont 

,  ^      1  dV      dA,      <)Aj 


(lo)        {  Y  =  — : ^  =  -- —    -TT 

^  1  <3SiD»  al       6\au\_ol 


Z  =  -  ^  =  aA,  +  3A,  -h  4A, 


L'expression  générale  de  A,  comprend  2n+ i  termes  en 
sinus  et  cosinus.  Il  y  aura  donc,  sî  l'on  veut  représenter  com- 
plètement l'état  .de  la  Terre  par  une  série  de  cette  forme, 
3  coeiBcients  numériques  i  déterminer  pour  A,,  5  pour  Aj, 
7  pour  Aj,  etc. 

Dans  l'état  des  observations  magnétiques  connues,  il  était 
inutile  de  pousser  le  développement  au  delà  du  quatrième 
terme;  il  reste  alors  vingt-quatre  coefficients  numériques  & 
déterminer. 

Chaque  point  de  la  surface  fournit  trois  équations  par  les 
valeurs  des  composantes  X,  Y,  Z;  il  sufRrait  donc  de  con- 
naître ces  trois  éléments  en  huit  points  quelconques  du  globe 
pour  obtenir  la  solution  complète  du  problème.  Pour  éviter 
les  erreurs  provenant  des  termes  négligés  et  des  observations 
inexactes,  Gauss  a  appliqué  la  méthode  des  moindres  carrés 
aux  données  relatives  à  quatre-vingtrquatre  points  pris,  pour 
faciliter  les  calculs,  sur  douze  méridiens  équldistants  et  sept 
parallèles.  Les  résultats  obtenus  ont  été  ensuite  appliqués  à 
quatre-vingt-dix-neuf  autres  points. 

Les  formules  calculées  par  Gauss  assignent  aux  deux  pOles 
les  positions  suivantes  pour  l'année  i838  : 

Pôle  Nord     latitude    73° 35'      iongit.    262°  i'  Ede Paris 
Pôle  Sud  »  72°  35'  »  lâo"  10' 

Les  pûles  seraient  ainsi  très  loin  de  correspondre  aux  extré- 
mités d'un  même  diamètre. 

L'axe  magnétique,  déterminé  par  la  condition  que  la  somme 
des  projections  des  moments  soit  un  maximum,  est  la  direc- 
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tîoD  pour  laquelle  A|  est  maximum  (265)-  Cet  axe  est  parallèle 
au  diamètre  qui  correspond  au  point  de  l'hémisphère  nord 
dont  la  latitude  est  de  77'  5o'  etla  longitude  294°  9'  E.  Sa  direc- 
tion ne  coïncide  pas  exactement  avec  la  ligne  des  pôles. 

Quant  au  moment  magnétique  de  la  terre,  il  peut  être  re- 
présenté par  o'K  et  la  valeur  de  K,  ramenée  en  unités  C.  G.  S, 
est  égale  h  0,33092. 

L'assimilation  de  la  Terre  à  un  aimant  uniforme  (260)  con- 
duirait à  peu  près  au  même  résultat,  puisque  la  valeur 
moyenne  de  la  composante  horizontale  sur  l'équateur  magné- 
tique est  voisine  de  o,33. 

L'aimantation  moyenne  de  la  Terre  serait  alors -r— =  0,079. 

Pour  un  aimant  d'une  livre  qui  avait  servi  à  Gauss  dans  ses 
expériences  sur  la  détermination  absolue  du  champ  terrestre, 
l'aimantation  moyenne  était  de  174,  c'estrà-dire  2200  fois 
plus  grande  que  celle  de  la  Terre. 

Les  fils  minces  d'acier  peuvent  acquérir  une  aimantation 
de  780,  ou  presque  loooo  fois  l'aimantation  terrestre. 

311.  Siège  du  magnétisme  terrestre.  —  Il  parait  démontré 
par  ce  qui  précède,  et  il  est  du  moins  très  probable,  que  les 
propriétés  du  champ  magnétique  terrestre  peuvent  être  repré- 
sentées par  un  potentiel,  mais  les  théorèmes  généraux  ne  per- 
mettent pas  de  déterminer  si  les  masses  agissantes  sont 
entièrement  localisées  h  l'intérieur  du  globe  ou  si  une  partie 
d'entre  elles  ne  se  trouve  pas  au  dehors  de  la  surface. 

Quelle  que  soit  la  distribution  des  masses  intérieures,  on 
doit  supposer  encore  que  le  magnétisme  est  moléculaire  et 
que  la  somme  algébrique  de  ces  masses  est  nulle. 

Cette  conséquence  comporte  une  vérification  expérimentale. 
En  effet,  avec  la  loi  du  carré  de  la  distance,  qu'il  n'y  a  pas 
lieu  de  mettre  en  doute,  le  flux  total  de  force  qui  émane  de  la 
surface  est  égal  au  produit  de  4^  par  la  somme  des  masses 
intérieures,  et  ce  flux  doit  être  nul.  Si  donc  dS  est  un  élément 
de  surface  en  un  point  et  Z  la  composante  verticale  corres- 
pondante, comptée  de  bas  en  haut,  on  doit  avoir,  pour  toute 
la  surface, 

(11)  fzdS  =  o. 
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L'équation  (9)  suppose  que  le  magnétisme  est  intérieur, 
de  sorte  qu'on  a  nécessaj  rement 


/' 


>A,  +  3A,  +  4A3-i- )dS  = 


mais  la  condition  ([  i)  est  plus  générale  et  conviendrait  même 
au  cas  où  il  existerait  des  masses  agissantes  extérieures. 

S'il  existe  en  même  temps  des  masses  agissantes  de  part  et 
d'autre  de  la  surface,  le  potentiel,  h  une  distance  r,  peut  être 
exprimé  par  la  somme  de  deux  séries 

,     (V.A,(^)VA.(^y. .A.(^)- 


(,.) 


-«■©"-«■©"^ 


la  première  relative  aux  masses  intérieures,  la  seconde  rela- 
tive aux  masses  extérieures.  En  désignant  par  V»  le  terme 
général  du  développement,  on  aurait  donc 

Sur  la  surface,  ces  expressions  deviennent 
(i3)  V„  =  A„-|-B„, 

Le  terme  général  de  la  composante  verticale  est  alors 
(,4)  Z.  =  i[(n  +  ,)A.-^B,],' 

ce  qui  donne,  en  tenant  compte  de  {i3), 

(an 4-  i)An  =  /iVn  +  «Z„. 
(«/i-(-i)B„  =  (/H-i)V„-<iZ„. 

On  peut  ainsi  séparer  l'effet  dû  aux  masses  intérieures  de 
celui  que  produisent  les  masses  extérieures. 
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Les  calculs  de  Gauss  semblent  montrer  qu'on  satisfait  aux 
observations  au  moyen  des  seuls  facteurs  A;  il  en  résulterait 
que  les  coefficients  B  sont  sensiblement  nuls  et  que,  par  suite, 
aucune  part  sensible  de  l'action  terrestre  ne  doit  être  attribu^.e 
aux  masses  magnétiques  extérieures. 

Toutefois  la  question  n'est  pas  encore  résolue,  même  pour 
l'état  moyen  du  champ  terrestre.  En  outre,  les  variations 
périodiques  des  éléments  du  magnétisme  terrestre  paraissent 
liées  aux  mouvements  apparents  du  Soleil  et  de  la  Lune,  ou 
dépendre  de  certains  phénomènes  extérieurs  tels  que  les 
taches  solaires.  Enfin  les  perturbations  importantes,  ou  orages 
magnétiques,  semblent  se  manifester  en  même  temps  et  avec 
des  effets  de  même  ordre  sur  toute  la  surface  du  globe,  cir- 
constance qui  est  difficilement  compatible  avec  des  troubles 
localisés  à  l'intérieur  du  globe. 

312.  Influence  du  Soleil  et  de  la  Lnne.  —  Si  l'influence  de 
ces  astres  ne  paratt  pas  douteuse,  tout  porte  à  croire  cepen- 
dant qu'ils  n'agissent  pas  directement,  en  tant  que  corps 
magnétiques,  mais  que  leur  action  est  indirecte,  soit  qu'elle 
modifie  seulement  l'état  magnétique  du  globe,  soit  qu'elle 
donne  Heu  à  des  courants  électriques  dont  la  nature  et  la 
situation  resteraient  à  définir. 

Un  astre,  en  effet,  quelle  que  soit  la  distribution  du  magné- 
tisme qu'il  possède,  équivaut,  pour  les  points  très  éloignés,  à 
un  aimant  infiniment  petit  ou  à  une  sphère  aimantée  unifor- 
mément (260). 

Soit  A  l'aimantation  moyenne  de  la  Terre,  a  son  rayon.  A' 
et  a'  les  mêmes  éléments  pour  un  astre  situé  à  la  distance  D. 

Le  champ  terrestre  T,  à  l'équateur  est  égal  à  77  r  A. 

Si  l'on  suppose  que  la  ligne  des  pOles  de  l'astre  soit  dirigée 
vers  la  Terre,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  favorable,  son  champ  F^ 

sur  la  Terre  sera  2.  vr  i:  A'  1  =r-  j  ■ 

Le  rapport  de  l'action  polaire  de  l'astre  considéré  à  l'action 
équatoriale  de  la  Terre  est 


T,^     k\D)        4A  \  D  / 

DiailizodbyGOOgle 


4ft>  MAGNETISME. 

Ce  rapport  est  donc  proportionnel  à  l'aimantation  de  l'astre 
et  au  cube  de  son  diamètre  apparent. 

Le  diamètre  apparent  du  Soleil  et  celui  de  la  Lune  sont 
d'environ  3o',  c'est-à-dire  numériquement  plus  petits  que  o,oi  ; 
dans  ce  cas,  on  aurait  donc 

Fp  ^  A' 

Si  ces  astres  ont  une  aimantation  comparable  à  celle  de  la 
Terre,  la  variation  maximum  qu'ils  peuvent  produire  &  i'équa- 

teur  sur  la  déclinaison  est  donc  inférieure  à  — ;—  ou  — ,  c'est- 

4  30 

à-dire  absolument  inappréciable.  Pour  arriver  k  des  varia- 
tions de  lo',  comme  celles  qu'on  observe  fréquemment,  il  fau- 
drait que  l'intensité  d'aimantation  du  Soleil  et  de  la  Lune  fût 
1 2000  fois  plus  grande  que  celle  de  la  Terre,  c'est-à-dire  supé- 
rieure à  celle  des  meilleurs  barreaux  d'acier  (310). 

11  en  serait  de  même,  à  plus  forte  raison,  si  l'on  suppose 
que  l'un  de  ces  astres,  la  Lune,  par  exemple,  qui  est  plus 
rapprochée,  soit  aimanté  par  la  Terre.  Lorsque  la  Lune  est 


et  l'intensité  d'aimantation  a  pour  valeur 


'!-©■ 


Comme  la  distance  de  la  Lune  à  la  Terre  est  d'environ 
6o  fois  le  rayon  terrestre,  on  en  déduit 

k 
54oou 

Quelque  valeur  que  l'on  admette  pour  le  coefficient  k,  en 
supposant  même  qu'on  assimile  la  Lune  au  fer  le  plus  doux, 
le  rapport  des  aimantations  sera  toujours  très  petit  et  la  réac- 
tion de  la  Lune  sur  la  Terre  absolument  négligeable. 


^-4'(0-4'(£f 
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CHAPITRE   PREMIER 

COURANTS  ÉLECTRIQUES  ET  FEUILLETS 
MAGNÉTIQUES 


313.  Expérience  d'Œrsted.  —  Des  expériences  anciennes  sur 
les  décharges  électriques  avaient  montré  déjà  que  le  passage 
d'un  courant  dans  un  fil  conducteur  est  capable  de  modifier 
le  magnétisme  d'une  aiguille  d'acier.  Ces  phénomènes,  aux- 
quels on  n'accorda  d'abord  qu'une  attention  médiocre,  étaient 
déjà  une  preuve  manifeste  des  relations  qui  existent  entre 
rélectricité  et  le  magnétisme.  C'est  seulement  eu  1819,  à  la 
suite  de  l'expérience  d'C£rsted  (<),  que  l'existence  et  la  nature 
de  ces  relations  a  été  mise  en  pleine  lumière  par  les  immor- 
tels travaux  d'Ampère. 

Lorsqu'un  conducteur  recliligne  traversé  par  un  courant 
est  approché  d'une  aiguille  aimantée,  l'aiguille  est,  en  général, 
déviée  de  sa  position  d'équilibre.  Pour  définir  dans  chaque 
cas  les  efTeis  assez  complexes  qui  se  manifestent  suivant  les 
positions  respectives  de  l'aimant  et  du  courant,  Ampère  a 
donné  une  règle  très  simple  :  qu'on  suppose  un  observateur 
couché  dans  le  fil,  de  manière  que  le  courant  entre  par  les 
pieds  et  sorte  par  la  tète  ;  l'observateur,  regardant  l'aiguille, 
voit  toujours  le  pôle  Nord  se  porter  à  sa  gauche,  que  nous 

(')  tEnsTBD,  Expérimenta  circa  effeclam  eonfliclui  eleclrici  in  acum  maffne- 
licam,  Hafnise,  1830.  —  Ann.  de  Cb.  et  de  Phyt.  [S],  l.  XIV,  p,  41T  ;  1830.  — 
Mim.  de  U  Sociili  de  Phi/iique.  t.  II,  p.  1. 
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appellerons  désormais  la  gauche  du  courant.  Si  l'aiguille 
était  soustraite  à  l'action  de  la  Terre  et  à  toute  autre  action 
que  celle  du  courant,  elle  se  mettrait  en  croix  avec  lui. 

314.  Champ  magnétique  d'na  courant  —  Le  fait  fonda- 
mental qui  ressort  de  l'expérience  d'CErsted  est  qu'un  cou- 
rant électrique  de  forme  quelconque  crée  autour  de  lui  un 
véritable  champ  magnélique. 

Ce  champ  jouit  bien  des  propriétés  reconnues  d'un  champ 
magnétique  ordinaire,  car  les  actions  qu'il  exerce  en  un  point 
sur  des  masses  magnétiques  égales  et  de  signes  contraires 
sont  égales  et  directement  opposées.  La  force  est  d'ailleurs 
proportionnelle  à  la  masse  magnétique  considérée,  car,  si 
l'on  met  dans  le  voisinage  d'un  courant  une  petite  aiguille 
soumise  en  même  temps  à  l'action  de  la  Terre,  la  direction 
qu'elle  prend  est  indépendante  de  son  moment  magnétique; 
la  résultante  des  deux  forces  qui  proviennent  du  champ  ter- 
restre et  du  champ  créé  par  le  courant  a  donc  elle-même  une 
direction  fixe,  et,  par  suite,  ces  deux  forces  restent  dans  un 
rapport  constant. 

L'action  du  courant  change  également  de  signe,  sans 
changer  de  grandeur,  quand  on  renverse  simplement,  le  sens 
du  courant;  ainsi,  quand  le  01  conducteur  est  replié  sur  lui- 
même,  les  deux  portions  voisines,  qui  sont  traversées  par 
des  courants  égaux  et  de  sens  contraires,  n'ont  aucune  action 
sur  un  pôle  d'aimant  situé  à  une  distance  notable  par  rap- 
port à  celle  des  deux  courants. 

L'existence  du  champ  créé  par  le  courant  peut  être  mise  en 
évidence  par  le  procédé  ordinaire  des  spectres  magnétiques. 
Par  exemple,  si  on  répand  de  la  limaille  de  fer  sur  une  feuille 
de  papier  traversée  normalement  en  son  milieu  par  un  cou- 
rant rectiligne,  on  voit  la  limaille  se  distribuer  en  cercles 
concentriques  à  la  trace  du  couranL  On  en  conclut  que  les 
lignes  de  force  sont  des  circonférences  dont  le  centre  est 
l'axe  du  courant.  La  force  est  donc  normale  en  chaque  point 
au  plan  qui  passe  par  ce  point  et  par  le  courant  :  elle  est 
dirigée  vers  la  gauche  de  l'observateur  d'Ampère. 

Les  surfaces  de  niveau  successives  autour  d'un  courant 
rectiligne  sont  donc  formées  par  une  série  de  plans  passant 
par  l'axe  du  fil  et  faisant  entre  eux  des  angles  égaux.  Il  en  est 
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de  même  au  voisinage  d'un  courant  quelconque,  de  sorte  que 
les  surfaces  de  niveau  successives  naissent  autour  de  chaque 
portion  du  fil,  en  faisant  entre  elles  des  angles  égaux. 

315.  Courant  rectiligne.  —  Lois  de  Biot  et  Savart.  —  La 
méthode  employée  par  Bioi  et  Savart  ('}  permet  de  comparer 
par  expérience  le  champ  produit  par  un  courant  avec  le  champ 
terrestre.  Ils  soumettaient  à  l'action  d'un  courant  .vertical  de 
grande  longueur  une  petite  aiguille  aimantée  horizontate 
placée  à  diverses  dislances  sur  une  droite  passant  par  le  cou- 
rant et  perpendiculaire  au  méridien  magnétique.  Dans  ces 
conditions,  les  oscillations  sont  produites  par  la  somme 
algébrique  de  la  composante  horizontale  H  du  champ  ter- 
restre et  du  champ  F  produit  par  le  courant. 

On  fait  d'abord  osciller  l'aiguille  sous  la  seule  influence  de 
la  Terre,  puis  on  ea  approche  le  courant  à  des  distances  suc- 
cessives r  et  r',  de  manière  que  son  action  s'ajoute  à  celle  du 
champ  terrestre.  Si  on  appelle  n,  N  et  N"  les  nombres  d'os- 
cillations qu'effectue  l'aiguille  pendant  un  même  temps  t  dans 
ces  trois  expériences,  on  a,  en  désignant  par  K  une  cons- 
tante qui  dépend  de  la  durée  des  observations  de  l'aimanta- 
tion de  l'aiguille  et  de  son  moment  d'inertie, 

n»  =  KH, 

N^  =  K(H-f-F), 
N'»:^K(H-)-F'). 


Or,  l'expérience  a  montré  qu'en  employant  la  méthode  des 
alternatives,  pour  éliminer  l'influence  des  variations  d'inten- 
sité du  courant,  on  avait  toujours 


Il  en  résulte  F/-=F'r',  c'est-à-dire  que  le  champ  magné- 
tique du  courant  est  en  raison  inverse  de  la  distance. 

(1)  Biot  et  Savart,  Ann.  de  Chimie  et  de  Physiqae  [2],  t.  XV,  p.  iti  ;  1810. 
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D'autre  part,  les  expériences  relatives  à  la  décharge  des 
batteries,  celles  de  CoUadon  (')  et  de  Faraday,  en  particulier, 
et  les  mesures  plus  précises  faites  avec  le  voltamètre,  ont 
montré  que  l'action  magnétique  d'un  courant  est  proportion- 
nelle à  la  quantité  d'électricité  qui  s'écoule  pendant  l'unité 
de  temps,  c'est-à-dire  k  l'intensité  i  du  courant,  évaluée  en 
unités  électrostatiques. 

Le  champ  magnétique  d'un  courant  rectiligne  à  la  distance  r 
peut  donc  être  représenté  par  l'expression 

(i)  F=27' 

dans  laquelle  k  est  un  cocHicient  qui  dépend  du  choix  des 
unités  et  dont  la  valeur  reste  à  déterminer. 

En  réalité,  l'action  observée  dans  cette  expérience,  comme 
dans  celle  d'Œrsted,  est  toujours  celle  d'un  courant  fermé  ; 
mais  il  est  facile  de  reconnaître  que,  si  la  portion  rectiligne 
considérée  est  suffisamment  grande  et  le  reste  du  courant 
suffisamment  éloigné,  cette  dernière  partie  du  circuit  n'exerce 
qu'une  action  insensible  et  que  l'effet  observé  dépend  unique- 
ment de  la  partie  la  plus  voisine.  L'action  de  la  portion  recti- 
ligne peut  alors  être  considérée  comme  égale  à  celle  d'un 
courant  rectiligne  indéfini. 

Une  expérience  plus  simple,  au  moins  en  théorie,  condui- 
rait au  même  résultat.  Qu'on  suppose  une  portion  du  circuit 
verticale  et  un  aimant  placé  d'une  manière  quelconque  sur 
un  appareil  mobile  autour  d'un  axe  coïncidant  avec  celui 
du  courant.  Si  l'aimant  n'est  soumis  qu'à  l'action  du  courant, 
le  système  mobile  reste  en  repos  pour  toutes  les  positions  de 
l'aimant,  quels  que  soient  le  sens  et  l'intensité  du  courant  ;  si 
le  champ  terrestre  intervient,  la  direction  d'équiUbre  est  indé- 
pendante du  courant.  Il  résulte  de  ià  que  les  moments  par 
rapport  à  l'axe  des  actions  exercées  sur  les  différentes  masses 
de  I  aimant  ont  une  somme  nulle. 

En  désignant  par  F  le  champ  auquel  est  soumis  une  masse 
élémentaire  m  située  à  la  distance  r  de  l'axe,  on  aura  donc 

(1)  Coi-LAiKtH.  Ann.  de  Chimie  et  de  Physique  [2j.  l.  X.VXUI,  p.  63;  ISao.. 
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Si  l'on  suppose  que  laimant  soil  formé  par  deux  masses 
égales  et  de  signes  contraires  ±:.m,  situées  aux  distances 
r  el  r'  du  courant,  l'équation  se  réduit  à 

m{Vr—V'r')~o,       ou       F/-  — const. 

L'expérience  porte  avec  elle  sa  vérification,  car  si  on  cesse 
de  faire  coïncider  l'axe  de  rotation  avec  l'axe  du  courant,  le 
système  se  déplace  et  tend  à  tourner  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre  pour  atteindre  une  position  d'équilibre. 

Biot  et  Savart  ont  aussi  constaté  que,  si  le  conducteur  du 
courant  est  formé  de  deux  parties  reclilignesXOetOY  {fig.  68) 


qui  se  coupent  sous  l'angle  uA,   le  champ  produit  en   un 
point  P  de  la  bissectrice  de  cet  angle  est  en  raison  inverse  de 

la  distance  PO  =  ;'au  sommet  et  proportionnel  à  tang  — 

316.  Loi  de  Laplace.  —  Dans  la  séance  même  où  ces  résul- 
tats étaient  communiqués  à  l'Académie  des  sciences,  Laplace 
fit  observer  qu'on  les  explique  en  admettant  que  le  champ 
produit  au  point  P  par  un  élément  ds  de  courant  situé  en 
M  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  PM=  «  et  pro- 
portionnel à  la  projection  de  l'élément  sur  un  plan  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur  «, 

Pour  le  cas  actuel,  si  le  point  P  est  sur  la  bissectrice  de 
l'angle  aA,  il  se  trouve  dans  le  plan  des  deux  branches  du 
courant.  Toutes  les  actions  élémentaires  sont  parallèles  et  de 

Éleelr.  el  Magn.  —  i.  3t 
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mfime  sens;  en  outre,  l'action  de  la  branche  inférieure  XO  du 
courant  est  égale,  par  raison  de  symétrie,  &  celle  de  la  bran- 
che supérieure  OY. 

Appelant  I  une  quantité  proportionnelle  k  l'intensité  du  cou- 
rant, a  l'angle  du  rayon  PM  avec  l'élément  da  et  9  l'angle  MPO, 
l'action  de  cet  élément  au  point  P  peut  s'écrire 


Le  triangle  OPM  donne 

r sin  a  sin  (A  —  fl) 

u      sin  A  Rin  A 

Remplaçant  u  par  cette  valeur  en  fonction  de  l'angle  0,  on 
obtient  ainsi,  pour  la  somme  des  actions  de  l'élément  ds  et 
de  l'élément  symétrique, 


Le  champ  magnétique  F  produit  par  le  courant  total  au 
point  P  est  l'intégrale  de  cette  expression,  prise  entre  les 
limites  6  =  o  et  6  =  A  c'est-à-dire 

17*1/  .,       al  A. 

1*  =:  — : — ;  (  1  —  coB  A)  ^  —  tanc  —  t 
rainA^  '        r        "a 

on  retrouve  ainsi  la  seconde  loi  de  Biol  et  Savart. 

Quand  il  s'agit  d'un  courant  rectiligne  indéfini,  l'angle  A 
est  droit  et  la  formule  se  réduit  à 

W  r  =  .!. 

Pour  identifier  cette  expression  avec  la  formule  (i),  il 
suffit  donc  de  remplacer  I  par  ^i. 

317.  Intensité  électromagnétique  d'un  conrant.  —  Comparai- 
son avec  les  ayatèmes  électrostatlipies.  —  La  quantité  I  rela- 
tive à  un  courant  rectiligne  peut  être  évaluée  par  le  champ 
magnétique  produit  à  une  distance  r.  C'est  une  mesure  du 
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courant  empruntée  uniquement  aux  considérations  magné- 
tiques ;  on  l'appelle  inlensité  électromagnétique.  Le  coefficient 
k  est  le  rapport  des  valeurs  d'un  même  courant  dans  les  deux 
méthodes  ou  le  rapport  des  unités  d'électricité  dans  le  système 
électrostatique  et  dans  le  système  électromagnétique. 

En  comparant  l'expression  (2)  avec  la  valeur  — .  qui  repré- 
sente (119)  le  champ  éieclrostatique  d'une  ligne  électrisée 
homogène  de  densité  X,  on  voit  que,  si  tes  quantités  I  et  X  ont 
la  même  valeur  numérique,  le  champ  magnétique  du  courant 
a  aussi  la  même  valeur  que  le  champ  électrostatique  corres- 
pondant d'une  ligne  électrisée  qiii  occuperait  la  même  droite. 
Toutefois  ces  deux  champs  sont  perpendiculaires  l'un  h  l'autre  ; 
ce  sont  des  fonctions  conjuguées  (124}  dans  le  plan  perpendi- 
culaire à  la  droite  considérée. 

Si  l'on  convient  de  remplacer  le  courant  dirigé  de  bas  en 
haut  par  une  ligne  chargée  d'électricité  positive  et  le  courant 
de  haut  en  bas  par  une  ligne  négative,  le  champ  magnétique 
en  un  point  est  dirigé  vers  la  gauche  d'un  observateur  situé 
en  ce  point,  la  tête  en  haut,  qui  regarderait  la  direction  du 
champ  électrostatique. 

Celte  règle  se  généralise.  Pour  obtenir  le  champ  magné- 
tique d'un  système  quelconque  de  courants  parallèles,  on 
remplacera  chacun  des  courants  par  une  ligne  électrisée,  posi- 
tive ou  négative,  suivant  sa  direction,  et  l'on  déterminera  le 
champ  électrostatique  du  nouveau  système.  Le  champ  magné- 
tique des  courants  a  la  même  valeur  numérique,  à  angle  droit 
avec  le  premier  et  dirigé  vers  la  gauche. 

Les  problèmes  résolus  dans  le  premier  cas  ont  ainsi  leur 
solution  dans  le  second.  Un  sait,  par  exemple,  que  pour  un 
système  de  conducteurs  cylindriques  en  équilibre,  l'électrisa- 
tion  est  uniquement  superficielle  et  le  champ  nul  h  l'intérieur 
de  tous  les  conducteurs.  Si  l'on  remplace  le  système  par  un 
ensemble  de  courants  superficiels  d'intensités  proportion- 
nelles, le  champ  magnétique  est  nul  aux  mêmes  points. 

Pour  un  cylindre  unique,  soustrait  à  l'action  de  toute 
autre  partie  du  circuit,  la  distribution  des  courants  superfi- 
ciels capables  de  produire  un  champ  nul  à  l'intérieur  est  la 
même  que  celle  de  l'électricité  statique. 
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Lorsque  le  cylindre  est  à  section  circulaire,  la  distribution 
électrique  est  uniforme.  II  en  résulte,  ce  qu'il  était  facile  de 
montrer  directement,  que  l'action  intérieure  d'une  couche  cir- 
culaire homogène  de  courants  parallèles  est  nulle. 

Cette  remarque  permet  d'interpréter  l'équation  (a)  d'une 
manière  plus  complète.  Si  le  courant  était  linéaire,  le  champ 
magnétique  tendrait  à  devenir  inSni  h  une  très  petite  distance, 
mais  en  réalité  le  conducteur  a  toujours  une  section  finie. 
Lorsqu'elle  est  circulaire,  le  courant  est  distribué,  par  raison 
de  symétrie,  en  couches  concentriques  homogènes;  le  champ 
intérieur  à  la  distance  r  de  l'axe  ne  dépend  alors  que  du  cou- 
rant qui  traverse  le  noyau  central  de  rayon  /-. 

Pour  ie  régime  permanent,  la  distribution  est  homogène.  En 
désignant  par  p  le  rayon  du  conducteur,  le  courant  v  par  unité 
de  section,  ou  sa  densité,  est  défini  par  la  condition  7rp'7=^l. 


A  la  distance  r  le  champ  intérieur  du  système  électrostatique 
serait  %T.t!r  (137);  le  champ  magnétique  est  donc 


Le  champ  est  nul  sur  l'axe  du  cylindre,  proportionnel  au 
rayon  jusqu'à  la  surface  et  devient  ensuite  en  raison  inverse 
de  la  distance  à  l'axe. 

318.  Potentiel  d'un  courant  rectiligne.  —  Considérons  un 
courant  rectiligne  O  (Og.  69)  perpendiculaire  au  plan  de  la 
figure,  dirigé  d'arrière  en  avant,  et  un  point  P  situé  à  la  dis- 
tance r  dans  une  direction  qui  fait  l'angle  a  avec  une  droite 
fixe  Ox  passant  par  le  courant. 

Si  l'unité  de  masse  magnétique  positive,  placée  d'abord  au 
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point  P,  décrit  un  petit  arc  de  circonférence  rda.  dans  la  direc- 
tion du  champ  F,  le  travail  du  champ  est  F/-rfa  =  aIrfa,  Ce 
travail  représente  aussi  ta  variation  —  d\  du  potentiel  magné- 
tique du  courant  et  l'on  a 


Remarquons  encore  que,  si  l'on  mène  la  droite  Pjt'  paral- 
lèle &  Ox,  l'angle  OVx'  est  égal  à  t.— a.  L'angle  apparent  w 
sous  lequel  on  verrait  du  point?  un  plan  Ox  perpendiculaire 
au  plan  de  la  figure  et  indéfini  vers  la  droite  est  u  =  2  (s  —  a). 
On  peut  donc  écrire 

(3)  V--[(.n-consl. 

Ainsi  le  polenUel  magnétique  d'un  courant  recl'Uigne  est,  à 
une  constante  près,  le  produit  de  l'intensité  électromagnétique 
par  l'angle  apparent  cTun  plan  indéfini  dans  un  sens  et  limité 
de  l'autre  au  courant. 

Pour  déterminer  le  signe  de  cet  angle,  nous  rappellerons 
que,  dans  la  pratique,  le  courant  rectiiigne  indéfini  fait  néces- 
sairement partie  d'un  circuit  fermé  et  que,  si  la  portion  non 
rectiiigne  est  très  éloignée  du  point  P,  l'angle  sous  lequel  on 
voit  le  circuit  entier,  que  nous  pouvons  supposer  plan,  ne 
diffère  que  d'une  quantité  insensible  du  plan  indéfini  dont  il 
fait  partie.  On  imaginera  qu'une  surface  continue  est  limitée 
au  circuit  et  l'on  appellera  face  positive  du  courant  celle  qui 
se  trouve  à  la  gauche  de  l'observateur  couché  dans  le  courant 
et  qui  regarde  cette  surface,  face  négative  celle  qui  se  trouve 
à  sa  droite;  l'angle  u,  ou  la  surface  apparente  du  courant, 
est  positif  ou  négatif  suivant  que  du  point  P  on  verra  la  face 
positive  ou  la  face  négative. 

A  part  une  constante,  on  voit  déjà  que  le  potentiel  d'un 
courant  rectiiigne  est  le  même  que  celui  d'un  feuillet  magné- 
tique limité  au  courant  et  dont  la  puissance  magnétique  serait 
égale  à  I  ;  cette  analogie  sera  généralisée  plus  loin. 

319-  Le  potentiel  d'an  courant  n'est  pas  une  simple  fonc- 
tion des  coordonnées.  —  Supposons  que  l'unité  de  masse 
magnétique  positive,  située  d'abord  au  point  P,  décrive  une 
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circonférence  entière  autour  du  courant,  de  manière  à  revenir 
à  sa  position  primitive;  le  travail  du  champ  est  sl.az  ou4^1> 
c'est-à-dire  que  l'angle  u  a  diminué  de  4^  dans  l'expression 
du  potentiel  (3);  cet  angle  diminuerait  de  4'^"  pour /i  révolu- 
tions de  la  masse  considérée  dans  le  même  sens. 

Le  produit  Iw  représente  le  travail  qu'il  faudrait  dépenser 
pour  amener  l'unité  de  masse  en  P,  à  partir  d'un  point  où 
l'angle  u  est  oui,  sans  traverser  la  surface  du  coaranl. 

Si  donc,  par  analogie  avec  les  propriétés  des  feuillets,  on 
appelle  potentiel  du  courant  en  un  point  le  travail  nécessaire 
pour  y  amener  l'unité  de  magnétisme  positif,  depuis  une 
distance  infinie,  et  que  dans  le  chemin  suivi  cette  masse  ait 
traversé  n  fois  la  surface  du  courant  en  entrant  par  la  face 
négative,  ce  potentiel  V  aura  pourexpression 

(4)  V  =  I«-4-«I  =  I(u.-4«")- 

Le  potentiel  magnétique  du  courant,  évalué  ainsi  par  le 
travail,  n'est  pas  une  simple  fonction  des  coordonnées  ;  il  a 
une  inusité  de  valeurs  qui  diffèrent  d'un  multiple  de  4^L 
c'est-à-dire  du  travail  qui  correspond  à  une  rotation  complète 
de  l'unité  de  magnétisme  autour  du  courant. 

320.  Solénoïdes  électromagnétigaes-  —  Ampère  {•)  donne 
ce  nom  à  un  ensemble  de  courants  très  petits,  ou  courants 
élémentaires,  de  même  intensité  et  de  môme  surface  S,  que 
nous  supposerons  circulaires,  disposés  perpendiculairement 
à  une  ligne  directrice  qui  passe  par  tous  leurs  centres,  et 
qui  sont  équidistants  ;  soit  A  leur  distance  commune. 

On  réalise  ces  appareils,  au  moins  d'une  manière  approxi- 
mative, par  l'enroulement  en  hélice  d'un  fil  conducteur  sur  un 
tube  de  section  constante,  le  fil  revenant  ensuite  à  son  point 
de  départ  le  long  d'une  géaératrice,  aOn  que  les  deux  extré- 
mités se  trouvent  rapprochées  ;  quand  on  fait  passer  un  cou- 
rant dans  le  conducteur,  chacune  des  spires  de  l'hélice  repré- 
sente un  courant  élémentaire. 

L'équivalence  de  ce  .système  à  un  solénoïde  théorique  est 
même  beaucoup  plus  étroite.  On  doit  admettre,  en  effet,  que 
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l'action  d'un  élément  de  courant  est  équivalente  à  celle  de  ses 
projections  sur  des  axes  rectangulaires;  c'est  le  principe  des 
courants  sinueux  sur  lesquels  on  reviendra  plus  loin. 

Chacune  des  spires  de  l'hélice  équivaut  ainsi  à  un  courant 
plan  perpendiculaire  au  tube  d'enroulement  et  à  un  petit  cou- 
rant rectiligne  de  longueur  h.  L'ensemble  de  ces  composantes 
rectilignes  relatives  il  toutes  les  spires  constitue  un  courant 
linéaire,  parallèle  à  la  directrice,  dont  l'action  est  annulée  par 
celle  du  courant  de  retour. 

L'expérience  capitale  consiste  à  montrer  que  l'action  exté- 
rieure d'un  solénolde  équivaut  à  celle  de  deux  masses  magné- 
tiques ±m,  situées  sur  les  surfaces  extrêmes,  l'une  positive 
à  gauche  des  courants,  l'autre  négative  à  droite;  ces  masses  m 
sont  proportionnelles  à  l'intensité  I  du  courant,  à  la  surface  S 
des  courants  élémentaires  et  en  raison  inverse  de  leur  dis- 
tance h,  c'est-à-dire  proportionnelles  au  nombre  des  courants 
par  unité  de  longueur  de  la  directrice. 

Il  est  d'abord  facile  de  vérifler  que  le  solénoîde  équivaut 
à  deux  pOles,  car,  s'il  a  une  longueur  notable  par  rapport  à 
son  diamètre  et  qu'on  le  fasse  agir  sur  la  limaille  de  fer,  les 
houppes  de  limaille  se  disposent  symétriquement  par  rapport 
au  plan  des  faces  terminales;  on  constatera,  en  outre,  qu'à 
une  distance  de  l'une  des  extrémités  très  petite  par  rapport  à 
la  longueur  du  solénoîde,  le  champ  magnétique  est  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance. 

Ce  premier  point  établi,  les  autres  lois  sont  évidentes. 

Là  masse  m  est,  en  effet,  proportionnelle  à  l'intensité  I  ;  c'est 
le  caractère  général  des  actions  électromagnétiques. 

Elle  est  aussi  proportionnelle  au  nombre  des  courants  par 
unité  de  longueur,  car  si  on  double  le  nombre  de  ces  cou- 
rants, deux  circuits  voisins  ont  la  même  action  qu'un  circuit 
de  courant  double. 

D'autre  part,  supposons  que  l'on  divise  la  surface  S  en  un 
nombre  quelconque  de  parties  S|,  Si,...  et  que  le  contour  de 
chacune  d'elles  soit  suivi  par  le  même  courant  1;  toutes  les 
lignes  intermédiaires  se  trouvent  ainsi  parcourues  par  deux 
courants  de  même  intensité  et  de  signes  contraires  et  leur 
action  extérieure  est  nulle. 

Un  ensemble  de  solénoldes  juxtaposés,  dont  tes  surfaces 
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sont  respectivement  S),  Sj,,..,  équivaut  au  solénoïde  primitif; 
si  chacune  de  ces  surfaces  est  la  n"  partie  de  la  surface  S, 
l'action  du  solénoïde  correspondant  sera  «  fois  moindre, 
puisque  l'ensemble  doit  donner  le  même  résultat,  c'est-à-dire 
que  l'action  d'un  solénoïde  est  proportionnelle  k  la  surface.  On 
peut  donc  écrire,  en  désignant  par  p  une  constante, 

...  IS 

(o)  '"--■/'T' 

321-  Équivalence  d'un  courant  et  d'an  feuillet  magnétique. 
—  Considérons  maintenant  un  solénoïde  d'assez  grande  lon- 
gueur pour  qu'on  n'ait  pas  &  tenir  compte  de  l'action  du  pôle 
négatif  dans  le  champ  des  expériences. 

Si  l'on  ajoute  à  l'extrémité  positive  un  courant  élémentaire  5 
de  même  intensité  1  et  à  la  distance  h,  le  résultat  est  te  même 
que  si  la  masse /n  de  ce  pôle  avait  été  déplacée  de  la  quantité  h 
parallèlement  à  la  directrice;  ce  courant  additionnel  équivaut 
donc  à  deux  masses  —m  et  -j-m  séparées  par  la  distance  k. 
Son  moment  magnétique  est 

m/i  ^:y>IS, 

c'est-à-dire  que  son  action  extérieure  est  la  même  que  celle 
d'un  feuillet  de  surface  S,  limité  au  même  contour,  dont  la 
puissance  magnétique  serait  pi. 

La  propriété  étant  démontrée  pour  un  courant  élémentaire 
se  trouve  établie  pour  un  courant  quelconque,  puisqu'on  peut 
diviser  la  surface  du  courant  en  une  inflnité  de  courants 
élémentaires  dont  toutes  les  lignes  communes  seront  parcou- 
rues par  des  courants  égaux  et  de  sens  contraires  et  n'auront 
aucune  action  extérieure. 

D'autre  part,  le  champ  des  courants  rectilignes  montre  que 
le  coefticient  p  est  égal  à  l'unité.  On  est  ainsi  conduit  à  la  tra- 
duction suivante  du  théorème  célèbre  d'Ampère  : 

Le  champ  magnétique  d'un  courant  fermé  est  le  même  que 
celui  d'un  feuillet  de  même  contour  dont  la  puissance  magné- 
tique est  égale  à  l'intensité  du  courant. 

Il  est  important  d'insister  sur  les  conditions  d'équivalence 
du  courant  et  du  feuillet.  Nous  avons  vu  qu'avec  le  feuillet,  le 
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champ  n'est  pas  une  fonction  continue  des  coordonnées  ;  il  est 
constant  dans  l'intérieur  du  feuillet  et  change  de  signe  au 
moment  où  l'on  traverse  l'une  des  surfaces;  les  lignes  de 
force  émanent  de  part  et  d'autre  de  la  face  positive  et  sont 
absorbées  par  la  face  négative.  Ces  changements  brusques 
n'existent  pas  dans  le  cas  du  courant  fermé  :  le  champ  est 
une  fonction  continue  des  coordonnées;  les  lignes  de  force 
sont  des  courbes  fermées  qui  ne  touchent  pas  le  circuit  et  ne 
rencontrent  aucune  masse  agissante.  On  conçoit  qu'il  puisse 
en  être  ainsi  sans  contradiction  ;  car  le  feuillet  équivalent  au 
courant  est  assujetti  à  ta  seule  condition  d'être  Umîté  au 
même  contour,  et  on  peut  supposer,  lorsqu'une  masse  magné- 
tique se  déplace  dans  le  voisinage  d'un  courant,  que  le 
feuillet  équivalent  se  déforme  constamment  et  fuit  devant  elle 
sans  être  jamais  rencontré. 

L'analogie  des  deux  systèmes  devient  plus  étroite  si,  au 
lieu  de  considérer  le  champ  magnétique  d'un  feuillet,  on  con- 
sidère l'induction.  On  sait,  en  effet  (243),  que  l'induction  ma- 
gnétique est  une  fonction  continue  des  coordonnées,  que  le 
flux  d'induction  se  conserve  dans  toute  l'étendue  d'un  canal 
orthogonal,  et  que  le  champ  et  l'induction  magnétiques  ont 
la  même  valeur  pour  tout  point  situé  en  dehors  des  milieux 
aimantés.  En  particulier,  l'induction  magnétique  dans  l'épais- 
seur d'un  feuillet  est  identique  au  champ  qui  s'y  produirait 
si  le  feuillet,  tout  en  conservant  le  même  contour  et  la  même 
puissance  magnétique,  était  déformé  de  manière  à  ne  plus 
comprendre  le  point  considéré,  et  ce  champ  est  égal  à  celui 
d'un  courant  équivalent  qui  suivrait  le  contour.  II  en  est 
évidemment  de  même  pour  un  ensemble  quelconque  de  cou- 
rants ;  d'où  l'on  déduit  cette  loi  générale  : 

Un  syslème  quelconque  de  courants  fermés  équivaut  à  un 
système  magnétique,  et  le  champ  des  courants  en  un  point  est 
identique  à  l'induction  au  même  point  du  système  magnétique 
équivalent. 

322.  Énergie  d'an  système  magnétique  dans  le  champ  d'un 
courant-  —  Appelant  encore  u  la  surface  apparente  au  point  P 
de  la  face  positive  d'un  courant  I,  dont  l'intensité  est  sup- 
posée invariable,  l'énergie  potentielle  d'une  masse  m  située 
en  P  est,  à  une  constante  près,  m  lu. 
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Si  cette  masse  est  parvenue  au  point  P  d'une  dislance  très 
éloignée,  après  avoir  traversé  n  fois  la  surface  du  courant  par 
la  face  positive,  elle  a  exigé  la  dépense  d'un  travail 

(6)  W  =  ml{<.j  +  4tt«). 

Inversement,  si  la  masse  est  abandonnée  k  l'action  du  cou- 
rant, elle  tend  â  tourner  indéfiniment  dans  le  sens  opposé  et 
produit  à  chaque  révolution  le  travail  m^rA. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  place  un  aimant  uniforme 
long  et  fiexible  au  voisinage  d'un  courant;  le  pôle  positif 
tend  à  tourner  indéfiniment  dans  un  sens  autour  du  courant, 
le  pôle  négatif  en  sens  contraire,  et  l'aimant  s'enroulerait  en 
hélice  sur  le  conducteur  traversé  par  le  courant. 

Cette  continuité  de  mouvement  n'est  pas  possible  avec  deux 
systèmes  magnétiques,  parce  que  le  potentiel  est  alors  une 
simple  fonction  des  coordonnées  ;  elle  serait  d'ailleurs  incom- 
patible avec  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie.  Dans 
le  cas  des  courants,  rien  ne  s'oppose  à  ce  que  le  mouvement 
soit  continu,  parce  que  le  phénomène  est  nécessairement  en- 
tretenu par  une  énergie  étrangère,  telle  que  celle  des  actions 
chimiques  qui  s'effectuent  dans  les  piles. 

Toutefois,  lorsque  le  système  magnétique  est  rigide,  ainsi 
que  les  conducteurs  du  courant,  toutes  les  masses  qui  cons- 
tituent l'aimant  exécutent  nécessairement  te  même  nombre 
de  révolutions  dans  le  même  sens  et  le  travail  correspondant 
à  chaque  tour  est  !e  produit  de  la  somme  des  masses  magné- 
tiques par  4^1>  Comme  cette  somme  est  toujours  nulle,  le 
travail  relatif  à  un  déplacement  quelconque  ne  dépend  que 
des  positions  initiale  et  finale  et  non  du  chemin  parcouru; 
dans  ce  cas,  le  travail  est  nul  lorsque  l'aimant  revient  à  sa 
position  primitive. 

Il  est  donc  impossible  d'obtenir  le  mouvement  continu  d'un 
aimant  par  le  courant  qui  traverse  un  circuit  rigide;  l'action 
réciproque  des  deux  systèmes  est  alors  identique  à  celle  de 
deux  aimants.  Le  mouvement  peut  être  continu,  au  contraire, 
si  le  circuit  est  déformable,  s'il  contient,  par  exemple,  des 
parties  liquides,  des  contacts  glissants,  ou  s'il  peut  être  brisé 
en  certains  points  pendant  que  l'aimant  se  déplace. 
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Le  produit  mw  représente  aussi  le  flux  de  force  émis  par  la 
massem  dans  la  face  positive  du  courant  et  —mtù  le  flux  de 
force  émis  par  cette  masse  dans  la  face  négative.  D'une  ma- 
nière générale,  si  un  système  magnétique  émet  le  flux  de 
force  f  dans  la  face  négative  du  courant,  son  énergie  poten- 
tielle dans  le  champ  est  égale  à  —  I  ç  et  le  travail  produit  entre 
deux  positions  de  l'aimant,  désignées  par  les  indices  i  et  2, 
est  I{?î  — Çi),  en  supposant  qu'il  n'y  ait  aucune  déformation 
du  système  ni  du  couraut. 

323.  Action  des  aimants  sur  les  courants.  —  Dans  l'expé- 
rience d'CïIrsled,  l'action  doit  être  réciproque,  de  sorte  que 
le  courant,  s'il  était  mobile,  se  déplacerait  sous  l'influence 
d'un  aimant.  On  peut  réaliser  l'expérience  d'une  manière  très 
simple  en  montant  dans  un  liège  deux  lames  de  cuivre  et  de 
zinc  réunies  par  un  fil  extérieur.  L'appareil  posé  sur  de  l'eau 
acidulée  constitue  un  courant  à  circuit  mobile,  qui  obéit  aux 
aimants  et  s'oriente  sous  l'action  du  champ  terrestre.  Si  l'ai- 
mant est  attaché  au  flotteur,  le  système  reste  en  équilibre 
dans  la  position  que  lui  a  donnée  le  champ  terrestre. 

L'action /*  d'un  pôle  P  de  masse  m  sur  un  élément  de  cou- 
raot,  d'après  la  loi  de  Laplace,  serait  dirigée  vers  la  droite  de 
i'observaleur  d'Ampère  qui  regarde  le  pôle,  ou  encore  vers  la 
gauche  de  cet  observateur  qui  regarderait  dans  la  direction  du 
champ  F  produit  par  le  pôle. 

En  désignant  par  r  la  distance  du  pôle  à  l'élémenttis  du  cou- 
rant et  par  a  l'angle  de  l'élément  avec  la  droite  r,  on  aurait 

-          If^sino:       ,^  , 
f=m —  =IFrfssma. 

C'est  l'expression  trouvée  précédemment  (255)  pour  l'action 
magnétique  sur  l'élément  de  contour  d'un  feuillet. 

Il  est  à  remarquer  cependant,  dans  cette  manière  de  voir, 
que,  l'action  de  l'élément  du  courant  sur  le  pôle  étant  appli- 
quée au  pôle,  la  réaction  du  pôle  sur  le  courant  serait  appli- 
quée au  même  point  et  non  sur  l'élément  lui-même. 

La  contradiction  disparaît  quand  on  tient  compte  de  celte 
circonstance  que  le  courant  est  nécessairement  fermé. 

Considérons  un  axe  quelconque  PP'  (flg.  70)  passant  par  le 
pôle  P  et  remplaçons  l'élément  de  courant  au  point  M  par  ses 
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projections  rectangulaires  :  l'une  ds  dans  le  plan  méridien 
MPP',  l'autre  perpendiculaire  à  ce  plan.  L'action  du  pôle  sur 
cette  dernière,  étant  située  dans  le  méridien,  n'a  pas  de 
couple  par  rapport  à  l'axe  PP'.  Pour  la  projection  ds,  on  a 

le  couple  produit  par  l'actton  du  pôle  sur  l'élément  de  cou- 
rant considéré,  pour  l'intensité  1,  est  donc 


L'élément  dont  la  projection  ds',  qui  correspond  en  M'  sur 


le  circuit  de  retour  aux  mêmes  valeurs  de  6  et  rfo,  donne  un 
couple  +  m  sin  6  d^  égal  et  de  sens  contraire  au  premier, 

La  résultante  des  actions  du  pôle  sur  ces  deux  éléments 
passe  donc  par  l'axe  PP',  Comme  la  direction  de  l'axe  est 
arbitraire,  on  en  conclut  que  la  résultante  de  l'action  du  pôle 
sur  le  courant  fermé  passe  par  le  pôle. 

324.  Déplacement  ou  déformation  des  courants.  —  L'énergie 
potentielle  relative  du  courant  I  dans  un  champ  magnétique 
est  la  même  que  celle  du  système  magnétique  par  rapport  au 
courant,  c'esWi-dire  —  lo,  ?  désignant  le  flux  de  force  émis 
par  le  cliamp  dans  la  face  négative  du  courant.  Le  travail  qui 
correspond  à  un  déplacement  déterminé  est  I(?ï— ?i);  c'est  le 
produit  de  l'intensité  du  courant  par  la  somme  algébrique 
des  flux  de  force  coupés  par  les  éléments. 

Le  circuit,  mobile  ou  déformable,  d'un  courant  d'intensité 
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constante,  situé  dans  un  champ  magnétique,  tend  donc  à  se 
déplacer  ou  à  se  déformer  de  manière  que  le  flux  de  force 
qui  traverse  la  face  négative  soit  maximum. 

Soit  S  la  surface  d'un  circuit  plan,  ou,  d'une  manière  géné- 
rale, la  projection  maximum  d'un  circuit  quelconque  sur  un 
plan,  qu'on  appellera  le  plan  du  courant. 

Si  le  circuit  est  mobile,  sans  se  déformer,  dans  un  champ 
uniforme  F,  la  position  d'équilibre  stable  correspond  au  cas 
où  le  flux  de  force  qui  entre  par  la  face  négative  est  maximum, 
c'esUà-dire  quand  le  plan  du  courant  est  perpendiculaire  au 
champ;  l'énergie  relative  du  courant  par  rapport  au  champ 
est  alors  —IFS.  Si,  à  partir  de  cette  première  position,  on 


retourne  le  circuit  face  pour  face,  l'énergie  devient -h  IFS  et 
l'on  a  dépensé  le  travail  2ISF, 

Si  le  circuit  est  mobile  autour  d'un  axe  incliné  sur  la  direc- 
tion du  champ,  on  remplacera  le  champ  par  ses  deux  compo- 
santes, l'une  parallèle  et  l'autre  F'  perpendiculaire  à  l'axe,  et 
la  surface  du  courant  par  ses  deux  projections,  l'une  perpen- 
diculaire et  l'autre  S  parallèle  à  l'axe.  L'équilibre  a  lieu  quand 
le  champ  F'  est  normal  à  la  projection  S  et  la  traverse  par  sa 
face  négative  ;  l'énei^ie  relative  est  alors  — IFS  et  le  travail 
nécessaire  pour  opérer  une  rotation  de  180°  est  2  IF' S.  Ce  tra- 
vail est  nul  quand  l'axe  de  rotation  est  parallèle  au  champ  ou 
normal  au  plan  du  courant. 

On  obtient  ces  courants  mobiles,  soit  avec  des  piles  flot- 
tantes, soit  en  formant  un  cadre  {fig.  "^i)  àe  surface  quelcon- 
que S  dont  les  extrémités  recourbées  plongent,  sur  la  même 
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verticale,  dans  des  godets  de  mercure  en  relatioa  avec  les 
électrodes  d'une  pile. 

Quand  on  soumet  un  tel  circuit  à  l'action  du  champ  ter- 
restre, la  conaposante  horizontale  H  intervient  seule.  Le  cadre 
tourne  de  façon  que  sa  surface  S  soit  perpendiculaire  au  mé- 
ridien magnétique ,  la  partie  descendante  du  courant  étant 
située  à  l'Est  et  la  partie  ascendante  à  l'Ouest,  de  sorte  que 
le  courant  inférieur  soit  dirigé  de  l'Est  à  l'Ouest. 

Si  l'axe  de  rotation  est  horizontal  et  parallèle  au  méridien 
magnétique,  la  composante  verticale  Z  est  seule  efficace;  le 
cadre  se  met  alors  en  équilibre  dans  un  plan  horizontal,  le 
courant  marchant  de  l'Est  à  l'Ouest  par  le  Sud. 

Une  rotation  de  i8o"  à  partir  de  la  position  d'équilibre  exi- 
gerait le  travail  2ISH,  dans  le  premier  cas,  et  le  travail  alSZ 
dans  le  second. 

Le  rapport  des  travaux  correspondants  est  égal  à  celui  des 
composantes  H  et  Z,  c'est^-dire  à  ta  tangente  de  l'inclinaison 
magnétique.  Si  l'expérience  permet,  comme  on  le  verra  plus 
loin,  de  déterminer  des  quantités  respectivement  proportion- 
nelles ji  ces  travaux,  on  en  déduira  l'inclinaison  sans  avoir 
recours  à  l'emploi  direct  des  aiguilles  aimantées. 

32s.  CircoitB  asiatiques.  —  Le  travail  relatif  à  un  déplace- 
ment quelconque  est  encore  nul  lorsque  le  circuit  comprend 


Fig-  î3. 


F^-  ik- 


deux  courbes  fermées  telles  que  leurs  projections  sur  un  plan 
quelconque  donnent  deux  surfaces  S  et  S'  entourées  par  des 
courants  de  sens  contraires.  C'est  à  cette  condition  que  doi- 
vent satisfaire  les  courants  mobiles,  dits  asiatiques,  dont  les 
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circuits  sont  formés  de  manière  que  le  courant  ne  soit  pas 
soumis  à  l'action  d'un  cfaamp  uniforme  comme  celui  de  la 
terre.  Les  figures  72,  73,  74  fournissent  des  exemples  de  cir- 
cuits conducteurs  qui  réalisent  ces  conditions. 

Si  les  deux  surfaces  S  et  S'  n'étaient  pas  égales,  l'action  du 
champ  serait  proportionnelle  à  leur  différence  S  —  S'. 

326.  Actions  électrodynamiques.  —  -Un  courant  fermé  et  un 
feuillet  magnétique,  qui  sont  équivalents  vis-à-vis  d'un  sys- 
tème magnétique  quelconque,  le  sont-ils  encore  vis-à-vis  d'un 
autre  courant?  Ainsi  le  courant  C,  et  le  feuillet  équivalent  S, 
de  même  contour  peuvent  être  substitués  l'un  à  l'autre  en  pré- 
sence d'un  système  magnétique  Mi. 

Supposons  que  ce  système  soit  un  feuillet  Sa;  l'action  réci- 
proque des  feuillets  S,  et  Sa  est  identique  à  celle  qui  s'exerce 
entre  le  feuillet  S,  et  le  courant  C,  équivalent  au  feuillet  Sj; 
mais  cette  dernière  action  est-elle  la  même  que  celle  qui 
aurait  Heu  entre  les  deux  courants  C,  et  C,?  L'affirmative 
paraît  probable;  mais  ce  n'est  là  qu'une  induction  et  il  serait 
facile  de  trouver  des  exemples  pour  lesquels  le  môme  mode 
de  raisonnement  conduirait  à  des  conséquences  manifeste- 
ment erronées.  Ainsi,  dans  des  conditions  choisies  d'une 
manière  convenable,  il  peut  se  faire  que  les  actions  exercées 
sur  un  aimant  par  un  aimant  ou  par  un  morceau  de  fer  doux 
soient  les  mêmes;  on  n'en  saurait  conclure  que  le  fer  doux 
et  le  dernier  aimant,  qui  s'équivalent  en  présence  du  premier 
aimant,  seraient  encore  équivalents  vis-à-vis  d'un  autre  mor- 
ceau de  fer  doux. 

L'action  réciproque  des  courants  serait  démontrée  si  l'on 
était  sûr  que  le  champ  terrestre  fût  produit  par  des  courants, 
car  l'action  de  ce  cbamp  est  la  même  sur  un  aimant  et  sur  le 
courant  équivalent. 

C'est  donc  comme  un  résultat  expérimental,  et  non  comme 
une  déduction  nécessaire  de  la  théorie,  que  nous  admettrons 
le  théorème  suivant  d'Ampère  : 

L'action  réciproque  de  deux  couranls  fermés  est  idenlique 
à  celle  des  deux  feuillets  magnétiques  respectivement  équioa- 
lents  à  chacun  d'eux. 

Les  actions  des  courants  sur  les  courants  sont  dites  élec- 
trodynamiques.  L'identité  qui  existe  à  ce  point  de  vue  entre 
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les  courants  et  les  feuilleta  magnétiques  a  d'ailleurs  été  con- 
firmée sous  toutes  les  formes,  en  tant  du  moins  qu'un  régime 
permanent  est  établi  dans  les  circuits. 

Nous  citerons,  en  particulier,  les  nombreuses  expériences 
exécutées  par  W.  Weber  (')  sur  l'action  réciproque  de  deux 
bobines  cylindriques  à  bases  circulaires.  Celte  action  est 
proportionnelle  au  produit  des  intensités  des  deux  courants; 
elle  varie  avec  la  distance  et  la  direction  relative  des  bobines 
suivant  les  mêmes  lois  que  si  l'on  remplaçait  les  bobines  par 
deux-  aimants  uniformes  dont  les  axes  magnétiques  seraient 
parallèles  à  ceux  des  bobines. 

327.  Énergie  relative  de  deox  courants.  —  Il  résulte  immé- 
diatement de  cette  analogie  (257)  que  l'énergie  potentielle  due 
h  la  position  relative  de  deux  courants  fermés  sera  exprimée, 
h  une  constante  près,  par  la  formule 

(7)  W^-UM/, 

dans  laquelle  I  et  I'  désignent  les  intensités  des  deux  cou- 
rants et  Mie  flux  de  force  qui,  émanant  de  l'un  des  circuits, 
traverse  l'autre  par  sa  face  négative,  lorsque  l'intensité  dans 
chacun  d'eux  est  égale  à  l'unité;  c'est  ce  qu'on  appellera  plus 
loin  le  coefficient  d'induction  mutuelle  des  deux  circuits. 

Le  travail  dl  des  forces  magnétiques  correspondant  à  un 
déplacement  infiniment  petit  sera  donné  par  l'équation 

(8)  d-ï  =  —dVî  =  \\'dM. 

328.  Formate  de  Neumann.  —  L'analogie  des  courants  et 
des  feuillets  magnétiques  donne  immédiatement  la  valeur  du 
coefficient  d'induction  mutuelle  ^f  de  deux  circuits  en  fonc- 
tion des  éléments  du  contour  (257).  Toutefois,  il  n'est  pas 
nécessaire  de  recourir  à  cette  méthode,  car  la  loi  de  Laplace 
permet  de  trouver  directement  l'expression  de  Neumann. 

Le  flux  de  force  émis  dans  une  surface  par  un  courant  est 
la  somme  des  flux  relatifs  à  chacun  des  éléments. 
Considérons  un  élément  ds  (fig.  ^5),  que  nous  supposerons 

(1)  w.  W'eder,  Elecirodynamitche  liaaibeitimmangen,  1"  partie;  ISU. 
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parcouru  par  l'unité  de  courant;  soit  C  le  contour  d'une  sur- 
face S',  contour  que  l'on  supposera  parcouru  dans  le  sens  de 
la  flèche  afin  que  la  face  négative  soit  en  avant. 

En  un  point  P  situé  à  la  distance    r  =  OP,  le  champ  de 
l'élément  ds  est 

._  ds sinx, 
I  —      r*      ' 

la  direction  de  ce  champ  est  perpendiculaire  au  plan  méri- 
dien rds  et  vers  la  gauche  du  courant,  c'est-à-dire  de  l'avant 
à  l'arrière  de  ta  figure. 

Le  flux  de  force  qui  traverse,  dans  le  voisinage  de  P,  un 
élément  dS'  de  la  surface  est  le  produit  du  champ  f  par  la 


PiB-  75 

projection  de  l'élément  dS'  sur  le  plan  méridien  ;  on  peut 
prendre,  pour  cette  projection,  l'élément  rdrda  limité  par 
l'angle  d%  et  les  rayons  vecteurs  ;-et  r  +  dr.  Le  flux  de  force 
élémentaire  est  donc 

fri!rd2  =  (ls—  sinarfa. 

Le  flux  de  force  total  ç  dans  la  surface  S'  est  l'intégrale  de 
cette  expression  étendue  à  toute  la  surface,  c'est-à-dire 

if=^ds  II  —  siiiarfa  =  rfs  I  —  j  stiiaii^a. 

Pour  une  valeur  constante   de  ia  distance  r,  la  dernière 

Éltiti-.  fl  -tfagn.  —  i.  3a 
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intégrale  est  simplement  cosa' — cosa',  en  désignant  par  a' 
et  a'  les  valeurs  de  l'angle  a  relatives  aux  points  P'  et  P"  où  la 
sphère  de  rayon  r  rencontre  le  contour  C  Le  second  terme, 
ayant  le  signe  —,  correspond  à  une  valeur  négative  de  dr 
quand  on  suit  le  contour  C  dans  le  sens  indiqué. 

On  peut  donc  écrire,  en  désignant  par  0  la  valeur  de  l'angle  a' 
relative  à  un  point  quelconque  du  contour. 


Je     '■ 


Appelant  0'  l'angle  que  fait  la  tangent*  au  point  P'  avec  le 
rayon  vecteur  r  =  OP',  et  ds'  l'élément  de  contour  compris 
entre  les  sphères  derayonsret  }-+dr, oa&  dr  —  da'cos^';  la 
valeur  de  ç  peut  donc  s'écrire 


=-x= 


Si  l'on  désigne  par  e  l'angle  des  éléments  ds  et  ds',  et  par  b 
l'angle  des  plans  rds  et  rds',  on  a 


cobe^^cobOcosO 


En  tenant  compte  de  cette  relation,  l'expression  du  flux  de 
force  devient 


=  d,f^!l^-J.f 


(fs'siaB  sinO'cosw 


Or,  la  dernière  intégrale  est  nulle.  Il  suffît  de  remarquer, 
en  effet,  que  le  produit  t^'sinO'cosu  représente  la  projection 
de  l'élément  ds'  sur  la  normale  au  rayon  vecteur  /-,  dans  le 
pian  méridien  rds,  c'est-à-dire  —  rdb,  ce  qui  donne 


^"-X- 


11  est  clair  que  cette  expression  est  nulle  quand  on  suit 
le  CDQtour  dans  un  sens  déterminé  pour  revenir  au  même 


DigmzcdbyGoOglC 


COUR,V.\TS   ET   FEUILLETS. 


point,  puisque  l'angle  9  reprend  au  retour  la  même  valeur. 
il  reste  finalement 


^^J<hc«,. 


Le  flux  de  force  émis  par  l'élément  ds  dans  la  surface  S' est 
ainsi  exprimé  en  fonction  des  éléments  du  contour  C. 

La  formule  de  Neumann  s'en  déduit  immédiatement,  car  le 
flux  émis  dans  la  surface  S'  par  le  circuit  C,  dont  l'élément  ds 
fait  partie,  ou  le  coeflicient  d'induction  mutuelle  ^des  cir- 
cuits  C  et  C,  est  la  somme  des  flux  relatifs  aux  divers  élé- 
ments, c'est-à-dire 

expression  que  l'on  peut  écrire,  en  fonction  des  projections 
rectangulaires  des  éléments. 


„,        ...//- 


d.fdx'-\-  dydy  +  dzdz' 


329.  UnîtéB  électromagnétiques.  —  On  avait  défmi  d'abord 
l'intensité  d'un  courant  par  la  quantité  d'électricité,  déduite 
de  la  loi  de  Coulomb  sur  l'action  réciproque  des  corps  élec- 
trisés,  qui  traverse  chacune  des  sections  du  conducteur 
pendant  l'unité  de  temps;  le  courant  est  alors  mesuré  en 
unités  dites  éleclrostatiques. 

On  a  ensuite  (317)  défini  l'intensité  éleclromagnéliqae  ! 
d'un  courant  par  la  puissance  magnétique  U  du  feuillet  équi- 
valent, laquelle  se  déduit  de  la  loi  de  Coulomb  relative  à 
l'action  réciproque  des  aimants.  Comme  la  fonction  U  repré- 
sente un  potentiel  (246),  ou  le  quotient  d'une  masse  magné- 
tique par  une  distance,  le  carré  I",  ou  le  produit  de  deux 
intensités  de  courant,  est  le  quotient  du  produit  de  deux 
masses  magnétiques  par  le  carré  d'une  distance,  c'est-à-dire 
une  force  mécanique. 

Ce  changement  dans  l'expression  de  l'intensité  amène  né- 
cessairement des  modiflcations  correspondantes  dans  l'éva- 
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luation  des  autres  grandeurs  électriques.  Si  l'on  veut  que 
l'intensité  représente  toujours  la  quantité  d'électricité  que 
débite  un  courant  uniforme  pendant  l'unité  de  temps,  le  pro- 
duit I^  est  la  mesure  de  la  quantité  débitée  pendantle  temps  /, 
et  cette  mesure  détermine  l'unité  d'électricité. 

Si  le  courant  ne  produit  pas  d'autre  travail  que  l'échaufTe- 
ment  des  conducteurs,  l'énei^ie  calorifique  dégagée  pendant 
le  temps  t,  d'après  la  loi  de  Joule,  peut  être  encore  repré- 
sentée par  I*R/;  cette  expression  déterminera  la  résistance  R 
du  conducteur  et,  par  suite,  l'unité  de  résistance. 

Enfin,  la  toi  d'Ohm,  mise  sous  la  forme  E  =  IH,  détermi- 
nera l'unité  de  force  électromotrice  par  les  unités  de  courant 
et  de  résistance. 

11  importe  de  remarquer  ici  que,  si  l'on  continue  d'employer 
les  mêmes  expressions  pour  désigner  des  grandeurs  physiques 
analogues,  telles  qu'intensité  de  courant,  forces  électromo- 
trices, résistances,  etc.,  en  représentant  les  lois  par  des 
formules  dégagées  de  coefficients  parasites,  ces  grandeurs 
correspondantes  ne  sont  plus  des  quantités  de  même  nature 
quand  on  passe  d'un  système  à  l'autre. 

Ainsi,  tandis  que  la  résistance  électrostatique  /-  d'un  con- 
ducteur est  l'inverse  d'une  vitesse  (154),  la  résistance  électro- 
magnétique R  est  au  contraire  une  vitesse. 

En  effet,  l'expression  VRt  est  un  travail,  c'est-à-dire  le  pro- 
duit d'une  force  mécanique  par  une  longueur.  Comme  le  fac- 
teur P  est  une  force,  il  en  résulte  que  le  produit  Rt  est  une 
longueur,  c'esUà-dire  que  la  résistance  R  est  une  vitesse. 

Pour  un  même  conducteur,  le  rapport  des  résistances  R  et  ;■ 
est  ainsi  le  carré  d'une  vitesse,  et  ce  rapport  est  une  quantité 
constante,  quelles  que  soient  les  dimensions  du  conducteur. 

Nous  établirons  plus  loin,  d'une  manière  générale,  les  rela- 
tions générales  qui  existent  entre  les  unités  éleciroslaiiques 
et  les  unités  éleclfomagnétiqaes. 

330.  Application  au  champ  terrestre.  —  Si  le  cliamp  magné- 
tique terrestre  est  produit  par  des  courants  électriques  qui 
se  propagent  dans  le  sol  et  même  en  partie  par  des  courants 
qui  restent  entièrement  extérieurs,  l'action  magnétique  au 
voisinage  de  la  surface  de  la  Terre  est  encore  la  même  que 
celle  des  feuillets   équivalents,    c'est-à-dire  d'un  système  de 
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masses  magnétiques.  Il  existerait  alors  une  foncUoD  des 
forces,  un  véritable  potentiel  magnétique  et  rien  ne  serait  à' 
modifier  dans  la  théorie  de  Gauss  (ch.  VI). 

Mais  il  peut  arriver  que  des  courants  électriques  empruntent 
la  Terre  dans  une  portion  seulement  de  leur  trajet,  qu'ils 
émanent  d'une  région  pour  aboutir  k  une  autre,  après  s'être 
propagés  dans  les  régions  élevées  de  l'atmosphère.  Dans  ce 
cas,  le  potentiel  peut  être  considéré  comme  formé  de  deux 
parties  de  caractères  différents,  l'une  proprement  magnétique 
et  l'autre  électromagnétique. 

Le  long  d'un  chemin  fermé  à  la  surface  du  sol,  le  travail 
du  champ  sur  l'unité  de  magnétisme  n'est  plus  nul  (308), 
mais  égal  au  produit  de  4^  par  l'intensité  totale  I  du  courant 
qui  traverse  la  surface  enveloppée  par  le  contour. 

Supposons  que  l'on  ait  tracé  sur  la  surface  du  globe  l'en- 
semble des  méridiennes  magnétiques  définies  par  la  condition 
d'être  tangentes  en  chaque  point  à  la  direction  de  la  compo- 
sante horizontale;  les  courbes  orthogonales  à  ces  méridiennes 
ne  sont  pas  nécessairement  fermées  et  il  n'y  a  plus  de  paral- 
lèles magnétiques  proprement  dits. 

Si,  partant  du  point  A  situé  sur  un  méridienne,  on  suit  une 
orthogonale  S,  le  premier  retour  de  cette  ligne  à  la  méri- 
dienne primitive  la  coupera  en  un  point  B  différent  de  l'ori- 
gine. Sur  le  chemin  fermé  ASBA,  le  travail  du  champ  est  oui 
pour  toute  la  portion  orthogonale  ASB;  mais,  en  désignant 
par  da  un  élément  de  la  méridienne  et  par  H  la  valeur  cor- 
respondante de  la  composante  horizontale,  il  reste  pour  le 
chemin  BA  le  travail 


<■"  X'" 


rf*:=4-I. 


On  pourra  ainsi  déterminer  le  courant  total  I  qui  traverse 
la  surface  limitée  au  chemin  suivi. 

Les  observations  semblent  indiquer  qu'une  fraction  appré- 
ciable du  champ  terrestre  doit  ainsi  être  attribuée  à  des  cou- 
rants électriques.  Partant  d'un  point  de  l'équateur  géogra- 
phique, si  l'on  mène  dans  l'hémisphère  Nord  une  orthogonale 
aux  méridiennes  dirigée  d'abord  vers  l'Ouest,  cette  ligne  paraît 
former  une  sorte  de  spirale  dont  les  branches  successives, 
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d'abord  assez  rapprochées,  s'écartent  davantage  dans  les 
'latitudes  moyennes  et  se  resserrent  dans  la  zone  polaire. 

Comme  l'expression  (ii)  donne  alors  un  travail  négatif,  il 
en  résulterait  qu'un  ensemble  de  courants  électriques,  tra- 
versant la  Terre  du  Sud  au  Nord,  émergent  ensuite  par  la 
surface  de  l'hémisphère  Nord  pour  revenir  à  l'autre  hémi- 
sphère, après  s'être  propagés  dans  l'atmosphère. 

Admettons,  par  exemple,  comme  semblent  l'indiquer  les 
cartes  magnétiques  du  globe,  que  la  distance  des  spires  au 
voisinage  de  l'équateur  soit  d'environ  s°,5  ou  a8.io*  centi- 
mètres. En  prenant  o,33  pour  la  valeur  moyenne  de  la  com- 
posante horizontale,  on  aurait  donc 

4"  I^  0,33.28.10'  =  9,2.  lo*. 

Il  en  résulte  I  =  0,73.10*;  un  tel  courant  correspondrait, 
comme  on  le  verra  plus  loin  (421),  à  7,3  millions  d'ampères. 

Si  ce  courant  était  distribué  d'une  manière  à  peu  près 
uniforme  sur  la  surface  21:0"  de  chaque  hémisphère,  l'inten- 
sité par  unité  de  surface  serait 

1-1  o         .. 


C'est  donc  un  courant  égal  à  o,oo3  en  unités  C.G.S,,  ou 
I  o,o3  ampère  par  kilomètre  carré. 
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331.  Action  réciproque  de  deux  éléments  de  courants.  —  De 
même  que  l'acUon  de  deux  feuillets  magnétiques  peut  s'ex- 
primer en  fonction  des  éléments  des  contours  (258),  l'actioa 
réciproque  de  deux  courants  peut  aussi  être  considérée  comme 
l'ensemble  des  forces  qui  s'exerceraient  entre  les  éléments 
linéaires  considérés  deux  à  deux. 

Une  loi  élémentaire  n'est  pas  directement  abordable  par 
l'expérience.  Il  est,  possible,  à  la  rigueur,  d'étudier  l'action 
d'un  pâle  sur  un  élément  de  courant,  si  Ton  rend  mobile  une 
portion  très  petite  du  circuit,  mais  on  ne  peut  pas  faire  agir 
un  élément  de  courant  sur  un  pôle,  puisque  le  courant  est 
toujours  fermé,  soit  par  un  flux  réel  d'électricité  lorsqu'il  ne 
parcourt  que  des  conducteurs,  soit  par  le  déplacement  élec- 
trique (98)  quand  le  circuit  renferme  des  diélectriques. 

De  môme,  on  peut  observer  l'action  d'un  courant  fermé 
sur  un  élément  de  courant,  mais  non  celle  qui  s'exerce  entre 
deux  éléments. 

L'action  d'un  cbamp  magnétique  sur  un  élément  de  cou- 
rant est  entièrement  définie  par  la  loi  de  Laplace  ;  son  point 
d'application  est  sur  l'élément.  Quant  à  l'action  réciproque 
de  l'élément  sur  un  pôle  magnétique,  elle  a  la  même  valeur 
en  sens  contraire,  mais  on  peut  l'appliquer  arbitrairement  sur 
l'élément  ou  sur  le  pôie.  Il  est  donc  permis  de  considérer  le 
cbamp  magnétique  d'un  courant  comme  la  résultante  des 
champs  produits,  en  vertu  de  la  loi  de  Laplace,  par  chacun 
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des  éléments  du  contour.  Avec  cette  hypothèse,  le  champ 
élémentaire  des  courants  se  trouve  déterminé. 

Si  ds  est  un  élément  d'un  courant  I,  le  champ  produit  à  la 
distance  /■  dans  une  direction  qui  fait  l'angle  8  avec  celle  du 
courant,  c'esWi-dire  l'action  que  cet  élément  exercerait  sur 
l'unité  de  magnétisme,  est  perpendiculaire  au  plan  rda  et 

égal  à Pour  l'unité  de  courant,  cette  action  est 

La  recherche  d'une  action  élémentaire  entre  les  courants 
répond,  au  contraire,  à  une  conception  purement  mathéma- 
tique; ce  genre  de  considérations,  tout  en  laissant  une  part 
d'arbitraire,  n'en  est  pas  moins  légitime  si  l'on  impose  aux 
actions  élémentaires  la  seule  condition  que  leur  résultante 
relative  à  un  circuit  fermé  reproduise,  pour  l'action  d'un 
courant  sur  un  élément,  une  loi  conforme  à  celle  qui  a  été 
établie  par  l'expérience. 

Nous  supposerons,  pour  simplifier,  que  les  circuits  que 
l'on  envisage  sont  parcourus  par  l'unité  du  courant.  Les 
actions  réelles  s'obtiendront  en  multipliant  le  résultat  final 
par  le  produit  des  intensités  I  et  I'  des  deux  courants. 

La  solution  la  plus  directe  consiste  à  admettre  que  l'action 
d'un  élément  sur  un  autre  est  celle  que  produirait  te  champ 
magnétique  f  du  premier. 

Soient  ds  et  da'  les  deux  éléments,  r  la  distance  qui  les 
sépare,  6  et  0'  les  angles  que  fait  avec  la  direction  des  cou- 
rants la  droite  r  comptée  de  da  vers  ds'. 

Menons  ftar  un  point  O  (fig.  76)  des  droites  OC  et  OC  res- 
pectivement parallèles  aux  éléments  ds  et  da',  l'axe  des  xétant 
parallèle  à  r,  et  le  plan  xy  parallèle  au  plan  rds. 

Le  champ  /'est  perpendiculaire  au  plan  rds,  c'est-à-dire  au 
plan  xy,  et  dirigé  d'avant  en  arrière. 

Le  plan  directeur  de  l'action  g  de  ce  champ  sur  l'élément 
ds'  eslfds'.  Cette  action  est  perpendiculaire  au  plan  fds',  c'est- 
è-dire  perpendiculaire  à  l'élément  ds'  et  au  champ  f;  elle  est 
donc  située  dans  le  plan  fds,  et  dirigée  vers  la  gauche;  elle 
a  pour  valeur  l'aire  du  parallélogramme  fds'.  Désignant  par  f^' 
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l'angle  de  l'élément  ds'  avec  le  plan  rds,  on  a  donc 
ds  ds'  i\uhco^^' 


(^1 


g  =  fds'* 


18^.   =- 


Si  les  intensités  sont  respectivement  I  et  I',  l'action  élémen- 
taire i(  devient 


(3) 


*  =  II 


dsds'  &m^cos)i.' 


C'est  la  formule  de  Reynard  (•),  déjà  indiquée  par  Ampère  {*) 
comme  une  solution  du  problème. 

On  serait  arrivé  au  même  résultat  par  la  notion  du  travail 
électromagnétique . 

Si  l'élément  ds'  se  déplace  parallèlement  à  lui-même,  le 


Vis-  A 

travail  du  champ  /"est  le  flux  de  force^  coupé,  c'eslrà-dire  le 
produit  du  champ  par  la  projection,  sur  un  plan  perpendi- 
culaire, de  l'aire  décrite  par  l'élément  ds'. 

Cette  aire  est  un  parallélogramme  dont  l'un  des  cOtés  est  ds'  ; 
l'aire  de  la  projection  est  celle  d'un  rectangle  qui  a  pour 
côtés  la  projection  ds' cosv-'  de  l'élément  et  la  projection  00' 
du  déplacement  sur  la  direction  de  la  force  g,  laquelle  est 
perpendiculaire  à  OM',  Le  travail  est  donc 

/■ii!'cosiA'.00'=^.00'; 

le  résultat  est  donc  le  même  que  si  l'élément  ds'  était  soumis 
à  la  force  g. 

(>)  Rbtnaud,  ^nn.  de  ch.  et  de  phyt.  {i).  l.  XIX,  p.  Ï73;  1B70. 
(>)  AMPÈaB,  Mémoire$  de  l»  SoeUté  de  Phs$.  t.  III,  p.  113. 
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332.  Expression  analytique.  —  Rapportons  le  problème  à 
trois  axes  rectangulaires  (lîg.  77),  en  prenant  pour  axe  des  - 
la  direction  de  l'élément  ds'. 

Soient  s:,  y,  z  les  coordonnées  du  point  P  où  se  trouve 
l'élément  ds,  0  et  9'  les  angles  de  la  droite  OP  =  r  avec  les 
directions  des  éléments  ds  et  ds'. 

L^action  g  At  ds  sur  ds'  est  dans  le  plan  rds  et  perpendicu- 
laire à  ds';  elle  est  donc  dans  le  plan  des  j-7  et  dirigée  suivant 
la  trace  OG  du  plan  rda. 

On  peut  écrire 


ds  ds' im^  co&a'      <is'cosui'       ,     . 

s  = ~r — -  =  — -r^-'-^^' 


i6r^  — da'cosn'. 


Le  produit  rdi  sin  6  représente  l'aire  A  du  parallélogramme 
formé  par  les  côtés  r  et  ds. 


Désignons  par  a,  ?,  v  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la 
normale  N  (fig.  78)  au  plan  rda  ;  l'angle  y  est  complémentaire 
de  l'angle  ji'  que  fait  l'élément  di'  avec  le  plan  rds. 

La  trace  OG  du  plan  étant  perpendiculaire  à  la  projec- 
tion ON'  de  la  normale  ON,  on  a,  en  appelant  a,'  et  P'  les  angles 
de  la  droite  ON'  avec  les  axes  des  x  et  des  y, 

cosa;=cosa'9În']'^^cosa'cos|i', 
cos  3  ^  cos  ?  '  sin  Y  =  cos  g  '  cos  j*  '. 
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D'autre  part,  les  angles  de  la  droite  OG  avec  les  axes  des 
!■  et  des  y  sont  respectivement  P'  et  —  a'. 
Les  composantes  S  et  t]  de  la  force  g  sont  donc 

A  A 


La  normale  N  étant  perpendiculaire  à  la  droite  ;■  et  à  IVIiV 


ment  ds  dont  les  projections  sont  dx,  dy  et  c^z,  on  déduit  des 
relations 

j: cos a  +  j' cos  3 -h -  COS7  ^;  o , 
i/j:.cosa-|-iij.cosp-l-rf;.  cosy^O, 

.rrfj  —  /d-  ^ ydz  — zdy zdx  — xdz 

cosy  cosa 


cos^ 


(4) 


ds'  , 


et  la  composante  C  parallèle  à  l'élément  tfs'  est  nulle. 


DiailizodbyGOOgle 


5(W  ■  ÉLECTROMAGNÉTLSME. 

333.  Formule  générale.  —  Cas  particuliers.  —  On  peut  main- 
tenant, comme  on  l'a  fait  déjà  (258)  à  propos  des  feuillets 
magnétiques,  ajouter  à  chacune  des  composantes  la  difTé- 
rentielle  exacte  d'une  fonction  des  coordonnées  du  point  1*. 
puisque  ces  termes  disparaissent  quand  on  considère  l'action 
totale  du  circuit  dont  l'élément  ds  fait  partie. 

En  désignant  par  X,  Y  et  Z  des  fonctions  arbitraires,  oa 
peut  donc  prendre,  comme  expressions  générales  des  compo- 
santes de  l'action  de  l'élément  ds  sur  ds', 

i  =  d.'[dx^Ça{^)} 

\   !:  =  ds'dZ. 

Si  l'on  admet,  avec  Ampère,  que  l'action  des  deux  éléments 
est  dirigée  suivant  la  droite  OP  qui  les  joint  (fig.  77),  les  trois 
composantes  €,  1]  et  C  de  la  force  g,  considérée  comme  attrac- 
tive, sont  respectivement  proportionnelles  aux  coordonnées 
.c,  jr  et  ;  du  point  P,  ce  qui  donne 


i[--S<j)]=J["-^^©]- 


On  en  déduit 

Les  seconds  membres  seront  en  même  temps  des  différen- 
tielles exactes  si  l'on  donne  à  Z  la  valeur  ^,  d'où  résulte 


S  =  da''-  ' 
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Menant  la  droite  OC  parallèle  à  da  et  désigaant  par  a  l'angle 
ce  des  deux  éléments,  on  a 


dz  =;  ds  cos  î, 

dsds' 


tds'f 


Si  l'on  appelle  enfin  u  l'angle  CBC  formé  par  les  plans  rds 
etrds',  I  et  r  les  intensités  des  courants,  l'action  élémentaire  •> 
peut  s'écrire,  en  tenant  compte  de  la  relation 

cos£  =  cos0cos0'H-sÎR6sin6'cos(d, 

'  ,       ...dsds'r  ^      ;i      .      -A 

1    <l=^all  ■  ■        I  cos 6 cos B cos 0     • 

t!i  =  2ll  — -— I  sin8sin9  cosw 


,dsds'r  ■   o  ■   û'  cosOcosO' 


-r 


C'est  la  formule  habituelle  d'Ampère. 
Supposons  encore  que  l'on  pose,  en  désignant  par  «  une 
fonction  des  coordonnées, 


-  =  —=.«, 


c'est-à-dire  que  l'on  ajoutée  la  valeur  primitive  de  {;  une  ac- 
tion nouvelle  g,  dont  les  composantes  sont 

î,  ::^ds' d{xH)=^da'{xda-\-uds), 

Yî,  '=  ds'd{xu)  —  da'{xdu  ■+-  u  dy) , 

Cl  ~ds'd{sn)  =  ds'{=du-i-udz); 

g]  =  ife''  (;■'  rfrt'  -I-  «*  ds'  +  iu  du .  rdr). 

On  peut  écrire,  en  remarquant  que 

da-  =  A*cos*6  +  da'  sia'6  —  dr*  ■+-  da'  sin*6 , 

^»  =  (fo'a    [(/(«r)]*-|-w*rfs*sin*8l. 
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L'angle  6|  que  fait  la  direction  de  §■,  avec  la  droite  /■  est 
déterminé  par  la  relation 

^  cosô,  ~ xd{xu)  +  x^iX") -^ ^'^i^'*)  =  r^tiu-i-urdr^id(nr), 

cosb,  =  —  d{ur). 
S' 

Si  l'on  veut  que  gt  soit  perpendiculaire  à  la  distance  r,  il 
faut  que  le  produit  ur  soit  une  constante  a;  par  suite 

fl                   .    .  r      „        dsds'  .   ,_ 
(a)  u=-,      g,=iidsdss\TiQ  —  a sinô. 

L'action  élémentaire  <^  se  compose  alors  de  deux  forces, 
l'une  donnée  parla  formule  (S)  de  Rejnard,  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance,  l'autre  i^i  perpendiculaire  à  la  dis- 
tance r  et  en  raison  inverse  de  la  simple  distance 

(7)  ^.^alI'^i^sinO. 

L'angle  3  deg-i  avec  l'élénaent  ds  est 

^^  cosî  —  dj:d{xu)-\-d)-d{xu)-{-dzd{zu)  =  du.rdr.-h  iids^, 

ds' dr   ,,     .  dsds'    .   .„ 

co80= f-  d{ur)  +  u sin*9. 

g,ds      ^     '  g, 

Avec  la  condition  (a),  il  reste  simplement 

CO8  S  ^  sin  8 ,       3  =  90°  —  6. 

Finalement,  l'action  ajoutée  g^  est  perpendiculaire  à  la  dis- 
tance /■  et  fait  avec  l'élément  ds  un  angle  complémentaire  de  6  ; 
elle  est  donc  dirigée  suivant  la  droite  OG,  (fig.  77)  située 
dans  le  plan  rds. 

Enlln  l'angle  6,'  de  sa  direction  avec  celle  de  l'élément  ds', 

auquel  elle  est  appliquée,  est 

...               cosï  —  cos8cos6' 
C038,  ^smo  coau^ r—, — — - 
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Celle  hypothèse  de  deux  forces  différentes  '^  et  tl,,  l'une  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance  et  l'autre  de  la  simple 
distance  a  été  émise  par  Grassmann  ('). 

Les  équations  (5)  montrent  d'ailleurs  que  le  problème  com- 
porte un  nombre  indéterminé  de  solutions  différentes,  mais  il 
serait  sans  aucune  utiHté  de  les  examiner  parce  qu'on  ne  fait 
jamais  usage  de  la  loi  élémentaire. 

334.  Méthode  d'Ampère.  —  L'importance  du  sujet  et  l'intérêt 
que  présentent  les  raisonnements  et  les  expériences  d'Ampère 
justifient  un  nouvel  exposé  de  la  question  d'après  les  idées  de 
l'illustre  physicien;  nous  le  ferons  d'une  manière  un  peu 
différente,  en  nous  inspirant  de  sa  méthode,  mais  sans  suivre 
strictement  le  même  mode  d'exposition. 

Ampère  s'appuie  sur  un  certain  nombre  de  principes,  qui 
sont  ou  des  hypothèses  ou  des  axiomes  évidents,  et  sur  des 
faits  empruntés  à  l'expérience. 

Pour  déterminer  l'action  d'un  p6le  sur  un  élément,  on  s'ap- 
puie sur  les  principes  suivants  : 

1°  Égaillé  de  l'action  et  de  la  réaction.  —  L'action  d'un 
aimant  sur  un  courant  est  égale  et  directement  opposée  h  celle 
du  courant  sur  l'aimant. 

C'est  une  loi  générale  de  la  nature  qui  se  vérifie  dans  le 
cas  actuel  (323)  par  l'instabilité  d'un  système  mobile  qui 
porte  un  aimant  et  un  courant, 

2°  L'action  change  de  signe  avec  le  signe  du  pôle  oa  le  sens 
du  courant.  —  C'est  la  conséquence  du  fait  général  (314)  que 
le  courant  produit  un  champ  magnétique. 

L'action  reste  la  même  quand  on  change  à  la  fois  le  signe 
du  pôle  et  le  sens  du  courant. 

3°  Principe  des  courants  sinueux.  —  Ampère  vérifie  ce 
principe  par  expérience  en  montrant  que  deux  conduc- 
teurs aboutissant  aux  mêmes  extrémités,  l'un  rectiligne  et 
l'autre  sinueux,  ont  une  action  nulle  sur  un  aimant  situé  h 
une  distance  notable  par  rapport  à  l'intervalle  qui  les  sé- 
pare, quand  ils  sont  traversés  en  sens  contraires  par  le  même 
courant. 

Ce  principe  pourrait  conduire  à  des  conséquences  erronées 

(■]  Gbassvann,  Pogg.  Annal.,  t.  LXIV,  p.  I  ;  IKtJ. 
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si  le  courant  sinueux  était  enroulé  en  hélice  autour  du  cou- 
rant rectiligne,  car  le  système  constituerait  alors  un  solenolde 
électrodynamîque  (320)  ;  on  n'en  fait  d'ailleurs  usage  que  pour 
remplacer  un  élément  de  courant  par  ses  projections  ou  par 
un  contour  polygonal  aboutissant  à  ses  extrémités. 

i"  L'action  d'an  aimant  sur  an  élément  de  courant  est  per- 
pendiculaire à  Vêlement.  —  Pour  démontrer  ce  résultat  expé- 
rimental. Ampère  emploie  un  conducteur  métallique  courbé 
en  arc  de  circonférence,  rendu  mobile  autour  de  son  axe  par 
un  équipage  convenable,  et  posant  sur  deux  surfaces  de  mer- 
cure respectivement  en  communication  avec  deux  électrodes 
qui  amènent  et  emportent  le  courant. 

L'action  d'un  aimant  quelconque  laisse  l'arc  immobile  :  les 
actions  élémentaires  passent  donc  par  l'axe  de  rotation,  c'est- 
à-dire  qu'elles  sont  normales  aux  éléments  du  courant. 

L'expérience  est  bien  démonstrative,  car  l'arc  se  met  en 
mouvement  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  quand  il  peut  tourner 
autour  d'une  droite  autre  que  son  axe. 

5°  L'action  d'an  aimant  sur  an  élément  de  courant  est  appli- 
quée à  l'élément.  —  La  démonstration  de  cette  propriété  sera 
empruntée  encore  h  l'expérience. 


1 


Une  tige  métallique  verticale,  recourbée  à  sa  partie  supé- 
rieure, est  terminée  par  deux  pointes  qui  posent  dans  des 
godets  contenant  du  mercure,  et  peut  ainsi  tourner  autour  de 
son  axe;  des  électrodes  plongeant  dans  le  liquide  permettent 
de  faire  traverser  la  lige  par  un  courant. 

Ce  courant  recliligne  reste  immobile  sous  l'action  d'un  sys- 
tème magnétique  quelconque;  le  conducteur  se  met  au  con- 
traire en  mouvement  dès  qu'il  présente  des  parties  notables 
situées  en  dehors  de  l'axe  de  rotation. 

6°  Principe  de  symétrie.  —  Des  raisons  de  symétrie  suf- 
Gront  maintenant  pour  déterminer  la  direction  de  la  force. 

On  voit  d'abord  que  l'action  d'un  pôle  P  (fig.  jg)  sur  un 
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élément  du  normal  à  la  droite  r  qui  les  joint  est  perpendicu- 
laire au  plan  rds.  En  eiïet,  on  sait  (5°)  que  cette  action  est 
normale  à  l'élément  et  change  de  signe  avec  le  sens  du  cou- 
rant {3°);  elle  est  aussi  perpendiculaire  au  plan  rds,  car  elle 
doit  devenir  symétrique  de  sa  direction  primitive  quand  on 
fait  tourner  la  figure  de  180°  autour  de  ta  droite  /■• 

L'action  d'un  pôle  P  (fig.  80)  sur  un  élément  ds  dont  la 


Fift.  I 


direction  passe  par  le  pôle  est  nulle,  car  elle  est  perpendicu- 
laire à  l'élément  et  ne  doit  pas  changer  quand  on  tourne  la 
(Igure  d'un  angle  quelconque  autour  de  la  droite  r. 

Les  résultats  sont  évidemment  les  mêmes  quand  on  rem- 
place le  pôle  unique  par  un  champ  magnétique  quelconque 
d'intensité  F.  Si  l'élément  di  fait  l'angle  a  avec  la  direction 
du  champ,  on  ie  remplacera  par  ses  projections,  l'une  dscosx 
parallèle  au  champ,  sur  laquelle  l'action  est  nulle,  et  l'autre 
dssina  perpendiculaire  au  champ. 

L'action  f  étant,  toutes  choses  égales,  proportionnelle  h 
l'intensité  idu  courant,  à  la  longueur  de  l'élément  et  à  l'inten- 
sité du  champ,  on  peut  écrire 

f  =;  fi îFdssinx^  IF dssinx, 

La  force  f  est  perpendiculaire  au  plan  Ftis,  qu'Ampère 
désigne  sous  le  nom  de  plan  directeur,  et  proportionnelle  ù 
l'aire  du  parallélogramme  Fds;  c'est  la  loi  de  Laplace. 

Au  lieu  d'écrire  immédiatement  cette  expression  générale, 
on  peut  dire  que  l'action  d'un  pôle  m  sur  un  élément  ds,  in- 
cliné de  l'angle  a  sur  la  droite  qui  les  joint,  est  de  la  forme 
m/ii/'{r)dssiDoi  ei  déterminer /"(r)  par  les  expériences  de  Biot 
et  Savart.  II  est  facile  de  montrer  d'ailleurs  que  la  loi  de  l'in- 
verse du  carré  de  ta  distance  est  la  seule  qui  satisfasse  à 
ces  expériences. 

Considérons  deux  courants  reclilignes  parallèles  S  et  S', 
aux  distances  a  et  a'  (Eig.  81)  d'un  pôle  magnétique  P  situé 

Éleclr.  el  M.iga.  —  i.  33 


DigmzcdbyGoOglC 


514  ÉLECTROHAGNÉTISME. 

dans  leur  plan  commun.  Pour  deux  éléments  ds  et  ds',  qui 
correspondent  au  même  angle  ~dx  =  di,  on  a 

da        r       a 


Si  les  actions  relatives  aux  éléments  correspondants  da  et 
ds'  sont  dans  le  rapport  des  actions  totales,  on  a 

f[r)J,         rfjr)   _a' ^r' 

ÂÔ3? -//■(,■■) -«-,-• 

r'f(r)  =  r''f[r'). 
L'action  est  donc  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 


s  s- 

A  A- 


Fig.  81. 

11  est'vrai  que  l'action  du  pôle  sur  le  courant  rectiligne  est 
appliquée  ea  A  sur  le  courant,  tandis  que  l'action  du  courant 
sur  le  pôle  est  appliquée  au  pôle,  mais  on  a  vu  (323)  que  celte 
contradiction  apparente  tient  k  la  nécessité  de  faire  intet^ 
venir  dans  le  second  cas  la  totalité  du  courant  fermé. 

335.  Action  réciproque  d'un  pôle  et  d'an  courant.  —  Au  lieu 
de  vérifier  que  la  loi  du  carré  de  la  distance  satisfait  aux  expé- 
riences de  Biot  et  Savart,  on  peut  laisser  la  loi  indéterminée 
et  s'appuyer  sur  cet  autre  fait  expérimental  que  l'action  d'un 
pôle  sur  un  courant  fermé  passe  par  le  pôle,  ce  qui  revient  à 
admettre  que  le  courant  produit  un  champ  magnétique. 

L'action  de  l'unité  de  pôle  situé  à  l'origine  des  coordonnées 
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sur  l'élément  ds  (flg.  77),  parcouru  par  l'unité  de  courant  et 
situé  à  la  distance  r,  peut  alors  s'écrire 

I  \  '  f.  j. 

Cette  force  étant  perpendiculaire  au  plan  directeur  rds,  ses 
composantes  sont  (332) 

Le  couple  dC  de  cette  action  par  rapport  à  l'axe  des  ::  est 
dC  =  r.^  ~  ir  =  ^\z{xd:c-i-j-dj-) -{:>:' -h  r')d=l, 

,/C  =  ^  (:  rdr  -  rUz)  =f[r){zdr -  rdz)  =  -  r^f{r)  d (-\  ■ 

Comme  le  rapport  -  est  le  cosinus  de  l'angle  d'  que  fait,  la 

droite  r  avec  l'axe  des  a,  le  couple  total  de  l'action  du  pôle  sur 
uti  arc  AB  du  courant  est 

C  =  -£f'f(r)d[^''>)=£r'f(r)d(^.V) 

En  intégrant  cette  expression  par  parties,  il  vient 

C=[,Y(')o<>«9']*-^*'=o.l'i[rV(r)]. 

Lorsque  le  courant  est  fermé,  le  premier  terme  du  second 
membre  est  nul.  Le  couple  étant  nui,  quelle  que  soit  la  forme 
du  circuit,  puisque  la  résultante  passe  par  le  pôle,  il  faut 
que  le  second  terme  soit  identiquement  nul,  c'est-à-dire  que 
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le  produit  i'^f{r)  soit  une  conslaate.  L'action  est  donc  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Si  tes  extrémités  de  l'axe  AB  sont  situées  sur  l'axe  des  ^  et 
qu'il  puisse  tourner  autour  de  cet  axe  sans  interrouipre  la 
continuité  du  circuit,  le  couple  produit  par  le  pôle  m  sur  le 
courant  I  devient  alors,  en  désignant  par  «  et  ^  les  valeurs  de 
l'angle  9'  relatifs  aux  extrémités  A  et  B, 


[c...]^  =  ..(co.. 


Deux  circonstances  peuvent  se  présenter,  suivant  que  le 
pôle  est  en  dehors  de  la  distance  AB  ou  dans  l'intervalle  de 
ces  deux  points. 

Dans  le  premier  cas,  les  deux  cosinus  ont  la  même  valeur 
et  le  couple  est  nul;  l'arc  reste  immobile. 

Dans  le  second  cas,  les  cosinus  sont  égaux  l'un  à  +  ■  et 
l'autre  à  —  i,  et  le  couple  devient 

Lorsque  l'arc  a  fait  un  tour  complet,  le  travail  du  pôle  est 

Le  travail  du  courant  sur  le  pôle,  ou  du  pôle  sur  le  courant, 
est  te  produit  de  l'intensité  1  par  le  flux  de  force  ^lim  qui 
émane  du  pôle,  comme  on  l'a  vu  déjà  (319). 

Les  composantes  X,  Y  et  Z  du  champ  magnétique  F  produit 
par  un  courant  I  sur  l'origine  des  coordonnées  sont  respec- 
tivement les  intégrales  des  valeurs  de  \%,  Iii  et  K  prises  en 
signes  contraires;  ob  a  donc,  en  faisant  r'-^f'ir)—  i, 

X=I| 


,8)  |Y  =  ,/f4^ 


'-/^ 
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Si  le  point  considéré  a  pour  coordonnées  x\  y'  et  z\  il  sufQt 
de  remplacer  les  coordonnées  primitives  de  l'élément  par 

.r  —  x',  j— 7',  z  —  z',  et  de  prendre 

336.  ÉqniTalence  d'ua  conrant  et  d'un  lenillet  magnétiqQe.  — 
L'action  d'un  champ  sur  un  élément  de  courant  étant  iden- 
tique à  celle  qu'il  exerce  sur  un  élément  du  contour  d'un 
feuillet,  il  en  résulte  que  l'action  du  courant  sur  un  pôle  est 
identique  à  celle  que  produirait  un  feuillet  de  même  contour, 
dont  la  face  positive  est  à  gauche  du  courant  et  dont  la  puis- 
sance magnétique  serait  I. 

Le  potentiel  magnétique  du  courant  en  un  point  est  ainsi  le 
produit  lu  de  l'intensité  I  par  l'angle  solide  u  sous  lequel  on 
voit  la  face  positive.  Comme  les  composantes  du  champ  sont 
respectivement  égales  et  de  signe  contraire  aux  dérivées  par- 
tielles du  potentiel,  la  surface  apparente  <>>  d'un  courant,  vu 
de  l'origine  des  coordonnées,  a  pour  dérivées  partielles 


-P- 


ydz  ■ 

- .-  dx 

sdr- 

-idz 

Tdy. 

-yds 

àx~J 
dia  _  r 

331.  Action  de  deux  éléments.  —  Pour  deux  éléments  de 
courant,  Ampère  admet  encore  le  principe  de  l'égalité  de  l'ac- 
tion et  de  la  réaction,  hypothèse  ayant  pour  conséquence  que 
l'action  est  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint  les  éléments. 
Cette  force  est  en  tous  cas  proportionnelle  au  produit  des 
intensités  I  et  I'  et  au  produit  des  longueurs  ds  et  ds'  des 
éléments  ;  elle  dépend  enfln  de  leur  distance  r  et  de  leurs 
directions  respectives. 

Soient  encore  ô  et  9'  (fig.  82)  les  angles  des  directions  de 
ces  éléments  avec  celle  de  ta  distance  00'=r,  w  l'angle  des 
plans  rds  et  rda',  e  l'angle  des  éléments. 

Le  principe  des  courants  sinueux  permet  d'abord  de  rem- 
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placer  le  courant  ds  par  deux  composantes  rectangulaires , 
l'une  a  parallèle  à  r  et  l'autre  b  située  dans  le  plan  rds;  on 
remplacera  de  même  ds'  par  ses  composantes  rectangulaires 
a',  h'  et  c'  les  deux  premières  étant  respectivement  parallèles 
à  a  et  £,  la  troisième  c'  perpendiculaire  au  plan  rds. 

L'action  totale  de  ds  sur  ds  est  la  résultante  des  six  actions 
qui  s'exercent  entre  chacune  des  composantes  a  et  &  du  pre- 
mier élément  avec  les  trois  composantes  du  second. 

Or,  quatre  d'entre  elles  sont  nulles  par  raison  de  symétrie. 
L'action  de  a  sur  £' par  exemple,  étant  dirigée  suivant  00', 
ne  change  pas  quand  on  fait  tourner  la  ligure  de  i8o°  autour 
de  cette  droite  ;  comme  cette  opération  revient  à  renverser 


le  sens  du  courant  dans  l'élément  h',  l'action  est  nulle.  11  en 
est  de  même  pour  les  actions  de  a  sur  c'  et  de  b  sur  a. 

Les  éléments  b  et  c'  perpendiculaires  entre  eux  et  situés 
dans  des  plans  perpendiculaires  ont  aussi  une  action  nulle. 
Si  l'on  considère,  en  effet,  le  système  symétrique  par  rap- 
port au  plan  rc',  la  force  ne  change  pas,  tandis  que  le  cou- 
rant n'est  renversé  que  dans  le  symétrique  de  l'élément  b. 

Il  ne  reste  donc  à  considérer  que  les  actions  de  a  sur  a'  et 
de  b  sur  b',  c'est-à-dire  celles  des  projections  dirigées  suivant 
la  droite  r  ou  perpendiculaires  à  cette  droite  et  parallèles. 
En  tenant  compte  des  relations 

a  =^ds  COS^,         fl'=:(/s'cOSÔ', 

b  ^ds  sin^,       i'=^rfs'sin6'cosii», 

1  action  des  deux  éléments  peut  s'écrire 

't  =  n'(iids'[F(r)coaecose'  +  /(r)  sine  sine' cos (11], 

L'homogénéité  de  la  formule  exige  maintenant  que  chacune 
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des  fonctions  F(r)  et /"(/■)  soit  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance  r,  car  le  produit  H'  est  une  force  mécanique  (329) 
et  le  produit  dsds'  est  le  carré  d'une  longueur.  On  a  donc,  en 
désignant  par  H  et  A  des  constantes  numériques. 


,dsds' 


[HcosOcosO' 


6siii6'cos(i>|, 


(,„) 


i  ',  =  U''^lkc. 


-(H  — A)cos0cos9']. 


338.  Détermination  des  constantes.  —  Deux  sortes  d'expé- 
riences sont  nécessaires  pour  déterminer  les  constantes  ;  nous 


Fig.  83. 


choisirons  les  plus  simples,  l'action  d'un  courant  rectiiigne 
et  celle  d'un  courant  circulaire  sur  le  centre. 

i"  D'après  les  expériences  de  Biot  et  Savart,  le  champ  pro- 
duit par  un  courant  rectiiigne  indélini  AB  (iig.  83)  au  point  P 

al 
situé  k  la  distance  a  est  égal  à  — i  normal  au  plan  ABP  et 

dirigé  d'avant  en  arrière. 

Si  l'on  place  au  point  P  un  élément  da'  dirigé  suivant  la 
normale  PO,  l'action /'  du  champ  sur  cet  élément  est  normale 
à  l'élément  et  située  dans  le  même  plan  ABP.  Pour  l'unité  de 
courant  de  part  et  d'autre,  on  aura 


(■■) 


f= 


.<(»■ 
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Telle  doit  être  la  résultante  des  actions  des  éléments  ds  du 
courant  rectiligne  AB  sur  l'élément  <is'. 

Dans  le  cas  actuel,  les  éléments  ds  et  ds'  étant  perpendicu- 
laires, on  a  cose=o.  Comme  les  angles  0  et  6'  sont  complé- 
mentaires, l'action  élémentaire  (lo),  considérée  comme  répul- 
sive suivant  la  direction  MP,  se  réduit  à  ds' — -—  cosfl'sinO'rfs 
et  sa  composante  normale  est 

df  ^da'  — - —  sin'O'cosôVs. 

En  comptant  l'arc  s  à  partir  du  point  0,  on  a 

»  =  <itaneB',     rfs  —  — — --  dt'  —'—  d^' , 

df'  =  ds'      ~  'sio'&'cose'tf6'  — tfa' — r"^  rf(sln'O'). 
'a  ùa        ^  ' 

L'action  totale  f  est  l'intégrale  de  cette  expression  entre 
les  limites  —  -  et  -*-",ce  qui  donne 


Comparant  avec  la  valeur  (ii),  il  en  résuite 
H  —  A  =  3. 

2°  Le  champ  magnétique  produit  par  un  courant  circulaire 
de  rayon  a  sur  son  centre,  pour  l'unité  d'intensité,  est  la 
somme  des  actions  parallèles  dues  à  tous  les  éléments  du  con- 
tour, ou  -^  =  —  ■  Si  l'on  place  en  ce  point  O  {fig.  84)  un  élé- 
ment ds'  situé  dans  le  plan  du  cercle,  l'action  f  que  subit 
l'élément  est  —  ds'. 

D'autre  part,  si  l'on  considère  les  actions  élémentaires  (  1  o), 
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l'angle  6  est  toujours  droit  pour  un  élément  ds  du  courant  cir- 
culaire et  l'oD  n 

£;=go°-|-(l',       co3Ê  =  —  sinO'. 

Comme  ih  —  ad<i',  la  composante  normale  de  l'action  élé- 
mentaire devient 

,  „,      dsdft'  ,  .   „,  ,  ,  A   ■  .«(  ,„r 

df  =  — —  AcosssinO  —  —  rfs  -  siD*6  (/9  . 


L'action  totale  est  l'intégrale  de  cette  expression  entre  les 
limites  6'— oet  0'  =  ai;,  ce  qui  donne 


/■'=-d»'^  ri 


En  comparant  cette  nouvelle  valeur  de  f  avec  la  précédente, 
il  en  résulte 

A  =  —  a     et,  par  suite,     H  —  i . 

L'action  élémentaire  (  i  o),  étant  considérée  comme  attractive, 
peut  donc  s'écrire,  conformément  à  l'équation  (6), 

dsds'l 


I    \  1       ,.,dsds'r 


339.  Unités  électrodynamiqaes.  —  On  peut  choisir  l'unité 
de  mesure  des  courants  de  manière  que  le  facteur  commun  a 
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disparaisse  de  l'expression  (12).  Si  l'on  désigne  par  J  et  J' les 
valeurs  des  courants  qui  satisfont  à  cette  condition,  on  aura 
2li'  =  JJ',  ou  J  =  lv^.  Les  unités  ainsi  définies  sont  appe- 
lées électrodynamiqaes.  On  voit  ainsi  que  l'unité  électro- 
dynamique  de  courant  est  le  quotient  de  Vunité  électromagné- 
tique par  s/z. 

Si  l'on  considère  deux  éléments  parallèles  entre  eux  et  per- 
pendiculaires à  la  droite  qui  les  joint,  leur  action  réciproque 
est  attractive  et  a  pour  valeur 


En  faisant  ds  =  ds'  =  r,  il  reste  <îi  =  JJ'.  L'intensité  électro- 
dynamique d'un  courant  est  donc  la  racine  carrée  de  l'action 
qui  s'exercerait  entre  deux  éléments  parallèles,  ayant  une 
même  longueur  égale  h  la  distance  qui  les  sépare,  el  perpen- 
diculaires à  celle  distance. 

Les  unités  éleclrodynamîques  ne  présentent  d'autre  intérêt 
que  de  simplifier  l'expression  de  la  formule  d'Ampère  dans 
un  cas  particulier,  tandis  qu'elles  exigeraient,  au  contraire, 
l'introduction  du  diviseur  a  quand  il  s'agit  de  courants  con- 
sécutifs ou  dans  l'emploi  de  l'expression  générale  (3);  on  ne 
fait  aucune  application  de  ce  système  de  mesures. 

340.  Couples  de  l'actioD  d'un  élément  Bur  an  courant.  — 
D'une  manière  générale,  si  ({ij,  fj/j-  et  '^^  sont  les  composantes 
de  l'action  ^  d'un  élément  ds',  situé  à  l'origine  des  coordon- 
nées, sur  l'élément  ds  d'un  autre  circuit,  placé  au  point  dont 
les  coordonnées  sont  .r,  y  et  ;,  les  couples  de  cette  force  i/ 
relatifs  aux  axes  sont /(^j  — =  i>j-,  z^j:  — xtîij  et  x<^j-—x'!/j:.  Les 
intégrales  de  ces  couples,  étendues  au  contour  fermé  s  sont 
nulles,  puisque  la  résultante  est  appliquée  à  l'élément  ds';  les 
couples  élémentaires  sont  donc  des  différentielles  exactes  et 
l'on  peut  écrire 

-^j  —  a:>^:~dVt, 
U,,  Ui  et  Ui  étant  des  fonctions  de  la  variable  soudes  varia- 
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bles  x,y  et  z,  dont  chacune  est  fonction  de  s,  et  le  choix  des 
axes  est  entièrement  arbitraire. 

Avec  la  formule  (3),  appliquée  au  cas  où  l'élément  is'  est 
parallèle  à  l'axe  des  x,  on  a,  en  posant  p  =  II' ds', 

i!/x-=i-^[xdj:  —  3:dx)  =  o, 

d-.  =  :^(:rrfr-scir); 
y!/,  —  zi^^^/j  ~  [Xdz  —  zdj-), 
z<^j;—s'b:=p^  {zdx  —  xdz), 
^•h-^y^-'—P  7Ï  i-^'if  —  xdx]. 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  sont  encore  des 
différentielles  exactes  d'une  fonction  de  s. 

Si  l'élément  da'  est  parallèle  à  l'axe  des  /  ou  des  z,  il  suflira 
de  remplacer  dans  ces  expressions  le  facteur  commun  x  par  j 
ou  par  z.  Chacun  des  couples  élémentaires  ainsi  obtenus  étant 
une  différentielle  exacte,  il  en  sera  de  même  de  leurs  sommes 
ou  de  leurs  différences,  ce  qui  donne,  par  exemple, 

(y-z)(idr^Xdx)=,'d\J,  =  xr(x-y){^-''A- 
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CHAPITRE    TROISIEME 

CAS    PARTICULIERS    D'ÉLECTROMAGNÉTISME 

EXPÉRIENCES      DE      rONTRÔLE 

341.  Principe  des  expériences.  —  On  a  vu  précédemment 
que  l'énergie  relative  d'un  courant  d'intensité  invariable  I  dans 
un  champ  magnétique  est,  à  une  constante  près,  égale  à  —  Iç, 
le  facteur  f  désignant  le  flux  de  Force  magnétique  qui  tra- 
verse la  surface  du  courant  par  la  face  négative. 

Si  le  circuit  que  parcourt  le  courant  est  de  forme  rigide,  les 
actions  réciproques  tendent  donc  à  modifier  la  position  rela- 
tive des  aimants  et  du  courant  de  manière  à  augmenter  la 
valeur  de  ç;  l'équilibre  est  stable  lorsque  ce  flux  passe  par 
un  maximum  compatible  avec  les  liaisons  du  système. 

De  même,  l'énergie  relative  de  deux  courants  est  égale 
ù  ^U'M{321).  Lorsque  les  circuits  des  courants  sont  rigides, 
la  position  d'équilibre  correspond  encore  au  cas  où  le  coef- 
ficient d'induction  mutuelle  J/  a  la  valeur  maximum  que 
comportent  les  liaisons  mécaniques. 

Dans  tes  deux  cas,  si  l'un  des  circuits  n'est  pas  rigide,  la 
même  règle  s'applique  et  le  contour  se  déforme  de  manière 
à  embrasser  le  plus  grand  flux  de  force. 

Dans  un  champ  uniforme,  par  exemple,  un  courant  de  lon- 
gueur déteiminiie  tend  à  prendre  la  forme  circulaire  et  k  se 
mettre  perpendiculaire  au  champ,  de  manière  que  la  direction 
du  champ  soit  à  sa  gauche. 

Si  même  le  conducteur  est  extensible,  il  s'allongera  jusqu'à 
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ce  que  les  réactions  élastiques  fassent  équilibre  aux  forces 
électromagnétiques. 

Supposons  encore  qu'un  circuit  soit  composé  de  deux  par- 
ties, respectivement  invariables,  dont  l'une  ACB  (lîg.  85)  soit 
mobile  autour  des  points  A  et  B  qui  la  rattachent  à  l'autre.  On 
peut  imaginer  que  la  droite  AB  est  parcourue  par  deux  cou- 
rants égaux  et  de  sens  contraires,  de  même  intensité  1  que 
le  courant  primitif,  et  décomposer  ainsi  le  système  en  deux 
circuits  fermés    distincts  s  et  s'.  En  désignant  par  M  leur 


coefficient  d'induclion  mutuelle,  l'énergie  relative  des  deux 
courants  est  égal  à  —  l^M. 

La  partie  mobile  ACB  doit  donc  tourner  autour  de  l'axe  AB 
de  manière  que  le  coefficient  M,  ou  le  flux  de  force  Ml  émis 
par  l'un  des  circuits  dans  la  surface  de  l'autre,  prenne  une 
valeur  maximum. 

Si  les  deux  contours  s  et  s'  sont  plans,  il  est  clair  que  la 
partie  mobile  s  se  doit  placer  dans  le  plan  du  circuit  s',  dont 
elle  formera  le  prolongement;  ce  résultat  paraîtra  manifeste 
si  l'on  considère  l'action  mutuelle  des  deux  feuillets  magné- 
tiques équivalents. 

Si  le  circuit  s  est  flexible,  il  prendra  la  forme  d'un  arc  de 
circonférence,  afin  que  le  coefficient  M  ait  une  valeur  maxi- 
mum. Il  en  résulte  que,  si  le  circuit  général  est  entièrement 
flexible  et  de  longueur  déterminée,  les  actions  mutuelles  ten- 
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dent  à  lui  donner  une  surface  maximum,  c'est-ànlire  la  forme 
d'une  circonférence  de  cercle. 

Enfin,  si  le  fil  conducteur  est  extensible,  le  rayon  de  la  cir- 
conférence augmente  jusqu'à  ce  que  les  réactions  élastiques 
fassent  équilibre  aux  forces  électrodynamiques. 

Le  flux  de  force  émis  par  un  courant  dans  la  surface  limitée 
à  son  conducteur  est,  toutes  choses  égales,  proportionnel 
à  l'intensité  I  du  courant  et  peut  être  représenté  par  il,  le 
facteur  L  désignant  le  coefficient  d'induction  propre  ou  de 
self-indaction  du  circuit.  Nous  verrons  plus  lard  comment  on 
doit  interpréter  la  valeur  de  L  en  tenant  compte  du  flux  de 
force  qui  traverse  le  conducteur  lui-même.  En  tout  état  de 
cause,  il  est  clair  que  cette  valeur  est  maximum  lorsque  le 
contour  est  circulaire. 

On  peut  donc  résumer  toutes  les  expériences  relatives  à 
l'action  réciproque  de  deux  courants,  ou  à  l'action  d'un  cou- 
rant sur  lui-même,  en  disant  que  les  mouvements  tendent  h  se 
produire  de  manière  que  le  coefficient  d'induction  mutuelle  M 
soit  maximum,  dans  le  premier  cas,  elle  coefficient  d'induc- 
tion propre  L  maximum  dans  le  second. 

Ces  règles  permettront  d'interpréter  correctement  diverses 
expériences  historiques. 

342.  Action  de  deux  courants  parallèles.  —  D'après  la  for- 
mule d'Ampère,  deux  éléments  de  courants  parallèles  entre 
eux  et  perpendiculaires  à  la  droite  qui  joint  leurs  milieux 
doivent  s'attirer  ou  se  repousser,  suivant  que  les  courants  sont 
de  même  sens  ou  de  sens  contraires. 

On  vérifie  ce  résultat  en  employant  un  cadre  rectangulaire, 
de  côtés  aa  et  2*,  mobile  autour  d'une  verticale  parallèle  au 
cot^  2&  et  parcouru  par  le  courant  I.  On  approche  de  l'un  des 
côtés  verticaux  un  autre  courant  rectiligne  et  vertical  l',  que 
l'on  peut  considérer  comme  indéfini;  il  se  manifeste  une 
attraction,  ou  une  répulsion,  suivant  que  les  courants  sont  de 
même  sens  ou  de  sens  contraires. 

Si  l'on  désigne  par  r  la  distance  du  courant  rectiligne  au 

côté  considéré  du  rectangle,  le  champ  magnétique  produit 

al'  26 

est  —  et  l'action  exercée  2I!' — ,  attractive  ou  répulsive. 

Cette  explication  est  incomplète,  parce  qu'il  est  nécessaire 
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de  faire  intervenir  les  actions  qui  s'eserceot  sur  les  quatre 
côtés  du  cadre.  La  rotation  du  cadre  a  lieu  de  manière  que 
le  coefficient  d'induction  mutuelle  soit  maximum;  on  voit 
aisément  que  cette  condition  est  réalisée  lorsque  le  rectangle 
mobile  et  le  courant  auxiliaire  se  trouvent  dans  le  même 
plan,  les  parties  voisines  étant  parcourues  par  des  courants 
de  même  sens. 

Soit  AB  (iig.  86)  la  projection  du  cadre  sur  un  plan  hori- 
zontal, C  ta  trace  de  l'axe,  0  celle  du  courant  rectiligne,  c  la 
distance  OC,  et  supposons  que  le  cadre  soit  dévié  de  l'angle  a 
de  sa  position  d'équilibre. 

Si  l'on  admet  que  le  champ  du  courant  auxiliaire  ne  diffère 
pas  sensiblement  de  celui  que  produit  sa  partie  rectiligne,  le 
(lux  de  force  émis  dans  le  cadre  AB  est  le  même  que  celui 


qu'émettrait  ce  courant  dans  le  cadre  A'B',  les  points  A'  etB' 
étant  respectivement  sur  des  arcs  de  cercle  concentriques  au 
point  0  et  ayant  pour  rayons  OA  =  a'  et  OB  =  b'. 
Pour  l'unité  de  courant,  le  flux  de  force  émis  h  la  distance  r 

dans  l'élément  2 irfr  de  la  surface  du  rectangle  A'B' est-  airfj- 

et  le  flux  total,  c'est-à-dire  le  coefficient  d'induction  mutuelle 
entre  le  cadre  et  le  courant  rectiligne  indéfini, 


(■) 


M 


'dr 


=  4*Xt 


Les  triangles  OAC  et  OBC  donnent 


■'  —  aaccosK, 
*+  nac  cosx 
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La  valeur  du  coelTicient^f  est  maximum  et  égale  à  4  A£.  - — - 

pour  3  =  0,  condition  qui  correspond  à  l'équilibre  stable  du 
cadre;  elle  change  de  signe  pour  a  =  x. 

Le  travail  nécessaire  pour  faire  tourner  le  cadre  de  la  pre- 
mière position  à  la  seconde  est  Sll'bs.. 

^  c  —  rt 

On  déduit  de  l'équation  (i) 


Le  couple  qui  lend  à  ramener  le  cadre  dans  sa  position 
d'équilibre  est  donc,  en  appelant  S  sa  surface  ^ab. 


343.  Courants  angulaires.  —  Deux  courants  rectilignes  pla- 
cés dans  le  voisinage  Tun  de  l'autre  tendent  à  se  mettre  paral- 
lèlement entre  eux.  On  énonce  habituellement  ce  résultat  en 
disant  que  deux  courants  qui  font  un  angle  s'attirent,  si  tous 
deux  s'approchent  ou  s'éloignent  en  même  temps  du  sommet 
de  l'angle  ou  de  la  perpendiculaire  commune,  et  qu'ils  se 
repoussent  dans  le  cas  contraire,  ce  qui  serait  encore  une 
vérification  de  la  formule  d'Ampère. 

L'expérience  se  fait  en  approchant  un  courant  rectiligne 
indéfini  de  la  partie  inférieure  d'un  cadre  rectangulaire 
mobile,  comme  dans  le  cas  précédent.  En  réalité,  le  cadre 
tourne  de  manière  à  recevoir  sur  sa  face  négative  le  maxi- 
mum du  fliix  de  force  émané  du  courant  rectiligne. 

Si  le  courant  rectiligne  passe  par  l'axe  de  rotation  et  lui 
est  perpendiculaire,  le  flux  de  force  relatif  à  une  position  quel- 
conque du  cadre  est  le  flux  qui  traverse  la  surface,  située 
dans  le  plan  de  l'axe  et  du  courant,  obtenue  en  rabattant 
chacun  des  points  du  contour  par  un  arc  de  circonférence 
ayant  pour  axe  le  courant  auxiliaire. 

Prenons  pour  axe  des  =  (fîg.  87}  la  direction  du  courant  rec- 
tiligne, pour  axe  des  x  Taxe  de  rotation  du  cadre,  et  suppo- 
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sons  que  cet  appareil  fasse  l'angle  a  avec  sa  position  d'équi- 
libre. En  posant  m  ~  langa,  les  équations  des  droites  passant 
par  les  côtés  AB  et  A'B'  du  cadre  sont 


-i. 


En  tournant  autour  de  l'axe  des  z,  ces  droites  décrivent  des 
hyperboloïdes  ayant  pour  équations 


AB 
A'B' 


-r  —  m^z^=:  [c  —  b 


La  surface  rabattue  est  un  quadrilatère  ayant  deux  côtés 
rectilîgnes  de  longueur  aJ,  parallèles  à  l'axe  des  x  et  aux 


X 

1 

B          >A 

B' 

0         \               C 

\ 

■-ï:\^ 

\ 

distances  3  =  ihacosa,  et  deux  côtés  curvilignes  qui  sont  les 
intersections  des  hyperboloïdes  précédents  par  le  plan  des 
xz,  c'est-à-dire  les  arcs  des  hyperboles 

x"  =:  m' z' +  {c  —  i}' , 
Le  flux  de  force  émis,  pour  l'unité  de  courant,  dans  l'élé- 

ÉUclr.  et  mgn.  —  i.  34 
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ment  de  surface  dj:dz  est  -  dxdz,  ce  qui  donne,  pour  le  coeffi- 
cient d'induction  mutuelle, 

M=iÇdzf^=o.  Çdzt.j=  Çs..  ~  d-., 

^  '  J         m*  Z'* -^r  [c  —  bf 

L'intégrale  générale  de  cette  expression  est 

m?z*+[c-\-bY         {c-\-b  mz        c—b  mz  \ 

m'z'-i-{c  —  b)'  \    m  ^c-hb  m  ^c—bj 

Comme  on  doit  la  prendre  entre  les  limites  z  =  dzacosa,  il 
en  résulte 

„  a^sia^tx-i-(c-\-by      ,/c-\-b  asina      c—b  asinaX 

=aocosaj. --    r--- — ) — ~- — 41 arctg ; arcte ^  1 

a'sin^a-h{c—bY        \tga         °  c-\-b       tga         ^  c—b  } 

et  le  couple  de  rotation  est 


sin 

li. 

a't 

lin'u- 

{c  +  b)' 

■c4(i+co. 

(c-bf 

djL  i  (a'sin'x-i-c'-hb^Y  —  4^*' 


\  -4 


fc+b  asina       c  —  b  asinx\ 

I  -=— ;r-  arc  te -, r-;—  arc  te r  I  • 

\sin"a         ^  c+b       sm^a  °  c  —  b  J 


La  valeur  de  M  est  maximum  lorsque  l'équilibre  est  stable, 
ou  ot  =  o,  et  se  réduit  alors,  comme  dans  le  cas  précédent,  à 

4a  £. T  ;  le  travail  nécessaire  pour  faire  tourner  le  cadre 

de  i8o',  à  partir  de  cette  position,  serait  SW£..    _.■ 

On  pourrait  encore  se  représenter  les  mêmes  résultats,  à  la 
manière  de  Faraday,  parla  considération  des  lignes  de  force 
et  de  leur  distribution  dans  le  champ.  Les  lignes  de  force 
figuratives  du  champ  résultant  des  systèmes  en  présence 
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sont  plus  serrées  dans  certaines  régions  que  dans  d'autres. 
En  assimilant  ces  lignes  de  force  (81)  à  des  fils  élastiques 
soumis  à  une  tension  dans  le  sens  de  leur  longueur  et  à  une 
répulsion  dans  le  sens  perpendiculaire,  on.aura  une  idée  très 
nette  des  mouvements  relatifs  qui  tendent  à  se  produire. 

344.  Répnlaion  de  deux  éléments  consécntifs.  —  Cette  ex- 
périence importante  d'Ampère  consiste  h  mettre  les  deux  pôles 
d'une  pile  en  communication  avec  deux  auges  rectangulaires 
séparées  par  une  cloison  isolante  et  remplies  de  mercure.  Un 
(11  de  fer  est  contourné  de  manière  h  former  deux  branches 
horizontales  parallèles  reposant  sur  le  mercure  des  auges  et 
une  partie  transversale  en  forme  de  pont  qui  relie  les  deux 
premières.  Au  moment  où  l'on  ferme  le  circuit  de  la  pile,  on 


voit  l'équipage  mobile  glisser  sur  la  surface  du  mercure  et 
s'éloigner  des  électrodes. 

Ampère  pensait  vérifier  ainsi  que  deux  éléments  de  courant 
dirigés  suivant  la  même  droite  et  dans  le  même  sens  se 
repoussent,  comme  l'indique  la  formule  élémentaire;  mais  il 
est  facile  de  reconnaître  que  l'interprétation  des  phénomènes 
ne  comporte  point  cette  conséquence. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  le  courant  parcourt  un  circuit  dont 
une  des  portions  est  mobile,  et  dont  la  surface  tend  h  devenir 
maximum.  On  le  voit  d'une  manière  directe  en  remplaçant  le 
courant  par  un  feuillet  flexible  replié  sur  lui-même,  comme 
l'indique  la  Ggure  88.  Les  trois  feuillets  superposés  dans 
l'espace  ABB'A'  ne  donnent  lieu  entre  eux  à  aucune  force 
parallèle  au  plan  du  courant,  mais  leur  action  extérieure  est 
équivalente  à  celle  d'un  feuillet  simple.  Il  est  manifeste  que 
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la  portion  aDCli  tend  à  s'éloigner  et  que  le  feuillet  se  déve- 
loppe de  manière  à  occuper  la  plus  grande  surface. 

345.  Rotations  électromagnétiiiaea.  —  Au  lieu  d'aboutir  à 
des  positions  d'équilibre,  comme  on  l'a  fait  jusqu'à  présent, 
il  est  possible,  par  l'action  des  aimants  sur  les  courants  ou 
même  par  l'action  réciproque  des  courants,  de  réaliser  des 
expériences  dans  lesquelles  le  mouvement  est  continu,  tandis 
que  l'emploi  d'aimants  sous  une  forme  quelconque  ne  per- 
mettrait que  des  déplacements  limités. 

Considérons,  par  exemple,  un  courant  rectiligne  îadéHni 
dont  la  trace  est  en  0  (fig.  89)  et  un  aimant  PP'  dont  l'un  des 
pôles  P'  est  assujetti  à  se  déplacer  dans  une  glissière  AB  per- 


Fig.  8g. 

pendiculaire  au  courant,  tandis  que  l'autre  pdle  P  peut  décrire 
une  circonférence  autour  du  courant,  grâce  h  un  contact  mo- 
bile qui  lui  livre  passage  à  chaque  tour.  Le  pôle  P  tournera 
indéfiniment  autour  du  courant  ;  sa  vitesse  devrait  même  aug- 
menter sans  limite,  abstraction  faite  des  frottements,  parce 
que  le  travail  du  courant  à  chaque  révolution  est  le  produit 
de  41^1  par  la  masse  m  du  pôle.  Toutes  réserves  faites  relative- 
ment à  la  réaction  du  pôle  sur  le  courant,  il  s'établit  un  régime 
régulier  lorsque  les  résistances  passives  font  équilibre  à  la 
force  motrice. 

Il  en  serait  de  même  si  le  pôle  P  était  astreint  à  suivre  un 
chemin  fermé  quelconque  autour  du  courant. 

346.  Expérience  de  Faraday.  —  On  peut  dire,  dans  le  cas 
précédent,  que  le  flux  de  force  émis  par  le  pôle  dans  la  face 
négative  est  toujours  croissant  et  augmente  de  4'^'"  pai' 
tour.  11  semble  quelquefois  que  des  mouvements  continus 
.soient  capables  de  se  produire,  alors  que  le  Hux  de  force 
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émis  par  un  aimant  dans  un  circuit  mobile  semble  nul  ou 
invariable. 

Considérons,  par  exemple,  un  arc  ACB  de  courbe  plane 
(fig.  90),  mobile  autour  d'une  droite  AB  passant  par  l'axe  d'un 
aimant  PP',  l'une  des  extrémités  étant  placée  entre  les  deux 
pdies  et  l'autre  en  dehors,  et  supposons  qu'un  courant  aille 
du  point  A  au  point  B  par  l'arc  ACB.  Le  flux  de  force  magné- 
tique émanant  du  pôle  P  qui  traverse  la  portion  ACB  du  cir- 
cuit paraît  nui,  puisque  le  pôle  est  dans  te  plan  du  circuit; 


d'ailleurs,  l'arc  ACB  paraît  dans  tous  les  azimuts  avoir  une 
situation  identique  par  rapport  au  pôle.  Cependant  cet  arc 
prend  un  mouvement  de  rotation  continu  qui,  si  le  pôle  P  est 
nord,  le  fait  tourner,  pour  un  observateur  placé  au-dessus  du 
point  A,  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre. 

Pour  analyser  le  phénomène,  substituons  au  courant  le 
feuillet  équivalent;  nous  pouvons  supposer  que  la  partie  mo- 
bile de  ce  feuillet  est  constituée  par  une  lame  élastique  indé- 
finiment extensible,  qui  forme  en  arrière  une  surface  concave 
et  présente  au  pôle  sa  face  négative.  Celte  surface  tendant  à 
embrasser  une  plus  grande  portion  du  flux  marchera  dans  le 
sens  indiqué  et  te  mouvement  sera  continu,  puisque  le  feuillet 
élastique  peut  s'enrouler  sur  lui-même  indéiiniment. 

La  masse  du  pôle  étant  m,  la  variation  du  (lux  de  force  pour 
une  rotation  Odu  plan  du  courant  est  a  m  6;  te  travail  des  forces 
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électromagnétiques  relativement  à  ce  pôle  sera  amOI  pour  le 
déplacement  9  et,  pour  un  tour  entier,  4xml. 

Le  moment  du  couple  de  rotation  par  rapport  à  l'axe  est 
indépendant  de  la  grandeur  et  de  la  forme  de  l'arc  mobile,  car 
il  n  pour  expression 


Quant  à  l'action  du  pôle  inférieur  P',  elle  est  évidemment 
nulle  ;  car  une  portion  quelconque  du  flux  de  force  émané  de 
ce  point  et  qui  rencontre  le  feuillet  le  traverse  nécessairement 
deux  fois,  en  entrant  d'abord  parla  face  positive,  puis  par  la 
face  négative  ;  il  ne  peut  y  avoir,  de  ce  chef,  aucune  variation 
d'énergie  et,  par  suite,  aucune  cause  de  mouvement. 

Si  les  deux  pôles  sont  en  dehors  de  la  ligne  AB,  le  courant 
mobile  prend  une  position  d'équilibre  stable,  sans  rotation 
continue.  Si  les  pôles  sont  tous  deux  situés  dans  l'inter- 
valle AB,  la  variation  totale  du  flux  de  force  relative  à  un 
déplacement  quelconque  de  l'arc  est  nulle,  puisque  les  deux 
pôles  donneraient  des  variations  égales  et  contraires  ;  l'arc 
doit  rester  immobile. 

Ces  résultats  ont  déjà  été  obtenus  (335)  en  considérant 
l'action  d'un  pôle  sur  chacun  des  éléments  du  courant. 

Pour  réaliser  l'expérience  de  rotation.  Faraday  emploie  un 
petit  équipage  de  forme  à  peu  près  rectangulaire  ;  au  milieu 
du  côté  supérieur  est  une  pointe  qui  plonge  dans  une  goutte 
de  mercure  porté  sur  le  pôle  P  de  l'aimant  creusé  en  godet; 
les  côtés  latéraux  aboutissent  à  un  anneau  de  cuivre  qui  se 
meut  dans  une  rigole  circulaire  isolée  contenant  du  mercure 
et  attachée  à  l'aimant  au-dessous  du  pôle.  Le  courant  arrive 
au  godet  supérieur  par  l'aimant  lui-même  et  émerge  ensuite 
par  la  rigole  de  mercure;  il  se  subdivise  à  partir  de  la  pointe 
et  descend  par  les  côtés  latéraux,  de  manière  à  former  deux 
arcs  qui  subissent  des  couples  de  même  sens. 

347.  Rone  de  Barlow.  —  Une  roue  métalUque  dentée,  mobile 
autour  d'un  axe  horizontal,  est  disposée  de  manière  qu'une 
ou  plusieurs  dents  plongent  à  la  partie  inférieure  dans  une 
auge  renfermant  du  mercure.  Si  l'on  fait  traverser  ce  système 
par  un  courant  qui  entre  par  l'axe  et  sorte  par  le  mercure,  la 
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seule  action  du  courant  sur  lui-même  tendra  à  faire  marcher 
les  dents  inférieures  dans  le  sens  qui  les  éloigne  du  reste  du 
circuit,  de  manière  à  en  augmenter  la  surface  totale  ;  mais 
cette  action  est  généralement  trop  faible  pour  vaincre  les  frot- 
tements. On  obtient  un  effet  plus  énergique  en  disposant 
l'auge  entre  les  branches  d'un  aimant  en  fer  à  cheval  placé 
horizontalement.  Les  lignes  de  force  du  champ  magnétique 
traversent  alors  le  plan  de  la  roue  ;  si  on  les  suppose  dirigées 
d'avant  en  arrière,  c'est-à-dire  le  pôle  nord  en  avant,  la  roue 
prend  un  mouvement  de  rotation  en  sens  inverse  du  mouve- 
ment des  aiguilles  d'une  montre. 

Pour  avoir  un  phénomène  facile  à  calculer,  nous  rempla- 
cerons l'aimant  par  un  champ  magnétique  uniforme  d'inten- 
sité F,  parallèle  à  l'axe  de  rotation. 

Si  la  roue  est  remplacée  par  un  disque  qui  touche  le  mer- 
cure, ce  qui  forme  un  système  équivalent,  l'action  du  champ 
sur  un  élément  dràa  rayon  parcouru  parle  courant  est  Fldr 
et  produit  un  couple  Flrifr.  En  appelant  a  le  rayon  du  disque, 

/*  a' 

le  couple  total  est  FI  /  rdr=Fl—  et  le  travail  correspondant 

à  un  tour  entier  rFIa*  :=FIS,  c'est-à-dire  proportionnel  à  la 
surface  S  du  disque. 

Supposons  encore  que  les  dents  consécutives  de  la  roue 
soient  séparées  par  l'angle  0  et  que  la  surface  du  mercure 
soit  tellement  placée  que  l'une  des  dents  touche  le  liquide  au 
moment  même  où  la  précédente  le  quitte.  Le  flux  de  force  qui 
traverse  le  triangle  formé  par  les  rayons  qui  corrrespondent 

;le 

travail  correspondant  est  IF — ,  ce  qui  donne  encore  pour 

un  tour  entier,  le  travail  IFS,  proportionnel  k  la  surface 
totale  S  de  la  roue. 

348.  EiqiérieQCe  d'Ampère.  —  Cette  expérience,  dans  laquelle 
on  produit  la  rotation  d'un  aimant  par  un  courant,  est  la  réci- 
proque de  celle  de  Faraday  (346).  L'appareil  est  encore  dis- 
posé de  telle  sorte  que  l'un  seulement  des  pôles  de  l'aimant 
puisse  traverser  le  courant  et  l'on  obtient  une  rotation  con- 
tinue. L'aimant  (fig.  91),  lesté  par  un  contre-poids  de  platine, 
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flotte  dans  le  mercure  et  peut  tourner  sur  lui-même  autour  de 
son  axe  ;  le  courant  est  amené  à  la  surface  du  liquide,  traverse 
la  partie  émergente  de  l'aimant  et  en  sort  par  un  conducteur 
fixe  qui  plonge  à  la  partie  supérieure  N  dans  une  goutte  de 
mercure.  Si  on  suppose  que  le  courant  suive  rigoureusement 
Taxe  de  l'aimant,  le  travail  à  chaque  tour  pour  une  masse 
magnétique  m  située  en  dehors  de  l'axe  est  ^r.in\  et  donne 
lieu  à  un  couple  dont  le  moment  est  a/nl.  En  réalité,  le  phé- 
nomène est  plus  complexe  parce  que  le  courant  traverse  la 
section  entière  de  l'aimant. 

Faraday  a  répété  l'expérience  en  plaçant  l'aimant  en  dehors 


du  circuit.  Le  courant  est  amené  au  centre  du  vase  par  une 
lige  métallique  verticale  et  l'aimant,  qui  flotte  dans  le  mer- 
cure, tourne  autour  de  cette  tige. 

Dans  les  deux  cas,  si  le  courant  monte  par  l'axe  et  que 
l'extrémité  supérieure  de  l'aimant  soit  un  pôle  nord,  la  rota- 
tion se  fait  en  sens  contraire  du  mouvement  des  aiguilles 
d'une  montre.  La  disposition  de  Faraday  donne  un  frotte- 
ment beaucoup  plus  grand  et  la  rotation  est  moins  rapide. 

349.  Rotation  des  liquides.  —  Lorsque  le  courant  traverse 
un  liquide,  les  ûlets  liquides  qui  coïncident  avec  les  lignes 
de  flux  électrique  peuvent  être  considérés  comme  des  cir- 
cuits mobiles,  capables  d'obéir  aux  actions  électromagné- 
tiques, et  l'expérience  montre  que  le  liquide  est  entraîné 
avec  le  courant  qu'il  transporte. 

1°  Expérience  de  Daoy.  —  Deux  électrodes  de  platine  vien- 
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nent  affleurer  dans  le  mercure  un  peu  au-dessous  de  sa  sur- 
face. En  plaçant  au-dessus  de  l'une  d'elles,  l'électrode  néga- 
tive par  exemple,  le  pôle  nord  d'un  aimant,  on  constate  une 
dépression  du  mercure  et  en  même  temps  une  rotation  dans 
le  sens  des  aiguilles  d'une  montre. 

2*  Expérience  dé  Jamin.  —  Les  deux  électrodes  d'un  vol- 
tamètre sont  placées  suivant  ia  même  verticale  et  sur  l'axe 
des  pôles  d'un  aimant  en  fer  à  cheval.  Si  les  molécules  liquides 
situées  sur  un  filet  de  courant  formaient  un  fil  rigide,  on  se 
trouverait  dans  l'un  des  cas  de  l'expérience  de  Faraday  (346) 
où  la  rotation  n'est  pas  possible.  En  réalité  les  forces  électro- 
magnétiques agissent  d'une  façon  indépendante,  et  de  la 
même  manière  que  dans  l'expérience  de  Davy,  sur  les  por- 
tions des  filets  qui  partent  en  divergeant  de  chacune  des 
électrodes.  Le  liquide  se  divise  alors  en  deux  couches  super- 
posées qui  tournent  en  sens  contraires,  et  la  rotation  est 
rendue  visible  par  l'entratnement  des  bulles  gazeuses  qui 
proviennent  de  la  décomposition  de  l'eau. 

3°  Expériences  de  Berlin.  —  Dans  les  appareils  imaginés 
parBertin,  le  mouvement  du  liquide  est  rendu  plus  visible  par 
de  petits  morceaux  de  liège  qui  flottent  à  la  surface.  On  place 
une  dissolution  de  sulfate  de  cuivre  dans  une  couronne  annu- 
laire qui  renferme  deux  cercles  de  cuivre,  i'un  intérieur  et 
l'autre  extérieur.  En  prenant  ces  cercles  comme  électrodes, 
on  obtient  dans  le  liquide  une  série  de  courants  radiants, 
centripètes  ou  centrifuges.  Un  aimant  placé  dans  l'axe  de 
l'appareil,  de  manière  que  sa  partie  moyenne  soit  au  niveau 
de  la  couronne,  donne  au  liquide  une  rotation  dans  un  sens 
déterminé  conforme  à  la  théorie. 

Le  sens  de  la  rotation  ne  change  pas  quand  on  remplace 
l'aimant  central  par  un  tube  aimanté  situé  autour  de  la  cou- 
ronne. En  effet,  si  le  pôle  nord  est  à  la  partie  supérieure  dans 
les  deux  cas,  le  fiux  de  force  magnétique  est  dirigé  de  haut 
en  bas,  aussi  bien  à  l'intérieur  qu'à  l'extérieur  de  l'aimant 
creux.  Il  n'en  est  plus  de  même  quand  on  remplace  l'aimant 
par  une  bobine;  la  rotation  du  liquide  change  de  sens  sui- 
vant que  la  bobine  est  intérieure  ou  extérieure  à  la  couronne 
annulaire.  Nous  verrons,  en  effet,  que  le  (lux  de  force  n'a  pas 
le  même  sens  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur  de  ta  bobine. 
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350.  Actions  électrody&amiqQes.  —  Quelques-unes  des  expé- 
riences qui  précèdent  peuvent  être  reproduites  en  rempla- 
çant le  champ  des  aimants  par  le  champ  de  courants  con- 
venablement placés.  Ainsi  la  roue  de  Barlow  (347)  tourne 
également  si  l'on  met  en  face  d'elle  un  courant  ou  une  série 
de  courants  centrés  sur  le  même  axe.  Les  expériences  de 
Faraday  (346)  et  d'Ampère  (348)  se  réaliseraient  encore  si  on 
remplace  l'aimant  par  un  système  de  courants  capable  de 
produire  le  mfime  champ;  la  substitution  conviendrait  égale- 
ment pour  les  expériences  de  rotation  des  liquides. 

Considérons  encore  le  cas  théorique  d'un  courant  rectîligne 
indéfini  X'X  (fig.  92)  d'intensité  I',  et  un  courant  mobile  rec- 


tiligne  AB,  perpendiculaire  au  premier  et  situé  dans  le  même 
plan,  d'intensité  I  et  de  longueur  ^b,  dont  le  milieu  est  à  la 
distance  c  du  premier.  L'action  du  courant  reclihgne  sur  le 
courant  mobile  est  perpendiculaire  au  second,  située  dans  le 
plan  commun,  et  a  pour  expression 


/a  I  '  P"-^ 


Le  courant  mobile  serait  entraîné  par  une  force  constante, 
dans  le  sens  ou  en  sens  contraire  du  courant  indéfini,  suivant 
qu'il  est  descendant  ou  ascendant  par  rapport  à  ce  dernier. 

Si  le  courant  mobile  est  fermé,  ou  si  ses  extrémités  se 
trouvent  sur  le  courant  indéfini,  aucun  mouvement  de  trans- 
lation n'est  possible  parce  que  le  flux  de  force  qui  le  traverse 
resterait  invariable. 

351.  Action  d'an  champ  noifonne.  —  Considérons  d'abord 
deux  conducteurs  rectiUgnes  indéfinis  AA',  BB'  (fig.  gil),  pa- 
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ratlèles  entre  eux  et  séparés  par  la  distance  b,  et  supposons 
que  les  deux  extrémités  A  et  B  étant  en  communication  avec 
les  électrodes  d'un  courant,  le  circuit  soit  fermé  par  une  barre 
transversale  CC,  mobile  parallèlement  à  elle-même  le  long  des 
conducteurs  AA'  et  BB'. 

L'appareil  étant  situé  dans  un  champ  magpétique  uniforme, 
soit  Z  la  composante  du  champ  normale  au  plan  des  conduc- 
teurs; pour  un  déplacement  rfj^  de  la  barre  mobile,  la  varia- 
tion du  flux  de  force  dans  le  circuit  est  hïdx.  S'il  s'agit  du 
champ  terrestre  et  que  les  rails  soient  dans  un  plan  horizontal, 
la  composante  Z  est  dirigée  de  haut  en  bas  dans  notre  hémi- 
sphère el,  avec  le  sens  du  courant  indiqué  par  les  flèches, 


X«- 


Kf.  93- 


le  pont  mobile  CC  tendra  à  s'éloigner  de  AB  ;  il  s'en  rappro- 
cherait pour  un  courant  de  sens  contraire. 

L'action  propre  du  courant  tend  à  augmenter  la  surface  et 
à  éloigner  le  pont  mobile.  Cette  action  électrodynamique  et 
celle  du  champ  peuvent  s'ajouter  ou  se  retrancher  suivant  le 
sens  du  courant;  le  mouvement  du  pont  sera,  en  effet,  plus 
ou  moins  facile  dans  l'un  ou  l'autre  cas. 

Supposons  maintenant  que  le  conducteur  mobile  forme  un 
circuit  fermé  de  surface  S.  Dans  un  champ*  magnétique 
uniforme,  comme  celui  de  ia  terre,  l'équilibre  stable  corres- 
pond au  cas  où  le  (lux  de  force  qui  traverse  la  face  négative 
du  courant  est  maximum  (324). 

Si  l'axe  de  rotation  est  dans  le  méridien  magnétique,  le 
travail  total  est  nul  lorsque  le  courant,  situé  d'abord  dans  ce 
plan,  y  revient  après  une  rotation  de  180°,  car  les  travaux  qui 
correspondent  aux  deux  moitiés  de  la  rotation  sont  alors 
égaux  et  de  signes  contraires. 
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Enfin,  le  travail  serait  nul  pour  une  rotation  quelconque 
autour  de  la  direction  du  champ. 

352.  Rotation  d'an  courant  sons  l'action  de  la  terre.  —  Une 
portion  de  courant  non  fermée  et  mobile  autour  d'un  axe 
prend,  en  général,  un  mouvement  continu  de  rotation  sous 
l'influence  du  magnétisme  terrestre. 

Prenons,  en  effet,  l'axe  de  rotation  pour  axe  des  z  et  ie 
plan  des  zx  dans  le  plan  de  l'axe  et  du  champ.  Remplaçons 
le  champ  par  ses  composantes  Z  et  X,  et  un  élément  quel- 
conque  ds  du  courant  situé  au  point  {x,  y,  z)  par  ses  projec- 
tions dx,  dy,  dz.  Sur  la  composante  dz,  l'action  de  Z  est  nulle 
et  celle  de  X  est  purement  directrice;  sur  dx,  l'action  de  X 


est  nulle,  sur  dy  elle  est  parallèle  à  l'axe.  11  ne  reste  donc  à 
considérer  que  l'action  de  Z  sur  d^ret  sur  dy,  laquelle  produit 
un  couple  'Uxdx -\- ydy)  ou  Zfc/p,  en  appelant  p  la  distance  de 
l'élément  à  l'axe  de  rotation.  Si  A  et  a  sont  les  valeurs  de  p 
relatives  aux  extrémités  de  la  partie  mobile  du  courant,  le 

couple  total  ,est  Z Ce  couple  est  constant  et  l'appareil 

prend  un  mouvement  continu  de  rotation.  Le  travail  corres- 
pondant à  un  tour  complet  pour  le  courant  I  est  IZ7t(a'  —  i'), 
c'est-à-dire  proportionnel  à  l'aire  de  la  couronne  décrite  par 
le  circuit  mobile. 

Supposons,  par  exemple,  qu'un  courant  horizontal  OP  de 
longueur  a  (fig.  94)  soit  mobile  autour  d'un  axe  vertical  passant 
par  l'une  des  extrémités  O  et  dont  l'autre  extrémité  P  plonge 
dans  une  rigole  pleine  de  mercure.  Le  courant  qui  arrive  au 
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mercure  en  A,  parcourt  en  sens  opposés  les  deux  parties 
ABP  et  ACP,  regagne  l'axe  par  la  partie  mobile  PO  et  revient 
ensuite  au  voisinage  du  point  A  par  un  conducteur  fixe.  La 
partie  mobile  tourne  en  sens  contraire  du  mouvement  des 
aiguilles  et  le  travail  relatif  à  un  tour  complet  est  XLr.a^. 

On  peut  encore  considérer  le  phénomène  d'une  autre  ma- 
nière. Soit  X  la  portion  du  courant  qui  suit  l'arc  B,  y  celle  qui 
suit  l'arc  C;  le  courant  sera  évidemment  égal  à  l'intensité 
totale  I  =  j:-t-_r  dans^la  portion  mobile  PO. 

La  projection  horizontale  S  de  la  surface  du  courant  se 
compose  de  deux  parties,  l'une  ABPO  pour  laquelle  la  com- 
posante verticale  Z  du  champ  terrestre  traverse  la  face  néga- 
tive, l'autre  ACPO  dont  la  face  supérieure  est  de  signe  con- 
traire. La  première  tend  donc  à  augmenter,  la  seconde  à 
diminuer;  pour  un  déplacement  angulaire  6  du  rayon  PO, 
la  somme  des  travaux  est 

Ce  travail  est  indépendant  de  la  position  du  conducteur  DP; 
le  couple  de  rotation  est  donc  constant.  C'est  d'ailleurs  le 
problème  traité  pour  la  roue  de  Barlow. 

Si  la  surface  du  courant  donne  une  projection  verticale  S', 
le  mouvement  de  rotation  sera  modifié  par  l'action  directrice 
correspondant  à  cette  projection.  Il  est  facile  de  voir  que. 
suivant  le  rapport  des  deux  surfaces  S  et  S',  la  vitesse  initiale 
et  la  valeur  des  frottements,  le  moment  de  l'action  directrice 
pourra  l'emporter  sur  le  moment  de  rotation  et  maintenir 
l'équipage  en  équilibre  dans  une  position  perpendiculaire  au 
méridien  magnétique. 

Dans  les  appareils  utilisés  pour  réaliser  cette  expérience, 
l'axe  est  terminé  à  sa  partie  supérieure  par  un  godet  à  mer- 
cure. Un  conducteur  hozizontal  pose  par  une  pointe  dans 
ce  godet  et  se  termine  par  deux  tiges  recourbées  verticale- 
ment qui  plongent  dans  une  rigole  annulaire  contenant  un 
liquide  conducteur.  Le  courant  mobile  se  partage  alors  en 
deux  parties  symétriques  par  rapport  à  l'axe  de  rotation.  Dans 
ce  cas,  la  projection  S'  est  nulle,  et  le  couple  de  rotation, 
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qui  donoerait  au  système  un  mouvement  uniformément  accé- 
léré s'il  n'y  avait  pas  de  frottement,  finit  par  lui  imprimer  un 
mouvement  uniforme. 


DES    BOBINES 

353.  Propriétés  des  courants  circulaires.  —  Le  potentiel  et 
le  champ  d'un  courant  circulaire  sont  les  mêmes  que  ceux 
d'un  feuillet  de  même  puissance  et  de  mfime  contour  (263)  et 
s'expriment  facilement  pour  les  points  situés  sur  l'axe. 

Si  le  rayon  du  cercle  est  a,  on  a,  pour  le  point  situé  à 
la  distance  x  du  centre,  en  appelant  u  la  distance  au  contour, 
c'est-à-dire  en  posant  «'  =  a*  +  x*, 

v=-'(-î). 

F  =  2xl— =2  — . 

Le  champ  est  proportionnel  à  la  surface  S  du  courant  et 
en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance  au  contour  ;  il  est 
maximum  au  centre  du  cercle  où  u=a. 

Cette  valeur  du  champ  se  déduirait  immédiatement  de  la 
loi  de  Laplace,  car  la  composante  parallèle  à  l'axe  de  l'action 

due  à  un  élément  ds  du  contour  est  — ^ »  ce  qui  donne 

IS 


F  —  —   1  </s  — 2T:I— =  2— ; 


Pour  un  feuillet  magnétique  de  même  contour,  de  puissance 
magnétique  équivalente  U  ==  I  et  dont  l'épaisseur  h  est  infini- 
ment petite,  l'intensité  d'aimantation  serait  x- 

Le  champ  Fj  produit  au  centre  (88)  par  les  couches  termi- 
nales est  égal  à— 4::t(i )    et  l'induction  magnétique 

F,=F,+44===i; 
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elle  esl  égale  au  champ  produit  par  le  couraat,  ce  qui  est 
conforme  à  la  règle  générale. 

Le  potentiel  d'un  courant  circulaire  en  dehors  de  l'axe 
s'exprimera  ainsi  par  les  séries  trouvées  précédemment  (263) 
pour  le  feuillet.  En  chaque  point,  le  champ  est  dirigé  dans  le 
plan  méridien  ;  ses  composantes  parallèle  et  perpendiculaire 
à  l'axe  se  déduiront  de  la  valeur  du  potentiel. 

354.  BobineB  électrodynamiqnes.  —  Dans  un  solenoîde 
électrodynamique  (320)  dont  les  courants  élémentaires  sont 
à  la  distance  h,  ou  qui  renferme  n  courants  par  unité  de  lon- 
gueur de  la  directrice  (nh=i),  chacun  des  courants  peut  être 
remplacé  par  un  feuillet  magnétique  de  même  surface  dont 

l'intensité  d'aimantation  est  -f  =  n\. 
h 

Supposons  maintenant  que  l'on  enroule  sur  un  tube  à  sec- 
tion constante,  de  forme  quelconque,  une  série  de  courants 
perpendiculaires  aux  génératrices  et  équidistants.  La  bobine 
ainsi  constituée  équivaut  à  un  ensemble  de  solenoïdes  dont 
les  directrices  sont  des  courbes  parallèles,  ou  à  un  aimant 
solenoïdal  de  même  forme.  Pour  chaque  élément  dS  d'une 
section  droite,  l'aimantation  est  ni,  la  valeur  de  n  variant  d'un 
élément  à  l'autre,  et  la  densité  correspondante  des  surfaces 
terminales  est  ±nl.  Le  champ  intérieur  en  un  point  quel- 
conque est  égal  à  l'induction  du  système  magnétique  corres- 
pondant, c'est-à-dire  la  résultante  de  4^ ni  et  de  l'action  F,-  pro- 
duite par  les  couches  extrêmes. 

355.  Bobines  cylindriques.  —  Si  le  tube  d'enroulement  est 
cylindrique,  le  magnétisme  des  sections  terminales  corres- 
pond aux  couches  de  glissement  (126)  que  l'on  obtiendrait  en 
superposant  deux  cylindres  homogènes  de  densités  ±p,  dont 
l'un  aurait  glissé  parallèlement  à  l'axe  d'une  quantité  S  telle 
que  pS  =  nI;  la  bobine  équivaut  à  un  cylindre  aimanté  uni- 
formément (267)  dans  le  sens  de  la  longueur. 

Sur  les  points  extérieurs  l'action  de  la  bobine  se  réduit  à 
celle  de  ces  deux  surfaces  dont  la  densité  magnétique  «r  est 
constante  et  égale  à  ±nl. 

Pour  les  points  intérieurs,  le  champ  est  égal  6  l'induction 
du  système  magnétique  équivalent. 

Si  le  cylindre  est  assez  long  pour  que  dans  une  partie  de 
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spD  étendue  l'action  des  surraces  soit  négligeable,  le  champ 
intérieur  est  uniforme  et  a  pour  intensité 

Le  flux  de  force  total  qui  traverse  la  section  droite  S  de  la 
bobine  est  alors 

Dans  tous  les  cas,  ce  flux  est  de  sens  contraire  à  celui  qui 
provient  des  bases  de  l'aimant  équivalent. 

On  voit  par  là  qu'une  bobine  n'est  pas  équivalente  à  un 
aimant  creux  qui  aurait  le  même  moment  magnétique  :  dans 
l'aimant  creux,  toutes  les  lignes  de  force  tant  intérieures 
qu'extérieures  partent  de  la  surface  positive  pour  s'absorber  à 
la  surface  négative;  dans  les  bobines,  au  contraire,  les  lignes 
de  force  intérieures  sont  la  continuation  des  lignes  de  force 
extérieures  et  formeat  des  courbes  fermées  qui  n'aboutissent 
jamais  à  des  masses  magnétiques. 

Lorsque  la  section  de  la  bobine  est  circulaire,  si  a  et  ^  dési- 
gnent les  angles  apparents  du  rayon  des  faces  positive  et 
négative  pour  un  point  de  l'axe  situé  à  gauche  des  courants, 
le  champ  en  ce  point  est 

F^27:/iI(cos?-cosa). 

Pour  un  point  situé  à  l'intérieur  de  la  bobine,  le  champ  est 
égal  à  l'induction  du  cylindre  aimanté  équivalent,  c'est-à-dire 

F^2î:/iI{cos3  +  cosa). 

Cette  expression  se  déduit  de  la  précédente  en  remplaçant 
l'angle  a  par  i:  —  a,  ce  qui  revient  à  faire  varier  cet  angle  d'une 
manière  continue  dans  la  première  formule. 

356.  Bobines  annulaires.  —  Lorsque  le  tube  d'enroulement 
est  fermé  sur  lui-même,  le  système  magnétique  équivalent  est 
un  aimant  solenoîdal  fermé.  Le  champ  extérieur  est  nul  et  le 
champ  intérieur  se  réduit  à  4^nL  perpendiculaire  en  chaque 
point  au  plan  des  courants. 

Si  le  tube  est  limité  par  une  surface  canal  de  révolution  et 
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que  N  soit  le  Qombre  total  des  spires,  le  nombre  des  courants 

élémentaires  par  unité  de  longueur  sur  le  solénoïde  de  lon- 

N  N 

gueur  l  est  j,  l'intensité  d'aimantation  correspondante  jl  et 

le  produit  de  cette  intensité  par  la  longueur  l  du  solénoïde 
est  une  quantité  constante  NI. 

Dans  ce  cas  (266),  en  désignant  par  dS  la  section  du  solé- 
noïde considéré,  le  flux  total  de  force  qui  traverse  la  bobine 
annulaire  est 

rdS 


cf=4^m  f- 


Pour  un  tore  de  rayon  moyen  R,  dont  le  rayon  de  la  sec- 
tion est  a,  l'expression  du  flux  de  force  peut  s'écrire,  en  dési- 
gnant par  a  le  rapport  des  rayons  a  et  R, 

Pour  un  anneau  à  section  rectangulaire,  dont  les  côtés 
parallèle  et  perpendiculaire  à  l'axe  sont  aè  et  aa,  on  a 


^-^ ^_^. 

357.  SystèmeB  de  courants  saperficieU.  —  Supposons  enfin 
qu'une  surface  quelconque  soit  couverte  par  un  ensemble  de 
courants  plans  de  même  intensité,  parallèles  entre  eux  et  à 
une  distance  constante  telle  qu'il  en  existe  n  par  unité  de  lon- 
gueur normale  à  la  direction  commune  de  leurs  plans. 

Le  système  équivaut  à  un  aimant  uniforme  dont  l'aimanta- 
tion est  ni.  L'action  extérieure  est  celle  de  deux  couches 
magnétiques  superficielles,  qui  sont  des  couches  de  glisse* 
ment  dans  le  cas  actuel  et  dont  la  densité  en  chaque  point 
est  la  projection  normale  7  =  /tlcos6  de  l'aimantation. 

Le  champ  intérieur  est  la  résultante  de  4^'>l  et  de  l'ac- 
tion F,-  des  couches  superficielles.  Ce  champ  est  uniforme 
lorsque  la  surface  est  du  second  degré. 

Dans  le  cas  de  la  sphère,  on  a  (260) 
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cl  le  flux  de  force  qui  traverse  le  grand  cercle  est 

Il  résulte  de  là  une  manière  nouvelle  d'envisager  le  magné- 
tisme terrestre  ;  l'action  magnétique  de  la  terre  est  équivalente 
à  celle  d'une  série  de  courants  circulaires  situés  dans  des 
plans  équidistants  perpendiculaires  ù  l'axe  magnétique,  ces 
courants  circulant  de  l'Est  à  l'Ouest. 

On  peut,  de  même,  remplacer  un  aimant  de  forme  et  d'ai- 
mantation quelconques  par  un  système  de  courants  superfi- 
ciels, en  tant  du  moins  qu'on  envisage  seulement  son  action 
extérieure,  puisqu'il  équivaut  à  un  ensemble  de  feuillets  uni- 
formes ou  à  un  aimant  lamellaire  (250). 

Cette  équivalence  est  incomplète,  mais  on  pourrait  obtenir 
une  représentation  exacte  de  tous  les  efTets  magnétiques,  tant 
intérieurs  qu'extérieurs,  en  remplaçant  les  filets  magnétiques, 
dans  lesquels  un  aimant  peut  être  décomposé,  par  les  solé- 
noïdes  électrodynamiques  correspondants. 


AIMANTATION    PAR    LES    COURANTS 

358.  Hypothèse  d'Ampère.  —  Des  considérations  analogues 
ont  conduit  Ampère  à  admettre  que  les  solénoïdes  dont  l'en- 
semble équivaut  au  magnétisme  d'un  aimant  sont  formés 
par  des  courants  réels  qui  circulent  à  l'intérieur  des  molé- 
cules; ces  courants  ne  passent  jamais  d'une  molécule  à  une 
autre,  et  ils  préexistentà  l'aimantation  (300)  qui  aurait  seule- 
ment pour  effet  de  les  orienter. 

Dans  cette  hypothèse,  un  aimant  n'est  plus  une  substance 
continue,  mais  un  ensemble  de  molécules  distinctes,  donnant 
lieu  à  une  distribution  très  complexe  de  la  force  magnétique 
et  du  potentiel.  Cependant  il  en  résulte  déjà  une  simplification 
notable,  car  le  champ  et  l'induction  magnétique  sont  alors 
définis  de  la  même  manière  et  les  composantes  du  champ 
satisfont  à  l'équation  de  Laplace,  aussi  bien  à  l'intérieur  qu'à 
l'extérieur  des  aimants. 
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Il  paraît  difficile  de  concevoir  cepeodaat  que  des  courants 
puissent  exister  d'une  manière  permanente  dans  un  milieu 
sans  dégagement  de  chaleur  et,  par  suite,  sans  une  dépense 
continue  d'énergie.  Il  est  vrai  que  si  on  localise  les  courants 
dans  les  molécules  elles-mêmes,  dont  la  constilutîon  est  in- 
connue, il  n'est  pas  impossible  d'admettre  que  la  résistance 
soit  nulle  et  que  les  courants  persistent  sous  une  forme  qui 
n'est  pas  abordable  par  l'expérience.  L'bypolhèse  d'Ampère 
n'implique  donc  par  elle-même  aucune  contradiction. 

359.  Electro-aimants.  —  Arago  a  découvert  (■),  dès  1830, 
qu'un  fîl  de  cuivre  parcouru  par  un  courant  attire  la  limaille 
de  fer;  chaque  parcelle  de  limaille  devenant  un  petit  aimant 
se  place  perpendiculairement  au  fil,  le  pôle  nord  à  gauche  du 
courant.  Ampère  fit  remarquer  qu'on  peut  augmenter  beau- 
coup l'action  du  courant  sur  un  barreau  de  fer  doux  ou  d'acier 
en  enroulant  le  fil  en  hélice  autour  du  barreau;  on  obtient 
ainsi,  avec  le  fer  doux  en  particulier,  des  aimants  tempo- 
raires auxquels  on  a  donné  le  nom  d'éleclro-aimants. 

L'action  extérieure  des  électro-aimants  peut  être  beaucoup 
plus  grande  que  celle  des  meilleurs  barreaux  d'acier;  mais 
leur  caractère  principal  est  de  pouvoir,  lorsque  le  fer  qui  les 
constitue  est  très  doux,  gagner  ou  perdre  presque  instanta- 
nément leurs  propriétés  magnétiques.  Enfin  ils  présentent 
cette  propriété  curieuse  qu'en  modifiant  d'une  manière  con- 
venable l'enroulement  du  fil  sur  le  noyau  de  fer  doux,  on  peut 
y  distribuer  le  magnétisme  à  volonté  et  obtenir  dans  la  lon- 
gueur du  barreau  un  nombre  quelconque  de  pôles  ou  depoinls 
conséquents. 

Le  calcul  des  effets  des  électro-aimants  est  en  général  très 
difficile,  lors  même  que  les  courants  qui  entourent  le  morceau 
de  fer  doux  sont  équidistanls  et  parallèles  entre  eux.  Dans  ce 
cas,  le  système  des  courants  développe  un  champ  intérieur 
dont  l'intensité  est  définie  par  l'induction  d'un  aimant  uni- 
forme terminé  à  la  même  surface  ;  le  noyau  de  fer  doux  placé 
dans  ce  champ  prend  en  chaque  point  une  aimantation  qui 
dépend  de  l'intensité  du  champ  et  aussi  du  magnétisme  déve- 
loppé par  l'induction  sur  le  corps  lui  même,  abstraction  faite 

(>|  F.  AnAoo,  Ann.dech.et  dephyi.  (2),  t.  XV,  p.  93;  1810. 
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de  tout  phéDomëne  d'hystérésis  (285).  L'aimantation  ne  peut 
donc  être  uniforme  que  dans  les  cas  particuliers  que  nous 
avons  examinés  (213).  Quant  à  l'action  extérieure,  elle  est  la 
résultante  de  celle  du  système  des  courants  ou  de  l'aimant 
équivalent  et  de  celle  du  noyau  de  fer  doux. 

360.  Exemples.  —  Four  une  sphère  entourée  de  courants 
parallèles  et  équidistants,  l'intensité  F  du  champ  produit  par 

les  courants  (357)  a  pour  valeur-^Trnl. 

L'ainnantation  A  et  l'induction  F,  sont  alors 


4-  i*-+ 


La  sphère  prendrait  encore  une  aimantation  uniforme  dans 
une  bobine  cylindrique  assez  longue  pour  que  l'effet  des  ex- 
trémités puisse  être  considéré  comme  négligeable  (355). 

Il  en  serait  de  même  pour  un  ellipsoïde  et  aussi  très  approxi- 
mativement pour  un  cylindre  dont  I  axe  coïnciderait  avec  celui 
de  la  bobine. 

Dans  le  cas  d'une  bobine  cylindrique  de  grande  longueur, 
le  champ  intérieur  est  F=4«nl;  l'aimantation  d'un  long  cy- 
lindre placé  dans  ce  champ  parallèlement  à  sa  direction  serait 
iF  =  4iî*nI,  et  l'induction  intérieure  F,=:4itAF=i6ic'A/iI. 

Si  S  est  la  section  du  barreau,  le  flux  d'induction  magné- 
tique qui  le  traverse  est 

et  le  flux  total,  en  y  comprenant  le  (lux  de  force  4-!:nlS  du 
courant,  a  pour  valeur 

?- 4^/1(1+47: jt}IS  =  i*4xnlS. 

Cette  quantité  étant  accessible  &  l'expérience,  on  en  pourra 
déduire  ta  perméabilité  1*  ou  le  coefficient  d'aimantation  A-. 
La  détermination  de  ces  coeflicients  est  encore  plus  exacte 
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par  l'emploi  d'un  morceau  de  fer  doux  en  forme  d'anneau  cir- 
culaire entouré  d'une  bobine  annulaire  (356).  Désignant  par  N 

NI 

le  nombre  des  spires,  le  champ  en  un  point  est  F=4x-^, 

l'aimantation    kF,   l'inducUon    magnétique    correspondante 
ii:kF  et,  en  y  joignant  le  champ  des  courants, 

F,  =  (i-l-4xA-)F^ttF^47:Nl|. 

Si  la  section  S'  du  fer  doux  n'occupe  qu'une  partie  de  l'es- 
pace S  limité  par  les  courants,  le  flux  qui  traverse  le  fer  n'est 
pas  modifié,  et  le  ilux  total  d'induction  compris  dans  l'anneau 
des  courants  est 

Les  coefficients  A  et  i*  peuvent  être  considérés  comme  des 
constantes  lorsque-le  rayon  moyen  R  de  l'anneau  est  assez 
grand  par  rapport  à  son  épaisseur  pour  que  le  champ  soit  à 
peu  près  uniforme  dans  chaque  section. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  section  du  fer  soit  un 
cercle  de  rayon  a'  concentrique  à  la  section  circulaire  d'un 
tore;  le  flux  total  d'induction  dans  le  tore  sera 


=  4^= 


sNI  [r  -  y/R"  -  a^  +  ài:k{R  -  ^R'  -«'*)]  ' 

Si  la  section  de  la  bobine  annulaire  est  un  rectangle  dont 
les  cAtés  sont  2b  el  2  a,  le  fer  ayant  aussi  une  section  rectan- 
gulaire nè'.^a',  l'expression  du  flux  devient 


=  4Nl[i 


"•1^ 


On  verra  plus  loin  la  méthode  qui  permet  de  déterminer  la 
valeur  de  o,  pour  faire  usage  de  ces  difl'érentes  formules. 

361.  Gircoits  électromagnétiques.  —  Si  l'on  considère,  dans 
le  champ  d'un  système  de  courants,  un  tube  d'induction  qui 
traverse  la  surface  de  n  courants  de  même  intensité  I,  la  force 
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magnétomotrice  correspondante  (28T)  est /\- ni.  D'une  manière 
plus  générale  encore,  si  SI  est  la  somme  des  inlensités  des 
courants  dont  la  surface  est  traversée  par  le  tube  d'induction 
considéré,  la  force  magnétomotrice  esl  4^:21. 

Avec  l'emploi  des  courants,  il  n'y  a  plus  à  tenir  compte  de 
la  réluctance  propre  aux  feuillets  magnétiques  ou  aux  aimants 
lamellaires  équivalents.  La  réluctance  r  du  tube  d'induction 

étant  la  somme  /  -^  de  celle  de  ses  éléments  de  longueur, 
le  flux  d'induction  qui  traverse  le  tube  se  réduit  k 
_4zn\  _i_^' 


Dons  un  électro-aimant  de  forme  quelconque,  le  champ 
magnétique  F  est  la  résultante  des  champs  produits  par  le 
système  des  courants  et  par  les  couches  d'aimantation  ;  à  part 
les  effets  d  hystérésis,  la  perméabilité  j/.  est  alors  en  chaque 
point  une  fonction  de  l'intensité  F  du  champ. 

Lorsque  le  circuit  magnétique  est  fermé,  c'est-à-dire  en- 
tièrement tomposé  de  substances  analogues  au  fer,  l'aiman- 
tation apparente  est  négligeable  et  le  champ  ne  dépend  que 
des  courants.  Si  l'on  connaît,  pour  chacune  des  substances 
qui  constituent  le  tube  d'induction,  la  relation  qui  existe 
entre  la  perméabilité  et  la  force  magnétisante,  on  pourra 
ainsi  déterminer  la  réluctance  du  tube  et,  par  suite,  le  flux 
d'induction  qui  le  traverse.  Cette  propriété  importante  sera 
utilisée  dans  l'étude  des  machines. 


MESURE    DES    COURANTS 

362.  Galvanomètres.  —  Le  champ  magnétique  d'un  courant 
est,  toutes  choses  égales,  proportionnel  à  son  intensité;  la 
mesure  du  champ  donnera  donc  celle  du  courant  et  c'est  la 
méthode  la  plus  généralement  employée. 

L'instrument  qui  sert  à  cet  usage  est  appelé  galvanomètre 
ou  électrodynamomètre,  suivant  qu'on  utilise  les  actions  élec- 
tromagnétiques ou  les  actions  électrodynaraiques. 
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Un  galvanomëlre  se  compose  d'une  aiguille  aimanlée,  ou 
d'un  système  magnétique  quelconque,  situé  au  voisinage 
d'un  circuit  conducteur  que  traverse  le  courant.  Le  système 
magnétique  étant  soumis,  en  outre,  à  l'action  d'un  champ 
extérieur,  comme  celui  de  la  Terre,  on  détermine  l'action  du 
courant,  soit  par  comparaison  avec  celle  du  champ  extérieur, 
soit  par  un  couple  antagoniste,  tel  que  la  torsion  d'un  (ii 
métallique  ou  d'une  suspension  bifilaire,  qui  ramène  le  sys- 
tème dans  sa  position  primitive  d'équilihre. 

Considérons  seulement  le  cas  d'une  aiguille  horizontale 
suspendue  à  un  fil  sans  torsion  appréciable,  et  placée  au 
centre  d'un  cadre  de  forme  circulaire  ou  rectangulaire,  sur 
lequel  on  a  enroulé  un  fil  conducteur  suivant  une  série  de 
spires  parallèles. 

Si  le  plan  des  spires  est  parallèle  au  méridien  magnétique, 
et  qu'on  les  fasse  traverser  par  un  courant  1,  elles  produiront 
un  champ  magnétique  dont  l'intensité  au  milieu  du  cadre 
pourra  être  représentée  par  GI,  le  facteur  G  étant  ce  qu'on 
appelle  la  constante  gahanomélriqae  du  cadre.  En  désignant 
par  H  la  composante  horizontale  du  champ  terrestre,  le 
champ  résultant  fait  avec  le  méridien  magnétique  un  angle  S 

dont  la  tangente  est  égale  à  -n- 

Une  aiguille  aimantée  infiniment  petite  placée  en  ce  point, 
et  qui  était  d'abord  en  équilibre  dans  le  plan  du  cadre,  sera 
donc  déviée  de  l'angle  ô,  et  on  pourra  en  déduire  l'intensité 
du  courant  par  l'expression 

{')  I  =  ptangî. 


Lorsque  la  longueur  de  l'aiguille  est  de  même  ordre  que  tes 
dimensions  du  cadre,  le  champ  magnétique  du  courant  n'est 
plus  uniforme  dans  tout  l'espace  qu'elle  occupe  ;  la  relation 
est  alors  moins  simple  et  le  facteur  G  doit  être  considéré 
comme  étant  lui-même  variable  avec  la  déviation.  Ce  facteur 
est  maximum  pour  3  =  o  et  varie  très  peu  tant  que  cet  angle 
reste  très  petit.  L'intensité  du  courant  est  donc,  entre  cer- 
taines limites,    simplement  proportionnelle  à   la  déviation, 
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quelle  que  soit  la  forme  du  cadre.  On  pourra  d'ailleurs,  par 
une  graduation  empirique,  déterminer  la  relation  qui  existe 
entre  l'intensité  du  courant  et  la  déviation  produite, 

La  position  d'équilibre  ne  dépend  que  du  mode  de  distri- 
bution des  masses  magnétiques  sur  l'aiguille  et  non  de  leurs 
valeurs  absolues;  l'accroissement  du  moment  magnétique  n'a 
d'autre  effet  que  de  modifier  l'intensité  des  forces  et,  par 
suite,  la  période  des  oscillations  de  l'aiguille. 

Pour  augmenter  la  sensibilité  du  galvanomètre,  c'est-à-dire 
la  déviation  3  produite  par  un  courant  déterminé,  il  faut 
augmenter  la  constante  galvanométrique  G  et  diminuer,  s'il 
est  possible,  la  valeur  du  champ  efficace  H.  On  augmentera 
la  constante  G  en  multipliant  les  spires  du  cadre,  suivant  ta 
métbode  de  Schweigger,  et  en  les  plaçant  aussi  près  que 
possible  de  l'aiguille.  Pour  diminuer  le  champ  extérieur,  on 
peut  placer  à  une  certaine  distance  un  aimant  qui  produise  au 
centre  du  cadre  un  champ  magnétique  parallèle  et  de  sens 
contraire  à  celui  de  la  terre. 

Souvent  aussi  on  a  recours  à  un  système  quasi-astatique 
formé  de  deux  aiguilles  (225)  portées  par  le  même  équipage, 
dont  l'une  est  située  au  centre  du  cadre  et  l'autre  à  l'exté- 
rieur, c'est-à-dire  en  des  points  où  le  champ  du  courant  a 
des  directions  de  sens  contraires;  l'action  de  la  terre  sur  le 
système  mobile  est  beaucoup  plus  faible,  tandis  que  celle  du 
courant  est  augmentée.  On  peut  encore  employer  deux  cadres, 
chacun  d'eux  ayant  une  des  aiguilles  en  son  centre,  et  y  faire 
passer  le  courant  en  sens  contraires,  de  manière  que  les 
actions  exercées  sur  les  deux  aiguilles  soient  concordantes 
et  de  même  ordre. 

363-  BousBole  des  tangentes.  —  Si  l'on  veut  déterminer 
l'intensité  d'un  courant  en  valeur  absolue,  il  faut,  en  outre 
de  la  composante  II  du  champ  terrestre,  connaître  aussi 
la  constante  galvanométrique  G  de  l'instrument.  On  donne  en 
particulier  le  nom  de  boussole  des  tangentes  à  un  galvano- 
mètre dans  lequel  l'enroulement  du  fil  et  la  forme  du  cadre  ont 
été  choisis  de  manière  que  ce  coefficient  puisse  être  calculé 
d'après  leurs  dimensions. 

Si  le  cadre  porte  un  ûl  de  longueur  L,  faisant  N  tours  sur 
un  cercle  de  rayon  a,  ou  L  =  N2î:a,  et  que  l'aiguille  supposée 
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iofiniment  petite  soit  placée  en  un  point  de  l'axe  à  une  dis- 
tance H  de  la  circonférence,  on  aura  (353) 


G  =  N 
I 


_L»_4!:'N' 


La 


HL    /«\' 


ce  qui  donne,  lorsque  l'aiguille  est  située  au  centre  du  cercle, 

,      Ho"         ,      Ho  ,       HL 

W  '  =  Tr'"°8'  =  5a""«'  =  4ilN-'*°8'' 

Pour  une  aiguille  de  longueur  noUble  par  rapport  au  rayoa 
de  la  bobine,  il  serait  encore  nécessaire  d'évaluer  l'intensité 
du  champ  en  dehors  de  l'axe  des  courants. 

La  Formule  de  la  boussole  des  tangentes  est  rigoureuse  et 
indépendante  de  la  longueur  de  l'aiguille,  lorsque  le  champ 
(lu  courant  est  uniforme.  C'est  ce  qui  aurait  lieu,  par  exemple, 
avec  une  bobine  cylindrique  très  longue  (355)  ou  une  bobine 
sphérique(35']),  constituées  par  des  courants équidistants.  En 
appelant  n  le  nombre  des  spires  par  unité  de  longueur,  les 
valeurs  de  la  constante  galvanométrique  G  sont  respective- 
ment 4'=",  dans  le  premier  cas,  et  -i^n  dans  le  second. 

364.  Electrodynamomètres-  —  Dans  un  électrodynamo- 
mèlre  on  évalue  directement  l'action  exercée  entre  deux  cir- 
cuits, l'un  fixe  et  l'autre  mobile,  traversés  par  le  même  courant 
ou  par  deux  courants  ditTérenls.  Supposons,  par  exemple, 
que  l'aimant  d'une  boussole  des  tangentes  soit  remplacé  par 
une  petite  bobine,  où  un  courant  pourra  être  amené  par  une 
suspension  bifilaire,  et  qui  est  en  équilibre  quand  l'axe  de  la 
bobine  est  dans  le  méridien  magnétique.  Si  l'on  fait  passer 
un  courant  I  dans  le  cadre  et  un  courant  1'  dans  la  bobine, 
celle-ci  est  déviée  ;  par  une  torsion  convenable  a  de  la  sus- 
pension on  la  ramène  dans  sa  position  primitive. 

Le  moment  magnétique  de  la  bobine  mobile  est  propor- 
tionnel à  r  et  peut  être  représenté  par  Kl';  le  couple  produit 
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par  l'action  du  cadre  est  alors  OKH'.  Comme  te  couple  de 
torsion  du  bitilaire  est  proportionnel  au  sinus  de  l'angle,  on 
aura,  en  désignant  par  C  le  moment  du  couple  qui  correspond 
à  une  torsion  de  90°, 

(3)  GKH':=Csiaa, 

ou,  si  le  même  courant  I  parcourt  les  deux  fds, 

(4)  ''  =  ^""- 

On  pourra  donc  déterminer  la  valeur  absolue  de  l'iniensité 
du  courant,  si  l'on  connaît  les  constantes  C,K  et  G,  ou  bien 
laisser  ces  constantes  indéterminées  et  se  servir  de  l'appareil 
comme  d'un  instrument  de  comparaison.  Tel  est  le  principe 
des  expériences  de  Weber. 

D'autres  dispositions  expérimentales  permettraient  encore 
d'évaluer  le  produit  de  deux  courants  en  déterminant,  par 
exemple,  au  moyen  de  la  balance,  l'attraction  ou  la  répulsion 
qui  s'exerce  entre  des  circuits  qu'ils  parcourent. 

365.  Galvanomètre  balistique.  —  Lorsque  la  durée  du  cou- 
rant est  assez  courte  pour  que  l'aiguille  n'ait  pas  le  temps  de 
subir  un  déplacement  appréciable  avant  la  cessation  du  cou- 
rant, cette  aiguille  a  reçu  cependant  une  impulsion  et  acquis 
une  certaine  vitesse  ;  elle  est  projetée  hors  de  sa  position 
d'équilibre  et  y  revient  ensuite  par  une  série  d'oscillations. 
C'est  le  cas,  par  exemple,  de  la  décharge  d'un  condensateur 
par  un  fil  conducteur  qui  renferme  un  galvanomètre;  la  quan- 
tité totale  d'électricité  que  débite  la  décharge  peut  se  déduire 
de  l'angle  d'impulsion  imprimé  à  l'aiguille.  On  dit  alors  que 
le  galvanomètre  est  balistique. 

Lorsque  le  galvanomètre  dont  on  fait  usage  est  traversé 
par  un  courant  permanent,  l'intensité  est  donnée  par  une  ex- 
pression de  la  forme 


dans  laquelle  le  coefficient  G  peut  être  considéré  comme  une 
constante,  et  ofi  la  fonction  inconnue/'(î)  se  réduit  simplement 
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à  l'angle  S  tact  que  les  déviations  restent  très  petites.  Si  l'on 
appelle  m  le  moment  magnétique  de  l'aiguille,  l'action  du  cou- 
rant sur  t'aiguille  dans  sa  position  d'équilibre  produit  un 
couple  dont  le  moment  est  mGl. 

On  sait,  d'autre  part,  que  lorsqu'un  corps  tourne  autour 
d'un  axe  avec  une  vitesse  angulaire  u,  ie  produit  du  moment 

d'inertie  K  par  l'accélération  angulaire  -3-  est  égal  au  moment 

du  couple  résultant  par  rapport  à  l'axe  de  rotation.  Comme 
l'intensité  I  d'un  courant  est  le  quotient  de  ia  quantité  élémen- 
taire d'électricité  dq  qui  s'écoule  par  l'intervalle  de  temps  dt 
correspondant,  et  que  la  déviation  pendant  la  décharge  est 
assez  petite  pour  que  le  couple  produit  par  l'action  de  la  terre 
soit  négligeable,  on  a,  dans  le  cas  actuel. 


On  en  déduit,  en  appelant  m,  la  vitesse  angulaire  imprimée 
\  l'aiguille  et  ^  la  décharge  totale, 


Une  fois  tancée  avec  cette  vitesse,  l'aiguille  a  acquis  une 
force  vive  égale  à  — S  = k~'  *"^  s'arrête  après  avoir  at- 
teint une  déviation  a,  dite  angle  d'impulsion,  pour  revenir 
vers  sa  position  primitive.  Le  repos  temporaire  correspond 
au  moment  où  la  force  vive  a  été  épuisée  par  le  travail  con- 
traire du  champ  terrestre;  on  a  donc 
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Lorsque  l'angle  d'impulsion  a  reste  assez  petit,  il  est  sim- 
plement proportionnel  à  la  quantité  d'électricité  qui  s'écoule 
pendant  la  déchaîne,  et  cette  loi  de  proportionnalité  suffira 
pour  toutes  les  expériences  de  comparaison. 
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Remarquons  maintenant  que,  si  l'on  fait  osciller  l'aiguille 
sous  la  seule  influence  du  magnétisme  terrestre,  la  durée  t 
des  oscillations  simples  infiniment  petites  est 

, ,_K_. 


Ht 

Pour  déterminer  la  décharge  9  en  valeur  absolue,  il  faut 
encore  connaître  la  composante  horizontale  H  du  champ  ter- 
restre et  la  constante  G  du  galvanomètre  ;  cette  dernière 
valeur  pourra  être  calculée  directement  ou  déterminée  par 
comparaison  avec  une  boussole  des  tangentes,  en  faisant 
passer  un  même  courant  dans  les  deux  appareils. 

En  réalité,  l'angle  d'impulsion  a  est  diminué  par  la  résis- 
tance du  milieu  et,  comme  on  le  verra  plus  loin,  par  les  cou- 
rants d'induction  que  le  mouvement  de  l'aiguille  produit  dans 
le  ni;  mais,  si  les  oscillations  ne  diminuent  pas  très  rapide- 
ment, on  ne  fait  pas  d'erreur  appréciable  en  admettant  que 
les  causes  d'amortissement  produisent  le  môme  effet  à  chaque 
oscillation,  au  moins  pour  les  premières. 

L'aiguille  revenant  du  cfité  de  l'impulsion  primitive  à  la 
5'  oscillation  simple,  la  différence  des  écarts  correspond  à  la 
perte  d'amplitude  pendant  4  oscillations.  Le  nouvel  écart 
étant  en',  l'impulsion  que  l'on  aurait  diï  observer,  sans  amor- 
tissement, est  égal  à  aH T —  On  aura  donc  finalement 
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CHAPITRE  QUATRIÈME 

COURANTS   INDUITS 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES 

366.  Découverte  de  Faraday.  —  Les  actions  électromagné- 
tiques ou  électrodynamiques  étudiées  dans  les  chapitres  pré- 
cédents sont  purement  mécaniques  ;  elles  produisent  des  forces 
appliquées  soit  sur  les  aimants,  soit  sur  les  conducteurs  tra- 
versés par  des  courants,  et  correspondent  à  un  état  permanent 
des  courants  et  des  aimants  en  présence.  Dans  tous  les  cas 
où  les  systèmes  éprouvaient  des  déplacements  relatifs,  nous 
avons  admis,  en  effet,  expressément  ou  d'une  manière  impli- 
cite, que  ces  déplacements  étaient  sans  influence  sur  l'état 
électrique  des  conducteurs. 

Faraday  (')  a  découvert  en  i83i  une  nouvelle  classe  de  phé- 
nomènes de  nature  toute  différente,  qui  correspondent  à  l'état 
variable  des  systèmes;  ces  phénomènes,  qu'il  a  compris  sous 
le  nom  général  d'induction,  sont  de  nature  électrique  et  se 
manifestent  par  la  production  dans  les  conducteurs  de  cou- 
rants temporaires. 

Les  courants  qui  en  résultent  sont  appelés  courants  induits 
et  le  circuit  qu'ils  parcourent  circuit  induit;  le  système  dont 
la  variation  a  été  la  cause  du  courant  induit  est  l'inducteur. 

Au  point  de  vue  expérimental,  les  courants  induits  peuvent 
être  compris  dans  plusieurs  catégories  distinctes  : 

i'  Un  circuit  fermé  devient  le  siège  d'un  courant  tempo- 
raire quand  on  déplace  un  aimant  dans  le  voisinage,  ou  qu'on 

[']  Fabadaï,  Experim.   Renêrchet,  série  I,  p.  1Ï5  et  Philoi,    Tram.  L.  R.  S, 
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en  fait  varier  l'aimantation,  ou,  d'une  manière  plus  générale, 
qu'on  modifie  le  champ  magnétique  dans  lequel  est  placé  le 
circuit.  C'est  Vindaclion  magnélo-éleclrique. 

3°  On  obtient  des  elTets  aaaiogues  en  substituant  un  sys- 
tème de  courants  au  système  magnétique.  Le  circuit  consi- 
déré est  parcouru  par  un  courant  induit  toutes  les  fois  qu'on 
fait  varier  la  distance,  l'intensité  ou  la  forme  d'un  courant 
extérieur,  comme  si  l'on  produisait  la  modification  corres- 
pondante du  système  magnétique  équivalent  au  courant.  C'est 
l'induction  éleclrodgnamiqae  oa  volla-électrique. 

3°  Ces  phénomènes  ne  dépendent  que  des  modifications 
dans  la  forme  ou  dans  la  position  relative  du  circuit  par  rap- 
port au  champ  magnétique  d'un  système  extérieur  d'aimants 
ou  de  courants;  on  peut  donc,  sans  changer  les  résultats, 
laisser  le  champ  extérieur  invariable  et  déformer  ou  déplacer 
le  circuit  qui  est  le  siège  de  l'induction. 

4°  Enfin,  le  fait  seul  de  modifier  par  un  procédé  quelconque 
l'intensité  du  courant  dans  un  circuit,  même  quand  il  est  sous- 
trait à  toute  action  extérieure,  provoque  dans  ce  circuit  un 
courant  d'induction,  qui  se  superpose  au  courant  primitif  et 
est  toujours  de  sens  contraire  k  la  variation  d'intensité  du 
courant  principal  ;  on  donne  à  ce  genre  particulier  de  cou- 
rants induits  le  nom  à'extra-coarants. 

367.  Caractères  des  courants  induits.  ~  L'expérience  four- 
nit d'abord  sur  ces  phénomènes  les  faits  généraux  suivants  : 

1°  Que]  que  soit  le  mode  de  variation  qui  provoque  un 
courant  induit,  deux  variations  égales  en  sens  opposés  don- 
nent des  courants  égaux  et  de  sens  contraires; 

2"  La  durée  du  courant  induit  est  égale  à  celle  de  la  varia- 
tion du  système  inducteur; 

y  La  quantité  d'électricité  mise  en  mouvement  dans  ie 
courant  induit,  par  une  opération  quelconque,  est  indépen- 
dante de  la  durée  de  la  variation  et,  par  suite,  de  celle  du  cou- 
rant induit  lui-même; 

4°  Enfin,  la  nature  du  conducteur  où  se  propagent  les  cou- 
rants d'induction  n'intervient  que  par  la  résistance  qu'il 
apporte  dans  le  circuit. 

En  examinant  les  diverses  circonstances  dans  lesquelles  se 
produisent  les  courants  d'induction,  il  est  facile  de  recon- 
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naître  qu'elles  ont  pour  caractère  commun  de  correspondre  à 
une  variation  du  flux  de  force  magnétique  qui  traverse  le  cir- 
cuit induit.  Cela  est  évident  pour  tous  les  phénomènes  de 
déplacement  relatif  des  courants  ou  des  aimants  ;  l'expérience 
montre,  d'ailleurs,  que  tout  déplacement  ou  toute  déformation 
du  circuit  induit  qui  ne  modifie  pas  la  valeur  du  flux  qui  le 
traverse  ne  produit  jamais  de  courants  induits. 

Il  en  est  encore  de  même  pour  l'extra-courant.  En  effet,  un 
courant  donne  lieu  à  un  champ  magnétique  et.  par  suite,  à 
un  flux  de  force  qui  traverse  la  surface  limitée  à  son  propre 
circuit.  On  conçoit  que  tout  changement  d'intensité  ou  de 
forme  modifiant  ce  flux  de  force  puisse  provoquer  un  effet 
analogue  à  celui  que  produirait  le  déplacement  d'un  aimant 
extérieur  donnant  lieu  à  la  même  variation. 

On  est  donc  conduit  à  caractériser  les  phénomènes  d'induc- 
tion de  la  manière  suivante  : 

Quand  on  modifie  d'une  manière  quelconque  le  flux  de  force 
magnétique  qui  traverse  un  circuit  fermé,  ce  circuit  devient  le 
siège  d'un  courant  temporaire  dont  la  durée  est  égale  à  celle  de 
la  variation  du  flux. 

Cet  énoncé  définit  les  conditions  dans  lesquelles  se  pro- 
duisent les  courants  induits;  il  reste  à  établir  les  lois  qui  en 
déterminent  le  sens  et  la  grandeur. 

368.  Loi  de  Leaz.  —  Le  sens  des  courants  induits  que  l'on 
obtient  par  le  déplacement  relatif  ou  la  déformation  des  sys- 
tèmes estdéPmi  par  une  loi  générale  que  Lenz  (')  a  énoncée, 
peu  de  temps  après  la  découverte  de  Faraday.  Ces  mouve- 
ments relatifs  sont  généralement  accompagnés  d'un  travail 
des  forces  électromagnétiques  ou  électrodynamiques,  soit  du 
système  primitif,  soit  des  courants  induits.  On  peut  formuler 
la  loi  de  Lenz  de  la  manière  suivante  : 

Tout  déplacement  relatif  d'an  circuit  fermé  et  d'un  système 
de  courants  ou  d'aimants  développe  an  courant  induit  dirigé  de 
façon  que  le  travail  des  actions  réciproques  tende  à  s'opposer 
au  mouuemenl. 

Cette  loi,  d'une  grande  utilité  pratique,  a  même  une  portée 
plus  générale,  car  elle  convient  également  à  d'autres  phéno- 

mbre  1833.   —  Payi/. 
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mènes  dont  nous  avons  vu  déjà  quelques  exemples  (74,  212), 
alors  même  que  l'électricité  ne  joue  aucun  rôle;  elle  représente 
une  sorte  de  résistance  que  les  propriétés  de  la  matière  oppo- 
sent à  tout  changement  d'état. 

369.  Théorème  de  Nenmaiin.  —  Pour  déterminer  l'intensité 
du  courant  induit,  Neumann  (')  admit,  comme  un  fait  expéri- 
mental, que  dans  le  déplacement  relatif  de  deux  systèmes  le 
courant  induit  pendant  an  temps  très  court  est  proportionnel 
à  la  vitesse  du  mouvement.  Ce  principe  permet  d'établir  une 
théorie  complète  des  courants  d'induction  qui  se  produisent 
dans  un  conducteur  linéaire  mobile  en  présence  d'un  système 
magnétique  quelconque. 

Neumann  en  déduit,  en  particulier,  ce  théorème,  que  nous 
retrouverons  plus  loin  sous  une  forme  plus  générale  : 

La  force  électromolrice  d'induction  est  égale  au  travail  qui 
serait  accompli  dans  l'unité  de  temps  par  le  système  magné- 
tique, si  t intensité  du  courant  dans  le  circuit  induit  était  égale 
à  r unité. 

370.  Principe  de  la  coiuerration  de  l'énergie.  —  L'existence 
des  phénomènes  d'induction  peut  être  considérée  comme  une 
conséquence  nécessaire  du  principe  de  la  conservation  de 
l'énergie,  combiné  avec  les  lois  d'Ohm  et  de  Joule  et  avec 
celles  des  actions  électromagnétiques.  Cette  proposition  im- 
portante a  été  mise  pour  la  première  fois  en  lumière  en  1847 
par  Von  Kelmholtz  (*)  dans  son  célèbre  mémoire  sur  la  Con- 
servation de  la  force.  Lord  Kelvin  (')  est  arrivé  de  son  côté 
et  d'une  manière  indépendante  aux  mêmes  conclusions. 

Lorsque  le  régime  permanent  est  établi  dans  un  circuit  de 
résistance  R,  qui  renferme  une  force  électromotrice  con- 
stante E,  l'intensité  I„  du  courant,  est  réglée  par  la  loi  d'Ohm 

(1)  E  =  RI., 

qui  donne,  en  multipliant  les  deux  membres  par  l^dt, 

(î)  E\Jt  =  K\ldt. 

Cette  équation  signifie  que,  pendant  le  temps  dt,  l'énergie 

P)  Nei-ha\x,  AbkiiBdl.  der  Bert.  Akad.  der  Wistenichaflen;  184Ï,  p,  1. 
(1)  Heluhoi.):,  Die  Erhaltang  dtr  Krnft,  p.  âO;  1847. 
(Sj  W.  Thomson,  Britîah  Am.  Rep.  ;  18i8,  pi.  [[,  p.  9. 
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f^l^di  fournie  par  la  force  électromolrice,  laquelle  est  em- 
pruntée aux  actions  chimiques  dans  le  cas  d'une  pile,  est 
égale  à  l'énergie  calorifique  Rlldt  dégagée  dans  le  circuit  en 
vertu  de  la  loi  de  Joule. 

Supposons  maintenant  que  le  courant  effectue  un  travail 
extérieur (fr ;  l'équation  (s)  est  alors  en  défaut,  puisque  l'éner- 
gie chimique  doit  fournir  en  même  temps  à  l'échaufTeinent  du 
circuit  et  au  travail  accompli  ;  le  courant  doit  donc  prendre 
une  autre  valeur  I. 

Il  est  ici  nécessaire  de  faire  deux  hypothèses  dont  l'exac- 
titude ne  semble  pas  pouvoir  être  contestée.  Si  la  pile  est  de 
nature  chimique,  il  paraît  évident  que  la  loi  de  Faraday  est 
encore  applicable,  c'est-à-dire  que  les  poids  des  corps  com- 
binés restent  proportionnels  au  courant  et  que  l'énergie  chi- 
mique est  Eldi,  car  les  réactions  produites  dans  la  pile  sont 
indépendantes  de  tout  ce  qui  se  passe  à  l'extérieur.  D'autre 
part,  aucune  raison  ne  permet  de  mettre  en  doute  que  la  cha- 
leur dégagée  dans  un  élément  du  circuit  soit  encore  repré- 
sentée parla  loi  de  Joule,  de  sorte  que  l'énergie  calorifique 
est  Rl^di.  L'excès  de  l'énergie  chimique  sur  l'énergie  calori- 
fique, ou  l'énergie  disponible,  représente  alors  le  travail  exté- 
rieur, ce  qui  donne 

1  (EI-RI»)<i/  =  rfT, 

(3) 


Si  l'on  pose  I  =  !.-(-(  ou  E  — RI  =  E  —  RI»  — Ri,  la  quan- 
tité *  représente  la  varialion  de  courant  corrélative  du  travail 
extérieur;  c'est  un  courant  mrfutV. 

En  remplaçant  E  par  sa  valeur  (i)  relative  au  régime  per- 
manent, il  en  résulte 

(4)  R'-tS  =  '. 

(5)  RI  =  E-f-e. 

Le  courant  I  est  ainsi  défini  par  la  môme  expression  que 
s'il  existait  h  chaque  instant  dans  le  circuit  une  force  électro- 

ÉUclr.  tt  M»gn.  —  i.  ^6 
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motrice  E  ■{■  e;  la  quantité  e  est  la  force  électromotrice  d'in- 
ductioD  corrélative  du  travail  extérieur  dJ. 

371.  Régime  unilorme.  —  Si  le  circuit  du  courant  se  trouve 
en  présence  d'un  système  magnétique  qui  se  déplace,  le  tra- 
vail du  courant  sur  le  système  est  le  produit  Irf?  de  l'intensité 
par  l'accroissement  rf?  du  flux  de  force  magnétique  émis  par 
le  système  dans  la  face  négative  du  courant. 

Le  milieu  extérieur  n'absorbe  aucune  partie  de  l'énergie  des 
courants  à  régime  invariable  ;  si  le  mouvement  du  système  est 
réglé  de  manière  que  la  nouvelle  intensité  I  reste  constante, 
ce  qui  est  toujours  possible,  on  aura  donc  rfT  =  Itiç;  dans  ce 
cas,  l'équation  (4)  devient 

(6,  «'■=-§  =  «■ 

La  condition  nécessaire  pour  que  le  courant  soit  uniforme, 
avec  la  valeur  I  donnée  par  l'équation  (5),  est  donc  que  le  flux 
de  force  ?  émis  par  le  système  magnétique  dans  le  circuit 
varie  proportionnellement  au  temps. 

L'équation  (6)  conduit  déjà  à  plusieurs  conséquences  : 

Th.  L  Le  courant  induil  i  tend  à  s'opposer  aa  mouvement 
du  système  magnétique;  c'est  la  loi  de  Lenz.  En  effet,  quand 
on  a  rfç>o  ou  dT>o,  ie  courant  induit  (  est  négatif,  c'est-à- 
dire  de  sens  contraire  au  courant  I  qui  produit  le  travail  \do; 
l'inverse  a  lieu  si  </?  <  o,  auquel  cas  le  mouvement  du  système 
magnétique  devrait  être  produit  par  des  forces  étrangères. 

Th.  n.  La  force  électromotrice  d'induction  e  est  égale  et 
de  signe  contraire  à  la  dérivée  par  rapport  au  temps  du  flux 
de  force  magnétique  qui  traverse  le  circuit. 

Th.  III.  Pour  l'unité  d'intensité,  le  travail  du  courant  sur  le 

système  magnétique  pendant  l'unité  de  temps  esl-^  —  —  e;  c'est 
le  tttéorème  de  JVeumann. 

Th.  IV.  La  quantité  d'électricité  induite  dans  le  circuit 
pendant  le  temps  dt  est  idi=dq.  Entre  deux  positions  i  et  a 
du  système  magnétique,  on  a  donc 


R  Cidc  =  n  fdq  =  ~  r, 

(7)  Rq:^<f,-f,. 
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La  quantité  q  d' éleclricilé  induite  est  le  produit  de  l'inverse 
de  la  résistance  du  circuit  par  la  dimination  du  flux  de  force 
du  système  magnétique  dans  le  circuit,  ou  par  l'accroissement 
du  ilux  de  force  dans  la  surface  positive. 

312.  Régime  variable.  —  Lorsque  le  système  magnétique 
n'existe  pas  ou  se  déplace  suivant  une  loi  différente,  le  cou- 
rant I  varie  avec  le  temps. 

On  doit  admettre,  en  outre,  que  l'établissement  et  les  varia- 
tions d'intensité  du  courant  exigent  un  travail  particulier,  qui 
réside  sans  doute  dans  le  milieu  sous  forme  d'énei^ie  en  ré- 
serve, ou  énergie  intrinsèque  du  courant,  et  qu'on  pourra 
utiliser  en  supprimant  la  force  électromotrice. 

Quelle  que  soit  d'ailleurs  la  nature  de  ce  travail,  il  est 
infiniment  petit  pour  une  variation  d\  du  courant  et  peut  être 
représenté  par  I/'(I)rfI;  le  travail  extérieur  est  alors 

dl^\[d^  +  f{\)d\\, 

et  l'équation  (4)  devient 

(8)  R.  =  -§-/(,)^  =  .. 

Uans  ce  cas,  la  force  électromotnce  d'induction  dépend 
elle-même  des  variations  du  courant.  On  a  encore,  entre 
deux  états  du  système, 

(9)  ^j'idl  =  Rq=„-„-  J'mdh 

Quel  que  soit  le  mode  de  variation  du  champ  magnétique 
extérieur,  si  les  intensités  Ii  et  la  du  courant  sont  les  mêmes 
aux  deux  limites,  la  dernière  intégrale  est  nulle.  C'est  ce  qui 
aura  lieu,  en  particulier,  lorsque  le  champ  est  produit  par 
un  système  magnétique  partant  du  repos  relatif,  pour  arriver 
ensuite  au  repos,  auquel  cas  les  valeurs  initiale  et  finale  du 
courant  sont  égales  à  I,. 

Avec  cette  restriction,  le  Tii.  IV  du  n°  précédent  peut  être 
considéré  comme  général. 

Remarquons  ici  que  la  force  électromotrice  d'induction  (6), 
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produite  par  le  mouvement  d'un  système  magnétique  dans 
des  conditions  convenables,  et  même  la  valeur  plus  gêné- 
raie  {8),  sont  indépendantes  de  l'existence  d'une  force  élec- 
Iromotrice  E  dans  le  circuit.  L'induction  doit  donc  se  produire 
également  lorsque  le  conducteur  est  primitivement  à  l'état 
neutre:  c'est  sous  cette  forme  que  les  courants  d'induction 
ont  été  découverts  par  Faraday. 

Il  est  vrai  que,  si  le  courant  était  réellement  nul,  l'action 
réciproque  de  l'aimant  et  du  circuit  serait  aussi  nulle,  et  les 
considérations  précédentes  ne  permettraient  pas  de  prévoir 
la  production  de  courants  induits.  Mais  ou  peut  dire  que 
cette  neutralité  parfaite  n'est  qu'un  état  d'équilibre  instable, 
impossible  k  réaliser  pratiquement,  et  qu'il  suffirait  d'une 
cause  infiniment  petite,  une  variation  de  température  en 
quelque  point  du  circuit,  dont  l'bomogénéîté  physique  n'est 
jamais  absolue,  ou  le  déplacement  d'un  corps  électrisé  exté- 
rieur, môme  à  une  très  grande  distance,  pour  faire  naître 
un  courant  si  faible  qu'il  fût,  auquel  cas  les  raisonnements 
peuvent  être  appliqués. 

Lorsque  le  circuit  reste  ouvert,  la  force  électromotrice 
d'induction  produit  des  différences  de  potentiel  le  long  des 
conducteurs  et  une  électrisation  qui  va  croissant  vers  les 
extrémités  libres. 

373.  Loi  générale  de  l'induction.  —  Les  raisonnements  qui 
précèdent  s'appliqueraient  de  la  môme  manière,  et  presque 
identiquement  dans  les  mêmes  termes,  aux  différentes  caté- 
gories de  courants  induits. 

On  le  voit  d'une  manière  évidente  pour  l'induction  électro- 
dynamique,  c'est-à-dire  celle  qui  serait  produite  par  le  dépla- 
cement d'un  système  de  courants  constants,  substitué  au 
système  magnétique,  puisqu'on  a  démontré  l'équivalence 
absolue  des  champs  magnétiques  produits  par  les  courants 
et  par  les  aimants. 

Dans  le  cas  des  courants  induits  par  variation  d'intensité 
d'un  aimant  ou  d'un  courant  voisin,  le  résultat  peut  être  con- 
sidéré comme  équivalent  à  celui  qu'on  obtiendrait  en  ame- 
nant de  l'infini  dans  la  position  actuelle,  pour  le  superposer 
au  premier,  un  aimant  ou  un  courant  identique  à  la  variati&a 
considérée. 
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Quant,  aux  extra-courants,  produits  par  les  déformations 
du  circuit  lui-mfime  ou  par  les  changements  d'intensité  du 
courant  principal,  l'expérience  montre  qu'ils  sont  liés  égale- 
ment, et  de  la  même  manière,  aux  variations  correspondantes 
du  flux  de  force  magnétique. 

On  peut  donc  considérer  comme  une  règle  générale  que 
toute  variation  du  flux  de  force- dans  un  circuit,  quelle  qu'en 
soit  l'origine,  correspond  h  une  variation  de  l'énergie  poten- 
tielle et  donne  lieu  b  la  même  force  électromotrice  d'induc- 
tion que  si  cette  variation  était  produite  par  le  déplacement 
d'un  système  magnétique  extérieur. 

Celle  conséquence  apparaît  surtout  comme  nécessaire,  si, 
abandonnant  l'idée  des  actions  à  distance,  on  considère  la 
transmission  des  forces  électriques  et  magnétiques  comme 
due  &  une  modification  des  propriétés  élastiques  du  milieu 
intermédiaire  ;  on  comprend  alors  que  la  seule  cause  prochaine 
des  courants  induits  dans  un  conducteur  puisse  être  l'état  du 
milieu  où  il  est  plongé,  quelle  que  soit  l'origine  des  forces  qui 
agissent  dans  ce  milieu. 

S'il  existe  des  aimants  dans  le  voisinage  du  circuit  ou  si 
le  milieu  lui-même  est  magnétique,  on  doit  remplacer  le  flux 
de  force  par  le  flux  d'induction  magnétique  correspondant, 
La  loi  générale  d'induction  peut  donc  se  formuler  de  la  ma- 
nière suivante  : 

La  force  électromotrice  d'mduclion  dans  un  circuit  est 
égale  et  de  signe  contraire  à  la  dérivée,  par  rapport  au  temps, 
da  flux  total  d'induction  magnétique  qui  le  Iraoerse. 

314.  Énergie  intrinsèque  d'un  courant.  —  Le  flux  de  force 
émis  par  un  courant  dans  son  propre  circuit  peut  être  repré- 
senté par  Li.  Le  facteur  L  est  une  constante,  et  représente  le 
flux  relatif  k  l'unité  de  courant,  lorsque  le  milieu  n'est  pas 
magnétique  ou  que  l'aimantation  est  en  chaque  point  propor- 
tionnelle au  champ;  c'est  le  coefficient  d'induction  propre 
ou  de  self-induction  du  circuit.  Ce  coefficient  dépend  de  la 
forme  du  contour,  de  la  section  du  conducteur  et  même  aussi 
de  la  manière  dont  le  courant  est  distribué  dans  la  section, 
mais  on  n'aura  d'abord  à  considérer  que  les  courants  homo- 
gènes, distribués  comme  les  courants  permanents. 

Quand  il  existe  des  milieux  magnétiques  dont  l'aimantation 
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n'est  pas  proportionnelle  aux  champs,  le  facteur  L  doit  fitre 
lui-même  considéré  comme  une  fonction  de  l'intensité. 

S'il  existe  un  système  magnétique  dans  le  voisinage,  le 
flux  total  d'induction  dans  le  circuit  est  <p  +  Z,  I  et  l'on  a 

(il)  {^  —  Y{\)dt  =  df+Ld\-\-\dL, 

ou,  en  multipliant  par  I  de  part  et  d'autre, 

{^\  —  KV>)dt  =  ld^-\-  di^^  +  ^^dL. 
L'intégration  entre  deux  états  i  et  a  du  système  donne 

jr'(Ei-RP)&=j|"iiç+[^]'+ijf"i-ii. 

Le  premier  membre  représente  l'énergie  totale  disponible 
du  courant  ;  le  premier  terme  du  second  menabre  est  le  travail 
électromagnétique.    Si  l'on    appelle  énergie   intrinsèque  du 

courant  l'expression — ,1e  terme  suivant  en  représente  la 

variation  entre  les  deux  courants  I,  et  U  ;  cette  énergie  est  le 
travail  que  coûterait  l'établissement  du  courant  1  dans  le 
circuit,  ou  le  travail  qu'il  peut  produire  quand  on  l'annule. 
Le  dernier  terme  a  une  signification  plus  complexe.  Si  le 
coefficient  L  ne  dépend  que  de  la  forme  du  circuit,  ce  terme 
est  le  travail  qui  correspondrait  à  une  déformation  du  con- 
tour ;  il  disparaît  alors  lorsque  le  contour  est  invariable. 

Enfin,  quand  il  n'existe  pas  d'aimants  ou  qu'ils  sont  immo- 
biles par  rapport  au  circuit,  on  a  toujours  dç  =  o;  l'énergie 
disponible  sert  uniquement  à  faire  varier  l'énergie  intrin- 
sèque du  circuit  et  l'équation  (lo)  se  réduit  à 

c'est  une  équation  différentielle  qui  intervient  dans  un  grand 
nombre  de  problèmes. 
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375.  laduction  électrodynamique.  —  Lorsque  le  flux  induc- 
teur? dans  un  circuit  C  provient  d'un  feuillet  magnétique  ou 
d'un  courant  I'  dans  un  autre  circuit  C,  il  est  proportionnel  à 
ce  courant  /'  par  un  facteur  Jf  qui  est  encore  une  constante, 
avec  les  mêmes  restrictions  que  précédemment,  et  que  nous 
avons  appelé  déjà  (327)  le  coefficient  d'induction  mutuelle  des 
deux  contours.  Le  flux  total  dans  le  premier  circuit  C  étant 
Jfl'H-LI,  i'équation  ( I o)  devient 

{V.-K\)di  =  d{MV-^L\). 

Si  le  circuit  C,  de  résistance  R',  renferme  aussi  une  force 
électromotrice  E',  le  flux  qui  le  traverse  est  M\  -H  UV  et  l'on 
a,  de  même, 

{E'  -'R'\')di=  d{M\-\~  L'V). 

Ces  équations,  ajoutées  membre  à  membre,  après  avoir 
multiplié  la  première  par  I  et  la  seconde  par  I',  donnent 

(i3}  {Eï-Rp-HE'r-R'r»)(/(=irf(ii/r-f-ii)  +  rrf(j/i+z,'r). 

Le  premier  membre  représente  l'énergie  disponible  dans 
les  deux  circuits.  Pour  le  second  membre,  on  a  d'abord, 
d'après  ce  qui  a  été  vu  précédemment, 

ld{L\)  +  \'d(V\')  =  d(^\  +  d{~^\-h^^dL-\-~  dV , 

et  les  termes  en  J/ peuvent  s'écrire 

\d{MV)-\-Vd{M\)  =  d{M\\']  +  \\'dM. 
Le  second  membre  de  l'équation  (i3)  est  donc 

d\—  ^  MW  +  ^^^^-¥--  dL-^W  dM  -k~  —  dL' . 

La  2     J         2  2 

L'ensemble  des  trois  premiers  termes  représente  la  varia- 
lion  de  l'énergie  intrinsèque  du  système  des  deux  courants. 
Cette  énergie  comprend  l'énergie  intrinsèque  propre  à  chacun 
des  circuits  supposé  soustrait  à  toute  action  étrangère  et  une 
énergie  Ml  V  due  à  leur  situation  relative. 
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Les  termes  suivaats  correspondent  au  travail  de  déforma- 
tion de  chacun  des  circuits  ou  de  leur  déplacement  relatif. 
Remarquons  enfin  que  l'on  peut  écrire 

LP       ,,,„      LT»     ,Ll  +  Ml'      ..L'I-hMl 
1- J/IlH =  1 hl  — ^■ 


Chacun  des  termes  du  second  membre  est  la  moitié  du 
produit  du  courant  par  le  flux  de  force  qui  traverse  le  cir- 
cuit correspondant  ;  il  représente  le  travail  qu'il  faudrait 
dépenser  pour  amener  !e  champ,  dans  le  circuit  considéré, 
de  zéro  h  sa  valeur  actuelle  et,  par  suite,  le  travail  qu'il  serait 
capable  de  produire  si  on  annulait  en  môme  temps  les  deux 
courants.  Cette  règle  est  générale  pour  un  ensemble  quel- 
conque de  courants. 

La  portion  de  l'énergie  considérée  ici  se  trouve  sous  une 
forme  qu'il  n'est  pas  possible  de  préciser  actuellement.  On 
ne  peut  dire,  par  exemple,  si  elle  existe  à  l'état  d'énergie 
potentielle  ordinaire,  comme  serait  la  tension  d'un  corps 
élastique,  ou  d'une  énergie  actuelle,  consistant  dans  le  mou- 
vement d'un  fluide  particulier  ou  les  vibrations  d'un  corps, 
ou  bien  encore  sous  les  deux  Formes  à  la  fois  ;  ni  si  elle  est 
localisée  dans  le  circuit  traversé  par  le  courant  ou,  suivant 
les  vues  plus  probables  de  Faraday  et  de  Maxwell,  répandue 
dans  le  milieu  tout  entier. 

Supposons  que  les  deux  circuits  aient  une  forme  invariable 
et  qu'on  les  déplace  de  telle  manière  que  les  deux  intensités 
I  et  I'  gardent  des  valeurs  constantes,  différentes  naturelle- 
ment des  valeurs  initiales  ou  Anales;  le  coeHlcient  M  étant 
alors  seul  variable,  l'équation  (i3)  se  réduit  à 

{El  -RI' -hE'V ^n'V''}dt  =  2U' dM. 

Dans  ce  cas,  l'énergie  disponible  des  deux  courants  est 
double  du  travail  des  forces  électrodynamiques  :  une  moitié 
de  cette  énergie  est  employée  à  produire  le  travail  extérieur, 
l'autre  à  accroître  l'énergie  intrinsèque  J/II' correspondant  à 
la  position  relative  des  deux  courants. 

Cette  remarque  doit  être  rapprochée  de  la  proposition  ana- 
logue relative  au  déplacement  des  conducteurs  h  potentiel 
constant  (70). 
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376.  Forces  électromotriceB  élémentaires.  —  Quand  un 
circuit  se  déplace  ou  se  déforme  dans  le  champ  produit  par 
un  système  extérieur,  la  variation  totale  du  flux  de  force  ? 
n'est  autre  chose  que  l'ensemble  des  flux  de  force  coupés  par 
les  éléments  du  contour.  On  doit  donc  considérer  la  force  élec- 
tromotrice totale  d'induction  due  à  ces  déplacements  comme 
la  somme  d'une  série  de  forces  électro-motrices  élémentaires 
provoquées  dans  chacun  des  éléments  du  contour. 

Pour  un  élément  ds  qui  fait  l'angle  a  avec  la  direction  du 
champ  F,  l'action  électrodynamique  serait  dirigée  suivant  la 
normale  au  plan  ¥ds,  vers  la  gauche  du  courant.  Si  dx  est  la 
projection  du  déplacement  sur  cette  normale,  comptée  vers 
la  droite,  la  diminution  correspondante  du  flux  de  force  dans 
le  circuit  est  Frfs  sinct.<^.  La  force  électromolrice  de  relative 
à  l'élément  ds  est  donc 

(i4)  (ie  =  -r  (Frfs  8ina.£/j^)=Frfssina;-^- 

Cette  force  électromotrice  est  un  accroissement  du  poten- 
tiel électrique  V  dans  l'étendue  de  l'élément  considéré.  Comme 
le  champ  varie  lui-même  avec  le  temps,  cet  accroissement  de 
potentiel  par  unité  de  longueur  devra  s'écrire 


Si  le  conducteur  induit  reste  immobile  et  que  le  champ  soit 
produit  par  un  ensemble  d'autres  courants  I',  le  flux  de  force 
relatif  aux  circuits  extérieurs  est  (328) 
pl'ds'coss 


^/- 


La  force  électromotrice  produite  sur  l'élément  da  et  l'ac- 
croissement de  potentiel  correspondant  sont  alors. 


,  _,  j       ^V  .        ,   (*  „  rVds'c* 

(i.->)  de~-r-ds^ds-r-^  I   

^      '  Os  ot     J  r 
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CAS    PARTICULIERS    D'INDUCTION 

PHÉNOMÈNES    DIVERS 


317.  La  résistance  électromagnétiqne  est  une  vitesse.  —  On 
a  vu  déjà  (329)  que  la  nature  de  la  force  électromotrice  et  de 
t'inleosité  d'un  courant,  évaluées  en  unités  électromagnéti- 
ques, donne  pour  la  résistance  une  vitesse  physique.  Les 
phénomènes  d'induction  permettent  de  concevoir  des  expé- 
riences dans  lesquelles  la  résistance  serait  mesurée  par  la 
vitesse  d'un  système  en  mouvement  uniforme. 

Considérons  le  cas  (fig.  gS)  d'une  barre  CC  sur  deux  rails 
parallèles  AA',  BB',  à  la  distance  b,  situés  dans  un  plan  ver- 
tical perpendiculaire  au  méridien  magnétique,  et  dont  les 
extrémités  A  et  B  sont  réunies  par  un  conducteur  métallique. 
Supposons  que  la  composante  horizontale  H  du  champ  ter- 
restre soit  dirigée  d'arrière  en  avant  et  qu'on  donne  au  pont 
ce,  parallèlement  à  lui-même,  un  déplacement  dx  vers  la 
droite.  Il  en  résulte  un  courant,  d'induction  qui  tend  à  s'op- 
poser au  mouvement  et  parcourt  le  pont  de  C  en  C. 

Le  flux  de  force  coupé  étant  égal  à  Hèiir,  la  quantité  dq 
d'électricité  induite  est,  en  appelant  R  la  résistance  totale  du 
circuit, 

R<Zy-Hirfx, 
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Le  rapport  -3-  est  rinlensité  1  du  courant  induit  et  --j-  repré- 
sente la  vitesse  «  de  transport  du  pont  ;  on  a  donc 
RI=HAu. 

Si  la  résistance  des  rails  est  négligeable  devant  celle  du 
conducteur  extérieur  et  que  le  mouvement  du  pont  soit  uni- 
forme, les  facteurs  R  et  »  sont  des  constantes  et  l'intensité  I  du 
courant  est  elle-même  invariable. 

Supposons  maintenant  que  le  circuit  renferme  une  boussole 
des  tangentes  (363),  dans  laquelle  le  courant  I  produise  une 
déviation  S  ;  on  aura 

„      H,  L* 

I  «''tango 

Le  premier  facteur  de  la  dernière  expression  est  un  nombre 
abstrait,  puisque  les  quantités  L,  i  et  a  sont  des  longueurs; 
la  résistance  R  est  donc  un  multiple  de  la  vitesse  u. 

Si  l'on  fait  L£=:â^  et  que  la  vitesse  u  soit  assez  grande 
pour  que  l'action  du  courant  soit  égale  à  celle  du  champ 
terrestre,  c'est-à-dire  que  la  déviation  de  l'aiguille  dans  la 
boussole  soit  de  4^°,  il  reste  simplement  R  =  u. 

Ainsi,  la  résistance  du  circuit  considéré  est  égale  à  la 
vitesse  avec  laquelle  il  faudrait  déplacer  le  pont  d'un  mouve- 
ment uniforme,  dans  les  conditions  indiquées,  pour  que  l'ac- 
tion du  courant  induit  sur  une  boussole  de  dimensions  conve- 
nables produise  une  déviation  de  4^"- 

L'expérience  suivante,  indiquée  par  Faraday,  peut  être 
considérée  comme  une  application  du  même  problème. 

Supposons  que  deux  électrodes  A  et  B  soient  plongées  dans 
l'eau,  aux  bords  opposés  d'une  rivière,  d'un  canal  ou  d'un 
courant  marin,  et  reliées  entre  elles  par  un  conducteur  mé- 
tallique. Si  u  est  la  vitesse  du  courant  et  b  la  distance  des 
électrodes,  il  s'établira  entre  elles,  sous  l'influence  de  la 
composante  verticale  Z  du  magnétisme  terrestre,  une  force 
électromotrice  égale  à  "Lbu,  qui  donnerait  dans  un  circuit  de 
résistance  R  un  courant  I  tel  que  RI  =  Zâu. 

Cette  expérience  n'est  pas  irréalisable  ;  mais,  à  moins  de 
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pouvoir  opérer  avec  des  valeurs  très  grandes  de  «  et  de  b,  la 
polarisation  des  électrodes  rendrait,  sans  doute,  très  difficile 
robservatîoD  du  courant  induit. 

378.  Circuit  fermé  dans  un  champ  anifonaQ.  —  Considérons 
un  circuit  fermé  de  surface  S.  Supposons  qu'il  soit  placé  dans 
un  champ  uniforme  d'intensité  F,  le  champ  terrestre  par 
exemple,  et  perpendiculaire  à  ta  direction  du  champ.  Si  on 
fait  tourner  le  cadre  d'un  angle  a  autour  d'une  perpendicu- 
laire au  champ,  la  variation  du  flux  de  force  magnétique  est 
égale  à  FS(i  — cosa),  et  la  quantité  q  d'électricité  mise  en 
mouvement  dans  un  circuit  de  résistance  R,  est 

Rç=FS(i  — cosa). 

Un  retournement  face  pour  face  donnerait 

Rç=2FS. 

La  quantité  d'électricité  q  peut  être  déterminée  en  valeur 
absolue  (365)  par  l'emploi  d'un  galvanomètre  balistique;  c'est 
une  méthode  fréquemment  utilisée  pour  la  comparaison  des 
résistances  ou  des  champs  magnétiques. 

On  a  vu,  par  exemple  (324),  que  la  tangente  de  l'inclinaison 
magnétique  I  est  égale  au  rapport  des  travaux  qui  correspon- 
dent, pour  une  même  intensité  de  courant,  au  retournement, 
face  pour  face,  d'un  cadre  d'abord  horizontal,  puis  vertical 
et  perpendiculaire  au  méridien.  Ce  rapport  est  celui  des 
forces  électromotrices  d'induction  ou  des  quantités  corres- 
pondantes d'électricité  induite.  En  appelant  q  et  q'  les  dé- 
charges relatives  à  ces  opérations,  a  et  a.'  les  angles  d'impul- 
sion, corrigés  de  l'amortissement,  qu'elles  produiseat  dans  un 
même  galvanomètre  balistique,  on  a 

'-s'  =  l  =  |^  =  ?- 

319.  Disque  de  Faraday.  —  Un  disque  de  métal,  mobile 
autour  de  son  axe,  lequel  est  parallèle  à  la  direction  d'un 
champ  uniforme  F,  fait  partie  d'un  circuit  formé  par  un  con- 
ducteur qui  communique,  d'une  part  à  t'axe  de  rotation,  et 
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d'autre  part  à  uae  lame  de  ressort  qui  appuie  sur  uq  point  de 
la  circonférence.  Lorsqu'on  imprime  au  disque  un  mouve- 
ment de  rotation  uniforme,  il  se  produit  également  dans  le 
circuit  un  courant  uniforme.  C'est  l'opération  inverse  de  la 
roue  de  Barlow  (347).  Si,  le  plan  du  disque  étant  verlicai,  ie 
champ  F  te  traverse  d'avant  en  arrière  et  que  le  sens  de  la 
rotation  soit  celui  des  aiguilles  d'une  montre,  le  courant 
induit  parcourt  le  disque  du  centre  à  la  circonférence. 

La  force  électromotrice  a  pour  expression,  en  désignant 
par  a  le  rayon  du  disque  et  u  la  vitesse  angulaire, 


On  obtiendrait  un  résultat  analogue  en  plaçant'  le  disque 
entre  les  pôles  d'un  aimant  en  fer  k  cheval  ou  entre  les  arma- 
tures de  deux  électro-aimants.  Sous  cette  dernière  forme, 
M.  Le  Roux  a  obtenu  des  courants  assez  intenses  pour  pro- 
duire de  vives  étincelles  entre  le  disque  et  le  ressort. 

Les  courants  induits  apparaissent  d'ailleurs  dans  toutes 
les  expériences,  en  particulier  celles  qui  ont  été  examinées 
au  chapitre  lU,  oi!i  le  mouvement  d'un  circuit  conducteur  est 
provoqué  par  des  actions  électromagnétiques  ou  électrody- 
namiques; ces  courants  doivent  intervenir  dans  le  calcul  des 
forces  mécaniques  qui  provoquent  les  déplacements. 

380.  Gourants  telluriques-  —  Considérons,  par  exemple, 
une  sphère  aimantée  uniformément.  Supposons  qu'un  arc 
conducteur,  s'appuyant  par  l'une  de  ses  extrémités  sur  ie 
pôle  magnétique  et  par  l'autre  sur  l'équateur,  tourne  autour 
de  l'axe  d'un  mouvement  uniforme  ;  cet  arc  coupera  le  môme 
flux  de  force  que  s'il  était  appliqué  sur  la  surface  le  long 
d'un  méridien.  Un  élément  de  méridien  ds,  dont  la  vitesse 
linéaire  est  v,  coupe  dans  chaque  unité  de  temps  un  flux  de 
force  égal  à  Zvds,  Z  étant  la  composante  normale  du  champ 
magnétique  &  la  latitude  >.  de  l'élément. 

Soit  a  le  rayon  de  la  sphère,  u  la  vitesse  angulaire  de 
rotation  de  l'arc  et  P  la  valeur  du  champ  au  pôle  ;  on  a 

c  =  (>)acosX,       Z=PEinX,       da^ad\. 
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Le  flux  de  force  coupé  dans  chaque  unité  de  temps  par 
l'arc  entier,  ou  la  force  électromotrice  d'induction  e,  est 


«=poio*  r* 


Si  l'arc  est  isolé,  cette  valeur  de  e  représente  la  différence 
de  potentiel  qui  s'établit  entre  ses  deux  extrémités.  Si  les 
extrémités  de  l'arc  étaient  reliées  à  deux  corps  de  même  capa- 
cité C,  ces  corps  prendraient,  au  bout  d'un  temps  plus  ou 
moins  long,  des  charges  statiques  égales  et  de  signes  con- 
traires, chacune  d'elles  étant  la  moitié  de  Ce. 

Enfin,  si  l'arc  était  fermé  par  un  conducteur  immobile,  tel 
que  l'axe  même  de  la  sphère,  le  circuit  serait  parcouru  par  un 
courant  continu  et  uniforme  de  l'équateur  au  pôle,  ou  inver- 
sement, suivant  le  sens  de  la  rotation. 

Comme  la  terre  peut  être  assimilée  à  une  sphère  aimantée 
uniformément,  on  voit  qu'un  arc  extérieur,  qui  ne  parlicipe- 
rail  pas  aa  moaoement  de  rotation,  devrait  être  parcouru  par 
un  courant  d'induction  dirigé  de  l'équateur  vers  le  pôle 
dans  l'hémisphère  positif  et  du  pôle  à  l'équateur  dans  l'hé- 
misphère négatif,  c'est-à-dire  finalement  du  pôle  nord  ma- 
gnétique de  la  Terre  au  pôle  sud,  puisque  le  sens  et  la  gran- 
deur des  courants  induits  ne  dépendent  que  du  mouvement 
relatif  de  l'arc  et  du  système  magnétique.  Il  est  probable  que 
cette  induction  intervient  dans  le  magnétisme  terrestre  (330) 
et  joue  un  rôle  important  dans  certains  phénomènes  natu- 
rels, tels  que  les  aurores  polaires,  qui  semblent  être  des  dé- 
charges traversant  les  régions  supérieures  de  l'atmosphère,  et 
les  courants  accidentels  observés  sur  les  lignes  télégraphia 
ques  en  dehors  de  l'action  locale  des  orages. 

381.  État  variable  des  courants.  —  Le  travail  nécessaire 
pour  étabhr  un  courant  dans  un  circuit  correspond  à  une 
énergie  intrinsèque  qui  est  restituée  au  moment  où  les  forces 
électromotrices  disparaissent.  Dans  tous  les  cas,  les  effets 
de  self-induction  qui  en  sont  la  conséquence  déterminent  la 
loi  de  l'intensité  pendant  la  période  variable,  soit  au  moment 
de  la  fermeture,  soit  au  moment  de  la  rupture  du  circuit. 
Considérons  un  circuit  unique  de  résistance  R,  dont  le  coef- 
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ficieat  de  self-inductioa  est  L  et  qui  renferme  une  force  élec- 
tromotrice E;  on  a,  en  général, 

(.)  '^=^-- 

Si  les  valeurs  de  E  et  de  L  restent  constantes  et  que  la  résis- 
tance passe  en  un  temps  très  court  de  Ro  à  R,  les  intensités 
lo  et  I|  du  courant  permanent,  aux  deux  limites,  sont 

E  =  RJ„  =  RI,. 

La  quantité  totale  ^  d'électricité  induite  dans  celte  trans- 
formation  est 

W  Rj  =  -(I,-I.)L  =  (I.-I,)Z,. 

Pendant  la  période  variable,  comptée  à  partir  du  change- 
ment de  résistance,  on  a 

L<iI  =  {E-RI)A       ^iL^_^rf,, 

(3)  I  =  l,-f-(I„-I.)e-|'. 

Le  courant  ne  devrait  acquérir  la  valeur  déflnitive  li  qu'au 
boutd'un  temps  infini,  mais  le  rapport  y  est  en  général  extrê- 
mement grand  et  la  période  variable  très  courte. 

Si  les  variations  d'intensité  sont  insensibles  au  bout  du 
temps  6,  on  a 

(4)  ■ 

[  R  ^'prfï=RIÎ6-^^(Io-I,)(I„-i-3I,). 

La  première  de  ces  expressions  représente  le  flux  d'électri- 
cité pendant  le  temps  6  et  la  seconde  l'énergie  calorifique 
correspondante  dégagée  dans  le  circuit. 

On  peut  remarquer  que  les  valeurs  de  ces  deux  intégrales 
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sont  les  mêmes  que  si  l'on  avait  eu  d'abord  dans  le  circuit 
un  courant  uniforme  d'intensité  --  -  ■■■'  pendant  le  temps  -jt-j 
auquel  aurait  succédé  un  courant  d'intensité  normale  Ii  pen- 
dant le  reste  du  temps  0 — j-"- 

Si  la  valeur  primitive  lo  est  nulle,  ou  Ro  infini,  ce  qui  cor- 
respond à  l'établissement  du  courant  par  la  fermeture  du  cir- 
cuit de  résistance  R,  on  a 

(n  ,\       F      F       H  ■ 

Le  dernier  terme  représente  l'intensité  de  l'extra-courant  à 
l'époque  (.  Cet  extra-courant  s'affaiblit  d'une  manière  très 
rapide.  Pour  qu'il  soit  réduit  au  n'  de  l'intensité  finale  I,,  il 
faut  qu'on  ait 

_5,      I  L^ 


La  quantité  totale  d'électricité  q  qui  correspond  à  l'extra- 
courant,  c'est-à-dire 

,„.  Li,  LE 

(6)  ^  =  --R=~W' 

est  la  même  que  si  le  courant  avait  eu  l'intensité  —  I,,  égale 

et  contraire  à  la  valeur  normale,  pendant  le  temps  p- 

382.  Extra-courant  de  rupture.  —  Supposons  que,  le  régime 
permanent  étant  établi  dans  un  circuit  de  résistance  R,  on 
y  ajoute  subitement  une  résistance  nouvelle  r;  on  aura,  aux 
deux  limites, 

E  =  RIo=^(R4-r)i,. 

Si  le  coefficient  de  self-inducUon  n'a  pas  été  modifié  par 
ce  changement  de  résistance,  l'intensité  sera  donnée  à  chaque 
instant  par  l'équation 


b)        '=M' 
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La  quantité  totale  d'électricilé  <j,  qui  correspond  à  l'extra- 
courant,  est  alors 

(8)  (R  +  r),  =  Z,(I.-I,)  = 

Ce  cas  présente  une  certaine  analogie  avec  celui  où  l'on 
rompt  le  circuit  dans  l'air,  la  résistance  r  correspondant  à  la 
couche  de  gaz  traversée  par  l'étincelle  de  rupture;  en  réalité, 
la  résistance  de  l'étincelle  est  loin  de  rester  constante  pendant 
la  durée  du  phénomène. 

Supposons  qu'au  lieu  de  rompre  le  circuit,  on  supprime  la 
force  électro motrice,  en  remplaçant  la  pile  par  un  conducteur 
de  même  résistance.  La  valeur  finale  I|  étant  nulle,  l'équa- 
tion (3)  se  réduit  à 

(9)  I  =  I.c    ï:'  =  jjC    i-   ■ 

L'extra-courant  de  rupture  est  alors  égal  et  de  signe  con- 
traire à  l'extra-courant  de  fermeture  (381),  et  les  quantités 
d'électricité  mises  en  mouvement  sont  les  mêmes. 

383.  Cas  de  deux  circuits.  —  Considérons  deux  circuits  voi- 
sins C  et  C  dont  la  position  relative  et  la  forme  restent  inva- 
riables, auquel  cas  les  coefficients  d'induction  propre  et  mu- 
tuelle sont  des  constantes,  les  forces  électromotrices  E  et  E' 
étant  elles-mêmes  constantes. 

Les  équations  différentielles  simultanées  (315)  des  deux 
courants  deviennent  alors 

elle  admettent  encore  des  solutions  de  la  forme 
(   RI  — E  =  AeP'-l-BeP'', 


(") 


R'I'  — E'=A'eP'-i-B'eP'f, 


dans  lesquelles  les  coefficients  A,  B,  A',  B'  sont  des  con- 

ÉUetr.  et  «ayn.  -  i.  Sy 
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stantes  qui  seront  détermiaées  par  les  conditioas  relatives 
aux  limites  du  phénomène. 

En  exprimant  que  ces  valeurs  des  intensités  satisfont  aux 
équations  diiîérentielles  (io),quel  que  soit  le  temps,  on  trouve 
que  les  facteurs  p  et  p  '  des  exposants  sont  les  racines  de  l'équa- 
tion du  second  degré 


RR' 

'  LL'" 


Ces  racines  sont  toujours  réelles;  en  outre,  elles  doivent 
être  négatives  attendu  que  l'inteoBité  ne  peut  croître  indéfini- 
ment avec  le  temps,  quelles  que  soient  les  conditions  de  l'expé- 
rience. Il  faut  donc  qu'on  ait  LL'^Sf^;  cette  inégalité  est 
d'ailleurs  uhe  conséquence  de  la  valeur  analytique  des  coef- 
ficients; on  ne  pourrait  avoir  LL'  =  Af^  que  si  les  deux  cir- 
cuits étaient  en  coïncidence  rigoureuse. 

II  en  résulte  que,  si  le  coenicient  de  self-induction  L  d'un 
circuit  est  très  petit,  son  coefficient  M  d'induction  mutuelle 
avec  un  autre  circuit  quelconque  est  aussi  très  petit. 

Supposons  que  E'=ro,  c'est-à-dire  que  le  second  circuit  ne 
renferme  pas  de  force  électro motrice. 

Les  quantités  d'électricité  q  et  g'  qui  traversent  les  deux 
circuits  pendant  un  temps  f  s'obtiendront  directement  par  les 
équations  différentielles  (lo). 

En  désignant  par  U  et  lô  les  intensités  des  deux  courants  à 
l'origine  du  temps  considéré,  I  et  l' les  valeurs  finales,  l'inté- 
gration donne 

Rq  =  Ei-hL{U-l)-i-M{\;,-V), 

R'9'==jf{i,-i)+L'(i;-r). 

Au  bout  d'un  temps  assez  grand  après  la  fermeture  du  cir- 
cuit primaire  C,  on  a 

U^o,      i;=30, 

.  =  |.    r=o; 
r,=e(,-^).    w,=-mI 
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Si,  au  contraire,  on  ouvre  le  circuit  primaire  C  après  que 
le  régime  permanent  s'est  établi,  les  valeurs  limites  sont 

I=o,        l'^o. 

Les  quantités  d'électricité  induite  dans  les  deux  circuits  ont 
les  marnes  valeurs  que  précédemment,  mais  de  signes  con- 
traires, ce  qui  était  évident,  puisque  la  variation  du  flux  de 
force  a  été  la  môme  dans  les  deux  cas. 

II  est  à  remarquer  que  la  quantité  totale  d'électricité  qui 
correspond  h  l'extra-courant  du  circuit  primaire  C  est  indé- 
pendante du  circuit  secondaire  C  et  que  l'induction  totale 
sur  ce  dernier  ne  dépend  que  de  sa  résistance  R',  du  coefficient 
d'induction  mutuelle  des  deux  circuits,  et  de  l'inteosité  I  du 
courant  primaire  permanent.  La  considération  directe  des  flux 
de  force  permettait  de  prévoir  ces  résultats. 

Pour  connaître  l'inlenaité  des  courants  à  chaque  instant,  il 
faut  compléter  la  solution  du  problème  par  la  détermination 
des  constantes. 

384.  Courants  de  mptnre  et  de  fermeture.  —  Considérons 
d'abord  le  cas  où,  le  courant  étant  établi  dans  le  circuit  pri- 
maire C,  on  rompt  brusquement  ce  circuit.  Le  courant  1  est 
annulé  et  il  ne  reste  dans  ce  circuit  que  les  charges  correspon- 
dant à  la  capacité  du  ftl  ouvert.  La  seconde  des  équations  (lo) 
donne  alors 

dV  ,  •»', 

^"•"^      ~°'       I  =I>~E'  ' 

et  la  décharge  totale  est 

Comme  on  a,  d'autre  part,  R'y'  =  A/L,  il  en  résulte 

La  valeur  initiale  I^  du  courant  induit  est  une  fraction  du 
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courant  inducteur  Ig  représentée  par  le  rapport  des  coeffi- 
cients ^  et  L'. 

II  faut  remarquer  toutefois,  qu'on  a  supposé  la  rupture  du 
courant  primaire  instantanée,  sans  qu'il  ait  pu  se  prolonger 
par  une  résistance  variable,  comme  dans  le  cas  oii  il  se  pro- 
duit une  étincelle. 

L'énergie  calorifique  dépensée  dans  le  circuit  secondaire 
est  alors 


Au  moment  où  l'on  ferme  le  circuit  inducteur,  les  deux  cou- 
rants réagissent  l'un  sur  l'autre  et  il  faut  tenir  compte  des 
équations  simultanées  (lo)  et(ii). 

On  déterminera  les  constantes  par  la  condition  que,  pour 
r=o,on  ait  I  =  o  et  l'=^n,  ce  qui  donne 

^(A'p-hBV)  +  ^(Ap-hBp')  =  E, 

^:< 

A'+B'  =  o; 

E  J/R' 


B'  =  -A 


-p'   LL-M' 


La  dérivée  initiale  du  courant  secondaire  est 


L'intensité  part  de  zéro,  passe  par  un  maximum  et  décroît 
ensuite  jusqu'à  zéro. 


DiailizodbyGOOgle 


CAS   fABTICULlERS   D  INDUCTION.  561 

On  a  aussi,  pour  le  courant  primaire, 

{£\   -F  ^'         • 

ce  courant  croit  toujours  vers  sa  valeur  permanente  =■ 

Si  les  circuits  C  et  C  ont  les  mêmes  dimensions  et  la 
môme  forme,  on  fera  R'=R  et  L'  =  L. 

Enfin,  si  on  suppose  les  circuits  parallèles  et  assez  rappro- 
chés pour  que  les  coeHicients  L  ei  M  ne  diffèrent  pas  d'une 
manière  appréciable,  les  équations  (lo)  donnent 

R(i-r)=E. 

Dans  ce  cas,  la  différence  des  courants  direct  et  induit  est 
toujours  égale  au  courant  qui  correspond  au  régime  perma- 
nent. Comme  on  a 


R 

385.  Courants  dérivés  dans  le  régime  variable.  —  La  loi  qui 
lie  dans  un  polygone  fermé  les  intensités  des  courants  aux 
forces  électromotrices  (155)  est  encore  applicable  au  régime 
variable,  si  l'on  ajoute  aux  forces  électromotrices  ordinaires 
celles  qui  proviennent  des  effets  d'induction. 

Nous  examinerons  seulement  le  cas  simple  où  te  courant  se 
bifurque  entre  deux  points,  par  deux  conducteurs  de  résis- 
tances ;-  et  /-'  qui  ne  renferment  pas  de  forces  électromotrices, 
dont  les  coefficients  d'induction  propre  et  mutuelle  sont  res- 
pectivement L,  L'  et  M,  Pour  fixer  les  idées,  nous  suppose- 
rons que  ces  conducteurs  sont  enroulés  en  bobine.  Désignant 
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par  I  et  i"  les  courants  dans  les  deux  branches,  la  force  élec- 
tromotrice sur  chacun  des  fils  est 

Si  les  coefïicients  d'induction  sont  constants,  on  a 

(.4)  ri  +  (t-JOa  =  .-V  +  (t'-jtf)g'. 

Supposons  d'abord  que  le  coefficient  L'  soit  très  petit,  ce 
qui  correspondrait  au  cas  où  le  second  fil  a  été  déroulé;  il 
en  résulte  que  le  coefficient  d'induction  mutuelle  Jtf  est  aussi 
très  petit  et  l'équation  différentielle  se  réduit  à 

Tant  que  le  courant  général  jh-  i'  est  croissant^  le  rapport 
de  l'intensité  i"  dans  la  branche  rectiligne  à  l'intensité  i  du 
courant  voisin  est  plus  grand  que  pour  l'état  permanent.  La 
branche  enroulée  en  bobine  se  comporte  donc  comme  si  elle 
avait  une  résistance  apparente  supérieure  à  sa  résistance 
réelle  ;  l'inverse  a  lieu  quand  l'intensité  est  décroissante. 
Cet  effet  croît  avec  la  valeur  du  coefficient  L  et  avec  la  rapi- 
dité des  variations. 

Il  en  est  de  même  dans  le  cas  général  :  chaque  conducteur 
se  comporte  pour  un  courant  croissant  comme  si  sa  résis- 
tance était  augmentée  par  l'induction  propre. 

Soient  f  et  q'  les  quantités  d'électricité  qui  parcourent  les 
deux  conducteurs  pendant  le  même  intervalle  de  temps  t  ;  l'in- 
tégration de  l'équation  (i4)  donne 

rq  —  r'q  +  \Li  —  L'i'-i-M{i'  —  i)][  =  o. 

Dans  le  cas  d'une  décharge,  les  intensités  initiale  et  finale 
sont  nulles  ;  le  terme  compris  entre  parenthèses  est  nul,  el 
l'équation  se  réduit  à 

{'*>)  rq-rq'=o. 
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La  décharge  totale  se  partage  donc  entre  les  deux  branches 
suivant  la  loi  ordinaire,  c'est-à-dire  en  raison  inverse  des 
résistances,  bien  qu'à  chaque  instant  le  partage  se  fasse  d'une 
manière  différente  ;  il  y  a  flnalement  compensation. 

Cette  conclusion  n'est  exacte  que  si  les  deux  circuits  n'ont 
produit  extérieurement  aucun  travail,  en  particulier  si,  pen- 
dant la  durée  de  la  décharge,  aucun  aimant  n'a  été  déplacé 
dans  le  voisinage  de  l'un  deux.  Aussi  est-il  difficile,  pour  la 
mesure  des  décharges,  d'employer  un  galvanomètre  balis- 
tique placé  en  dérivation  sur  le  circuit  principal. 

386.  Expérience  de  Faraday.  —  Considérons  encore  l'expé- 
rience par  laquelle  Faraday  a  démontré  l'existence  de  l'extra- 
courant  direct  qui  se  produit  au  moment  de  la  rupture  d'un 
circuit.  Le  circuit  d'une  pile  constante  E  renferme  deux  fils 
en  dérivation  comme  ceux  que  nous  venons  de  considérer  ; 
l'un  des  fils,  de  résistance  r'  est  rectiligne,  l'autre,  de  résis- 
tance r  forme  une  bobine  d'un  grand  nombre  de  spires  dont 
le  coefficient  d'induction  propre  est  L. 

Appelant  H  la  résistance  du  circuit  en  dehors  du  pont  et  I 
le  courant  principal,  on  a,  après  la  fermeture  du  circuit, 
les  équations 

S   E^Rl-hr'i', 

t    ,di  _      .       .., 
,Lj^  +  rz  =  ri. 


(•7) 

Si  l'on  pose 


P* 


et  que  l'on  compte  le  temps  à  partir  de  l'époque  où  le  circuit 
est  fermé,  auquel  cas  les  courants  sont  d'abord  nuls,  on  en 
déduit,  pour  le  courant  qui  parcourt  la  bobine  à  l'époque  /, 


et,  pour  celui  qui  traverse  le  fil  rectiligne, 
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Si,  une  fois  le  régime  établi,  on  rompt  le  circuit  principal, 
sans  que  l'étincelle  de  rupture  ail  une  durée  sensible,  les 
équations  (17)  donnent,  en  faisant  R  =  ao, 


L'intégrale  de  cette  équation  détermine  le  courant  induit 
qui  parcourt  le  circuit  formé  par  l'ensemble  des  deux  bran- 
ches. Le  courant  i  étant  d'abord  défini  par  le  régime  per- 
manent dans  le  cas  actuel,  on  aura,  pour  une  époque  i'  h 
partir  de  la  rupture  du  circuit, 

Ce  courant  temporaire  s'amortit  au  bout  d'un  temps  très 
court;  il  est  dirigé  dans  la  branche  rectiligne  en  sens  con- 
traire du  courant  primitif. 

La  quantité  totale  d'électricité  induite  a  pour  valeur 


-X"''^ 


■  p»    r- 


Si  l'aiguille  d'un  galvanomètre,  placé  sur  le  Ql  rectiligne,  est 
disposée  de  manière  à  buter  contre  un  obstacle  qui  l'empêche 
d'obéir  au  courant  permanent,  celte  aiguille  doit  être  pro- 
jetée en  sens  contraire,  au  moment  de  la  rupture  du  circuit 
principal,  par  le  courant  d'induction,  et  son  angle  d'impul- 
sion correspond  à  la  décharge  y, 

387.  Phénomènes  d  induction  dans  les  câbles  —  En  étudianl 
la  propagation  de  l'électricité  dans  les  conducteurs  cylindri- 
ques pendant  l'état  variable,  nous  avons  négligé  {161}  les  effets 
d'induction  électrodynamique  qui  sont  dus  aux  changements 
d'intensité  du  courant.  11  résulte  de  là  une  nouvelle  cause  de 
retard  dans  l'établissement  et  la  suppression  du  courant 
principal,  et  ce  retard  ne  peut  plus  être  calculé  comme  nous 
l'avons  fait  précédemment  (381),  parce  que  la  durée  de  propa- 
gation est  très  notable  par  rapport  à  la  durée  des  phénomènes 


DigmzcdbyGoOglC 


585 

d'induction  ;  il  n'est  plus  possible  d'admettre  alors  que  l'in- 
tensité du  courant  a  la  même  valeur  à  chaque  instant  dans 
toute  l'étendue  du  circuit. 

Si  le  fll  éprouve  une  série  de  charges  et  de  décharges 
alternatives,  comme  on  le  fait  pour  les  transmissions  télégra- 
phiques, on  peut  considérer  le  phénomène  comme  étant  dû 
à  une  force  électromotrice  variable  et  il  se  produira  des  effets 
analogues  à  ceux  qui  ont  été  indiqués  plus  haut. 

En  outre,  le  câble  considéré  peut  être  voisin  d'autres  câbles 
qui  réagissent  sur  le  premier,  soit  par  leur  simple  présence, 
soit  par  les  variations  des  courants  propres  qui  tes  parcou- 
rent. Les  effets  qui  en  résultent  sont  très  manifestes  dans 
les  fils  aériens  suspendus  aux  poteaux  télégraphiques. 

Enfin,  lorsque  plusieurs  conducteurs  sont  renfermés  dans 
une  même  gatne  diélectrique,  comme  dans  les  câbles  sou- 
terrains ou  sous-marins,  le  potentiel  en  chaque  point  de  l'un 
des  fils  dépend  de  la  charge  des  lils  voisins.  Il  en  résulte  un 
nouveau  mode  d'influence  ou  d'induction,  purement  électro- 
statique, et  que  Lord  Kelvin  (')  a  appelé  péristalique  pour 
la  distinguer  de  celle  de  Faraday.  Ce  phénomène  présente 
une  analogie  parfaite  avec  l'influence  mutuelle  de  tubes  élas- 
tiques, réunis  ensemble  sur  toute  leur  longueur,  qui  seraient 
reoiplis  et  entourés  d'un  même  liquide,  quand  on  fait  cir- 
culer le  liquide  dans  un  ou  plusieurs  tubes,  pendant  que  les 
autres  ont  leurs  extrémités  ouvertes  ou  fermées,  ou  soumises 
à  toute  autre  condition  particulière  ;  un  tube  fermé  corres- 
pondrait alors  à  un  fil  conducteur  isolé  et  un  tube  ouvert  à 
un  fil  non  isolé. 

On  voit,  d'après  ces  indications,  combien  le  problème  de 
la  propagation  de  l'électricité  est  complexe,  quand  on  veut 
tenir  compte  de  toutes  les  circonstances  qui  interviennent 
dans  le  phénomène. 

388.  HoteuTB  électriques.  —  Les  moteurs  électriques  sont 
des  machines  renfermant  des  fils  conducteurs,  des  électro- 
aimants ou  des  aimants  permanents,  et  combinées  de  façon 
que,  lorsqu'on  y  introduit  un  courant  produit  par  une  source 
étrangère,    les    actions    réciproques  électromagnétiques   ou 

L.  XIK,  p.  isa;  itil. 
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électrodynamiques  sont  utilisées  pour  provoquer  un  déplace- 
ment relatif  des  organes.  La  continuité  du  mouvement  est 
obtenue,  soit  à  l'aide  de  contacts  glissants,  soit  avec  des 
commutateurs  qui  modifient  en  temps  opportun  la  direction 
du  courant  d'excitation. 

Ces  machines  pourraient  être  construites  de  manière  à 
recevoir  un  travail  uniforme  lorsque  l'intensité  du  courant 
est  constante  ;  tel  serait  le  cas  de  la  roue  de  Faraday  (379). 
Le  plus  souvent,  les  actions  sont  périodiques,  et  le  mouve- 
ment relatif  des  organes,  oscillatoire  ou  rotatif,  fait  nattre  à 
chaque  instant  une  force  électromotrice  d'induction  «  de  sens 
contraire  à  celle  E  du  courant  excitateur. 

Lorsqu'un  régime  régulier  est  établi,  le  travail  des  actions 
réciproques  est  utilisé  en  partie  à  vaincre  des  résistances 
extérieures,  électriques  ou  mécaniques,  et,  pour  le  reste,  aux 
réactions  internes  qui  se  traduisent  finalement  par  un  échauf- 
fement  des  conducteurs,  puisque  la  vitesse  reprend  la  même 
valeur  au  bout  de  chaque  période. 

Si  l'on  néglige  des  pertes  accessoires,  l'énergie  dépensée 
par  la  source,  pendant  chaque  période  T,  est  égale  au  travail 
extérieur,  augmenté  de  l'énergie  calorifique  dégagée.  En  ap- 
pelant R  la  résistance  du  circuit,  on  a  donc 


r  EUt=  Ç  IïRd(^  Ç  t 


\di. 


Dans  le  cas  général,  les  valeurs  des  intégrales  dépendent 
de  la  loi  suivant  laquelle  varie  le  courant  pendant  la  durée 
d'une  période  ;  mais,  si  la  force  électromotrice  E  est  constante 
et  la  machine  réglée  de  manière  que  le  courant  reste  sensi- 
blement uniforme,  cette  équation  se  réduit  à 

(18)  E-e=IR. 

Le  rendement  u  d'un  pareil  moteur  est  le  rapport  qui  existe 
entre  le  travail  e\  utilisé  à  l'extérieur,  pendant  l'unilé  de  temps, 

et  l'énergie  totale  dépensée  E I,  c'est-à-dire  le  rapport  ^  des 

forces  électromotrices.  En  désignant  par  !«  l'intensité  du  cou- 
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rant  uniforme  que  produirait  dans  le  circuit  en  repos  la  force 
électromotrice  E,  on  a  donc 


(■9) 

e 

[R     ,       I 

Le  travail  extérieur  lui 

i-même  i  pour  expression 

{■">) 

el^'-i 

5,=^=  RI  (1.-1); 

il  est  maximum  lorsque  le  travail  accompli  réduit  de  moitié 
l'intensité  du  courant;  le  rendement  est  alors  de  5o  "/»■ 

Si  le  travail  extérieur  est  très  faible,  la  vitesse  du  moteur 
croît  très  rapidement,  avec  ou  sans  limite,  suivant  le  mode 
de  construction  ;  la  force  électromotrice  d'induction  tend  à 
devenir  égale  à  la  force  électromotrice  extérieure  et  le  rende- 
ment tend  vers  l'unité. 

389.  Électromoteurs.  —  Lorsqu'un  moteur  électrique,  au 
lieu  de  recevoir  un  courant,  est  mis  en  marche  par  une  ma- 
chine étrangère,  il  devient,  en  général,  le  siège  d'une  force 
électromotrice  E  de  signe  contraire  h  celle  qui  produirait  le 
mouvement,  et  le  circuit  qui  le  constitue,  s'il  est  fermé,  peut 
être  parcouru  par  un  courant  électrique.  L'appareil  devient 
alors  un  producteur  d'électricité,  ou  un  éleclromoteur. 

Supposons  qu'il  existe  dans  le  circuit,  pour  une  cause  tem- 
poraire quelconque,  un  courant  d'intensitéj;  si  le  travail  Ei, 
absorbé  par  la  force  électromotrice  d'induction,  est  supé- 
rieur k  l'énergie  calorifique  dégagée  sur  les  conducteurs,  le 
courant  augmente  jusqu'à  une  valeur  I  telle  qu'on  ait 

(ai)  EI  =  I=R. 

Si  la  condition  E  >iR  est  satisfaite  pour  un  courant  infini- 
ment petit,  la  machine,  une  fois  mise  en  mouvement,  doit 
s'amorcer  d'elle-même  et  donner  pour  le  régime  régulier  un 
courant  déterminé  par  l'équation  précédente.  Lorsque  l'on  a, 
au  contraire,  E<;jR  pour  un  courant  infiniment  petit,  le  tra- 
vail extérieur  ne  peut  faire  naître  et  maintenir  un  courant  élec- 
trique, à  moins  que  l'on  n'introduise  d'une  manière  artificielle 
dans  le  circuit  un  courant  auxiliaire  d'intensité  telle  que  la 
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condition  E  ^  iR  soit  réalisée,  après  quoi  la  force  électromo- 
trice  étrangère  pourra  âtre  supprimée,  sans  que  le  courant 
cesse  de  se  maintenir. 

Une  machine  employée  comme  électromoteur  pourra  donc 
être  capable  ou  non  de  créer  un  courant  électrique,  ou  d'en- 
tretenir un  courant  déjà  établi,  suivant  la  valeur  de  la  résis- 
tance totale,  ou,  ce  qui  produit  un  e(Tet  analogue,  suivant  la 
nature  du  travail  extérieur  que  l'on  veut  faire  produire  au 
courant.  Comme  la  force  électromolrice  d'induction,  toutes 
choses  égales  d'ailleurs,  est  proportionnelle  à  la  vitesse  de 
la  machine,  on  voit  que,  pour  une  résistance  totale  et  un 
travail  extérieur  donnés,  l'électromoteur  sera  d'autant  plus 
facilement  capable  de  produire  et  d'entreteoir  un  courant 
que  sa  vitesse  sera  plus  grande. 
Considérons  deux  cas  extrêmes  : 

1°  Si  une  machine  est  composée  d'aimants  permanents  qui 
produisent  un  champ  magnétique  invariable  dans  lequel  se 
meuvent  des  Tils  conducteurs,  comme  serait  la  roue  de 
Faraday,'  la  force  électromotrice  est  simplement  proportion- 
nelle au  nombre  n  de  tours  ou  d'oscillations  de  la  machine, 
pendant  l'unité  de  temps,  et  peut  élre  représentée  parE  =  nE|. 
A  vitesse  constante,  une  pareille  machine  se  comporte  exacte- 
ment comme  une  pile  ordinaire.  Elle  est  toujours  capable  de 
produire  un  courant  dans  un  circuit  métallique  quelconque, 
puisque  la  condition  E>iR  est  toujours  satisfaite  pour  un 
courant  très  faible, 

2'  Si  la  machine  est  composée  de  fils  fixes  et  de  fils  mo- 
biles (ou  de  deux  systèmes  d'électro-aimanls,  pourvu  qu'on 
reste  entre  les  limites  dans  lesquelles  l'aimantation  est  pro- 
portionnelle à  la  force  magnétisante),  la  force  étectromotrice 
d'induction  e  est  proportionnelle  à  l'intensité  du  courant  et 
peut  être  représentée  par  /lAI.  Une  machine  de  cette  nature 
ne  peut  produire  et  entretenir  un  courant,  dans  le  circuit 
considéré,  que  si  la  vitesse  est  assez  grande  pour  qu'on  ait 
nA>R,  c'est-à-dire  que  la  valeur  de  n  soit  supérieure  à  la 
limite  iiq  définie  par  la  condition  noA  =  R. 

L'existence  possible  de  machines  ayant  un  tel  caractère,  ce 
qui  serait  le  cas  des  machines  purement  électrodynamiques, 
conduit  à  une  conséquence  singulière. 
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Le  passage  du  courant  échauffe  les  conducteurs.  Si  la 
résistance  R  était  indépendante  de  la  température,  le  courant 
augmenterait  sans  limite,  avec  un  accroissement  corrélatif  du 
travail  nécessaire  à  l'entretien  de  la  vitesse;  il  en  serait  de 
même  pour  la  température  et  aucun  mode  de  refroidissement 
artificiel  n'empêctierait  les  métaux  d'atteindre  leur  tempé- 
rature de  fusion.  On  doit  admettre  qu'un  pareil  résultat  est 
contraire  à  la  marche  des  phénomènes  naturels  et  que  cer- 
taines causes  doivent  exister  pour  s'opposer  à  l'accroisse- 
ment indéfini  du  courant. 

Le  seul  terme  variable  étant  la  résistance  du  circuit,  il  en 
résulte  que  cette  résistance  doit  ôtre  croissante  avec  la  tem- 
pérature, ce  qui  est,  en  effet,  la  propriété  commune  à  tous  les 
métaux;  l'équilibre  électrique  existe  alors  quand  la  tempé- 
rature est  telle  que  l'on  îiit  nA=R. 

Si  l'on  admet,  en  outre,  que  le  système  soit  réversible  avec 
le  courant  d'équilibre,  l'énergie  calorifique  PR  dégagée  dans 
le  circuit  doit  être  proportionnelle  à  la  température  absolue  t; 
on  aurait  alors  R  =  Ri)T,  c'est-à-dire  que  le  coefficient  de 
variation  de  résistance  des  métaux  serait  égal  au  coefficient 
de  dilatation  des  gaz.  Cette  propriété  se  vérifie,  au  moins 
d'une  manière  approximative,  pour  les  métaux  purs. 

3°  Dans  les  machines  à  électro-aimants,  l'aimantation  est 
d'abord  proportionnelle  h  l'intensité  du  courant,  et  tend  en- 
suite vers  une  limite  maximum.  La  force  électromotrice  E  est 
aussi  proportionnelle  à  l'intensité  du  courant  pour  les  cou- 
rants faibles  et  tend  vers  un  maximum. 

Lorsque  l'intensité  du  courant  est  voisine  de  celle  qui 
correspond  au  maximum  d'aimantation,  la  force  électromo- 
trtce  est  sensiblement  constante  et  l'appareil  est  encore  com- 
parable à  une  pile  chimique. 

Supposons  que  le  courant  d'un  électromoteur  mécanique  ait 
à  vaincre  une  force  électromotrice  E'  extérieure,  qui  absorbe 
pendant  l'unité  de  temps  le  travail  E'L 

La  force  électromotrice  efficace  étant  E —  E'^IR,  le  ren- 
dement de  l'appareil,  comme  dans  le  cas  d'une  pile,  a  pour 
valeur 

E'  TR 
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et  le  travail  extérieur  peut  s'écrire 


lil 


_E'(E-E') 
R 


Le  rendement  augmente,  ea  général,  à  mesure  que  le  cou- 
rant diminue,  mais  les  conditions  du  travail  maximum  varient 
beaucoup  avec  le  mode  de  constitution  de  la  machine. 

Si  le  travail  extérieur  n'est  autre  que  la  mise  en  mouve- 
ment d'une  seconde  machine  identique  à  la  première,  les 
forces  électromotrices  E  et  E'  sont  respectivement  propor- 
tionnelles aux  vitesses  des  deux  machines  et  à  une  môme 
fonction  ç{I)  de  l'intensité.  Le  rendement  u  est  alors  égal  au 
rapport  des  vitesses  ou  des  nombres  de  tours  n  et  n'  des  deux 
machines  pendant  l'unité  de  temps,  et  le  travail  utile  pendant 
l'unité  de  temps  a  pour  expression 

Le  travail  utile  maximum  ne  peut  être  déterminé  que  si  l'on 
connaît  la  forme  de  la  fonction  f. 

Toutefois,  le  problème  des  électromoteurs  est  en  réalité 
moins  simple,  même  lorsque  les  courants  sont  maintenus  de 
même  sens,  soit  par  le  jeu  naturel  de  la  machine,  soit  que  par 
un  commutateur  on  en  redresse  la  direction  dans  le  circuit  exté- 
rieur. Il  y  a  presque  toujours  des  oscillations  périodiques  de 
l'intensité  dont  l'influence  n'est  pas  négligeable. 

La  question  se  présente  aussi  sous  un  aspect  tout  différent 
quand  on  utilise  les  courants  alternatifs  que  produisent  cer- 
tains types  de  machines;  nous  y  reviendrons  plus  tard. 

390.  Application  à  l'étude  da  magnétisme.  —  Nous  sommes 
maintenant  en  mesure  de  justilicr  la  méthode  indiquée  au 
n"  294,  pour  étudier  la  distribution  du  magnétisme  dans  les 
aimants  par  les  courants  induits. 

Quand  on  entoure  en  un  point  la  section  d'un  barreau 
aimanté  par  une  bobine  formée  d'un  nombre  n  de  spires,  reliée 
à  un  galvanomètre  balistique,  et  qu'on  fait  brusquement  glis- 
ser cette  bobine  d'une  certaine  quantité  parallèlement  t  la 
longueur  du  barreau,  en  laissant  la  bobine  en  repos  dans  sa 
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nouvelle  position,  le  circuit  est  traversé  par  une  décharge  q, 
si  R  est  la  résistance  totale,  le  flux  Sf  de  force  magnétique 
qui  sort  de  l'aimant,  entre  les  deux  positions  de  la  bobine, 
est  donné  par  l'expression  ni^  =  Rq.  En  opérant  par  dépla- 
cements successifs,  on  peut  déterminer  la  loi  de  variation  du 
flux  de  force  latéral. 

Si  la  bobine  est  située  d'abord  au  milieu  de  l'aimant,  ou 
plus  exactement  au  point  neutre,  et  qu'on  l'éloigné  brusque- 
ment jusqu'à  une  grande  distance,  on  obtiendra  le  flux  total 
de  force  magnétique  qui  émane  de  l'aimant  et,  par  suite,  la 
masse  totale  du  magnétisme  libre  contenu  dans  la  portion 
correspondante  du  barreau,  ou,  plus  exactement,  le  flux  d'in- 
duction intérieure. 

Si  la  bobine  auxiliaire  entoure  ainsi,  soit  le  milieu  d'une 
longue  bobine  cylindrique  qui  renferme  un  morceau  de  fer 
doux,  soit  un  point  quelconque  d'une  bobine  annulaire,  on 
peut,  à  un  moment  donné,  établir  ou  supprimer  brusquement 
un  courant  d'intensité  connue  I  dans  la  bobine  aimantante.  La 
valeur  de  îç,  qui  correspond  dans  le  circuit  induit  à  la  rupture 
ou  à  l'établissement  du  courant  principal,  représentera  le 
flux  total  Ll  d'induction  magnétique  qui  traverse  la  section 
de  l'une  des  spires. 

On  pourra  ainsi  déterminer  la  valeur  de  L,  par  expérience, 
et  en  déduire  (359)  le  coeffîcient  A-  d'aimantation. 

391.  Hypothèses  de  Weber.  —  On  a  vu  plus  haut  (358) 
comment  Ampère  explique  le  magnétisme  par  les  courants 
moléculaires;  nous  pouvons  examiner  quelles  sont  les  pro- 
priétés physiques  de  ces  courants^ 

Considérons  l'un  d'eux,  défini  par  les  valeurs  L,  I  et  K,  et 
soitf  le  tlux  de  force  extérieure  qui  traverse  sa  surface;  on  a 
alors,  puisque  la  force  électromotrice  est  nulle, 

On  doit  admettre  aussi  que  la  résistance  du  circuit  molé- 
culaire est  nulle,  ce  qui  donne 

L'Intensité  I„  est  celle  du  courant  qui  parcourrait  le  circuit 
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considéré,  si  le  flux  de  force  extérieure  était  nul.  Si  l'on  sup- 
pose Io  =  o,  c'est-à-dire  le  courant  moléculaire  primitiveoient 
nul,  ce  qui  correspondrait  au  cas  d'un  milieu  magnétique  à 
l'état  neutre,  on  a  finalement 

(23)  Ll-i-9  =  o. 

Le  courant  induit  dans  la  molécule  par  un  champ  extérieur 
produit  donc  un  flux  de  force  égal  et  de  signe  contraire  h  7. 
En  d'autres  termes,  l'aimantation  équivalente  au  courant  est 
de  signe  contraire  h  la  force  magnétisante;  il  semble  donc 
que  les  courants  induits  dans  les  molécules  ne  suffisent  pas 
pour  expliquer  l'aimantation  des  corps  magnétiques. 

Ces  courants  peuvent,  au  contraire,  rendre  compte  des 
phénomènes  diamagnétiques.  L'hypothèse  deWeber  consiste 
h  admettre  qu'il  y  a  dans  chaque  molécule  d'un  milieu  diama- 
gnétique  des  canaux  le  long  desquels  des  courants  peuvent 
se  propager  sans  résistance.  Si  ces  canaux  existaient  dans 
toutes  les  directions,  la  molécule  serait  un  conducteur  parfait. 
Pour  un  courant  primitivement  nul,  l'intensité  est  donnée  par 
l'équation  (a3).  En  appelant  6  l'angle  que  fait  la  direction  de 
force  magnétisante  X  avec  la  normale  au  plan  du  circuit,  de 
surface  A,  on  a 

?  — XAcose  — —  Lf. 

Le  moment  magnétique  du  courant  est  lA  et  sa  projection 
sur  la  direction  de  la  force  magnélisante  est 

lAcosO^-^^Alcofi'O. 

Supposons  qu'il  y  ait  n  molécules  par  unité  de  volume,  et 
que  les  axes  des  circuits  soient  distribués  indifféremment  dans 
toutes  les  directions.  La  zone  qui  correspond  à  l'angle  rfô  au- 
tour de  la  direction  de  la  force  magnétisante  est  airsînOfiO.  de 
sorte  qu'on  doit  remplacer  cos*0  par  la  valeur  moyenne 


iP 


:cos=QsinO(;û  — ;î 


Le  moment  magnétique  de  l'aimantation  est  donc  — ^  y- X; 
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l'aimantation  est  directement  opposée  h  la  force  magnéti- 
sante, ce  qui  est  conforme  aux  phénomènes  de  diamagné- 
tismc,  et  le  coefficient  k  d'aimantation  a  pour  valeur 

Pour  expliquer  dans  le  même  ordre  d'idées  les  phénomènes 
magnétiques,  il  faut  admettre  que  le  courant  primitif  dans 
une  molécule  ou  autour  d'un  canal  conducteur  n'est  pas  nul, 
et  prendre  l'équation  générale  (aa).  En  considérant  toujours 
un  circuit  dont  la  normale  fait  un  angle  0  avec  la  direction  de 
la  force  magnétisante,  on  aura 


Si  le  courant  primitif  I„  était  nul,  le  moment  de  l'action  du 
champ  sur  la  molécule  serait 


Il  y  aurait  équilibre  stable  quand  le  plan  du  courant  est 
parallèle  ou  perpendiculaire  à  la  direction  du  champ.  Tel 
est  le  cas,  par  exemple,  d'tin  anneau  que  l'on  introduit  brus- 
quement dans  un  champ  magnétique  très  intense. 

Dans  le  cas  général,  le  moment  du  couple  qui  agit  sur  la 
molécule  peut  s'écrire 

^^cosOsinO  — IoAXBinO  =  mXsinO(BXco90— i). 

En  admettant  encore  (301)  que  la  réaction  du  milieu  est 
constante  en  grandeur  et  en  direction,  on  aura,  pour  la  condi- 
tion d'équilibre, 

X5ine{i  — BXco96)=Dsiii(a  — 6). 
Éltelr.  et  Magn.  —  i.  38 
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La  composante  du   moment  ma^étique  de  la  molécule, 
parallèlement  à  la  force  magnétisante,  est 


^/'l.-^cosô')^ 


e(. 


Si  le  coefficient  B  est  très  petit,  c'est-à-dire  si  le  courant 
primitif  I^  est  très  intense,  on  retrouve  les  résultats  de  Weber 
relatifs  à  l'aimantation  des  corps  magnétiques.  Lorsque  le 
coefficient  B  est  très  grand,  la  formule  correspond  aux  phé- 
nomènes de  diamagnétisme. 

Dans  les  cas  intermédiaires,  l'aimantation  serait  d'abord 
proportionnelle  à  la  force  magnétisante  pour  des  forces  fai- 
bles, puis  passerait  par  un  maximum  et  irait  en  décroissant. 
L'expérience  ne  semble  indiquer  aucun  pbénomène  de  celte 
nature,  de  sorte  que  l'intervention  des  courants  d'induction 
moléculaires  ne  peut  pas  encore  être  considérée  comme  abso- 
lument démontrée. 

392.  ÉcranB  conducteurs.  —  Si  l'on  suppose  que  cbaque 
molécule  d'un  milieu  soit  un  conducteur  parfait,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  qu'elle  soit  entourée  par  une  couche  de 
résistance  négligeable,  le  flux  d'induction  Li-i-<f  qui  traverse 
un  circuit  quelconque  tracé  sur  cette  surface  est  invariable. 

Dans  ce  cas,  la  composante  normale  du  champ  en  chaque 
point  de  la  surface  est  constante. 

Si  le  flux  d'induction  qui  sort  de  la  molécule  est  primitive- 
ment nul,  tout  système  magnétique  extérieur  produira  des 
courants  induits  tels  que  l'induction  magnétique  reste  nulle 
sur  toute  la  surface  et  dans  l'intérieur  de  la  couche  qui  enve- 
loppe la  molécule. 

Supposons  que  la  molécule  soit  une  sphère  de  rayon  a; 
les  courants  supcrflciels  produiront  à  l'intérieur  un  champ 
—  X  égal  et  de  signe  contraire  au  champ  extérieur  X. 

La  sphère  est  assimilable  à  un  aimant  uniforme  (242)  dont 

3X                                                   a' 
l'aimantation  est  —  „—  et  le  moment  magnétique X. 

S'il  existe  dans  l'unité  de  volume  n  sphères  semblables  assez 
éloignées  pour  ne  pas  avoir  de  réaction  mutuelle  appréciable, 

l'aimantation. moyenne  est X= — 5- X.,  en  appelant  k 
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le  rapport  du  volume  de  l'ensemble  des  sphères  à  celui  du 
milieu  qui  les  renferme. 

Il  est  clair  que  ces  considérations  s'appliquent  également  à 
une  surface  d'étendue  fmie  qui  jouirait  d'une  conductibilié 
parfaite;  les  courants  induits  provoqués  par  les  variations 
d'un  champ  extérieur  seront  toujours  tels  que  le  flux  relatif  à 
chacune  des  portions  delà  surface  reste  constant,  autrement 
dit  que  la  composante  normale  de  l'induction  magnétique  en 
chaque  point  soit  invariable.  Si  donc,  k  un  instant  donné, 
celte  composante  est  nulle,  elle  restera  nulle  quelles  que 
soient  les  modifications  du  champ  extérieur. 

Il  résulte  de  là  qu'une  surface  fermée  ou  indéfinie,  de  con- 
ductibilité parfaite,  constitue  un  écran  absolu,  pour  les 
points  situés  d'un  côté,  contre  tous  les  effets  que  peuvent 
produire  les  variations  du  champ  dû  à  des  systèmes  situés 
du  côté  opposé.  Ces  effets  se  réduisent  à  des  courants  super- 
Hciels  qui  provoquent  à  chaque  instant  des  variations  du 
champ  égales  et  de  signes  contraires. 

Autour  d'un  conducteur  parfait,  la  distribution  des  forces 
magnétiques  est  entièrement  comparable  h  la  distribution 
des  vitesses  dans  un  fluide  incompressible  qui  entourerait  le 
même  corps. 


COURANTS      PERIOUIQUES. 

393.  Courants  alternatifs.  —  Lorsque  la  force  électromolrice 
qui  agit  dans  un  circuit  est  une  fonction  continue  du  temps, 
le  courant  varie  lui-même  d'une  manière  continue.  Si  la  résis- 
tance r  et  le  coefficient  de  self-induction  L  restent  constants, 
l'équation  différentielle 


{') 


est  linéaire;  dans  ce  cas,  le  courant  produit  par  une  série  de 
forces  électromoirices  simultanées  est  la  somme  des  courants 
dus  à.  chacune  d'elles. 
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Quel  que  suit  le  mode  de  variation  de  la  force  électromo- 
trice, on  peut  la  développer  en  une  série  de  termes  harmo- 
niques par  la  formule  de  Fourier. 

Supposons  que  le  développement  se  réduise  à  un  seul 
terme  de  la  forme  e=E  sin(ij(;  le  facteur  E  représente  la  valeur 
maximum  ou  Vamplitade  de  la  force  électromotrice  et  l'an- 
gle «ï  est  \a  phase  de  cette  fonction. 

Tel  serait  le  cas  d'un  cadre  de  surface  S  tournant  avec 
une  vitesse  angulaire  u  constante  dans  un  champ  uniforme. 
Lorsque  la  normale  au  plan  du  cadre  fait  l'angle  lat  avec  la 
composante  H  du.  champ  perpendiculaire  à  l'axe,  le  flux  de 
force  qui  traverse  la  surface  du  circuit  est  ç  =  SH  cosu^  et  la 
force  électro  motrice  d'induction  a  pour  expression 


D'une  manière  générale,  lorsque  la  force  électromotrice  est 
de  la  forme  e=E  slncot,  la  période  est 


La  fréquence  est  l'inverse  de  la  période,  c'est-à-dire  le 
nombre  de  périodes  par  seconde,  ou  — .  On  appelle  quelque- 
fois/)u/sq//o/i  la  quantité  w,  mais  celte  expression  ne  semble 
pas  heureusement  choisie. 

L'équalion  fondamentale  (i)  devient  alors 

'"> 

Lorsque  le  régime  permanent  est  établi,  le  courant  i  varie 
nécessairement  suivant  la  même  période  et  peut  être  repré- 
senté par 

(3)  i"  =  Isin(uï  — a). 

Le  coefilcient  I  est  Vamplitade  du  courant  et  a  représente 
sa  perle  de  phase  par  rapporta  la  force  éiectromotrice. 
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Pour  déterminer  les  constantes  I  et  a,  il  suffît  de  substituer 
ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  qui  donne 

Esin(i)r  =  I[rsin((i)(  — a)-(-Lù)cos(ùi(  — «)], 

et  d'idenliOer,  dans    les  deux  membres,  les  coefficients  des 
sinus  et  cosinus  de  l'angle  variable  u/.  En  posant 


l'équation  se  réduit  à 


,_,  ,      E       E 


Liù 


Lorsque  le  terme  Lm  est  très  petit  par  rapport  à  /■,  il  en  est 
de  même  pour  l'angle  3  et  la  formule  se  réduit  à  E  =  Ir;  l'am- 
plitude du  courant  est  alors  le  quotient  de  l'amplitude  E  de 
la  force  électromotrice  par  la  résistance  r,  que  l'on  peut  ap- 
peler ris/s/ance  ohmique  du  circuit. 

Dans  le  cas  général,  l'induction  propre  intervient  dans  la 
valeur  de  I  ;  la  quantité  a  est  la  résistance  apparente  ou  Vim- 
pédance  du  circuit.  Le  terme  Lia  intervient  comme  une  résis- 
tance fictive  qu'on  appelle  inductance  ou  réaclance;  le  carréde 
\ impédance  à^  est  égabà  la  somme  des  carrés  de  la  résistance 
et  de  la  réactance. 

La  perte  de  phase  a  croît  avec  l'inductance  et  sa  valeur 
maximum  est  de  90°. 

Cette  perte  de  phase  équivaut  à  un  retard  6  des  oscillations 
du  courant  sur  celles  de  la  force  électromotrice 

U  2X 

le  maximum  de  retard  est  donc  un  quart  de  période. 

Nous  rappellerons  ici  quelques  propriétés  des  lignes  trigo- 
nométriques.  La  valeur  moyenne  de  sino;  entre  o  et  1:  est 

-  /    %\nxdx  = COS.Z  I   =-■ 

xj,  T.\_        Jo      it 
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Entre  les  mêmes  limites,  la  valeur  moyenne  de  sin>^  est 

-  /    8in':r<tr= /    {i — C08aj-)(fcr  =  -- 

Eofln,  on  peut  écrire 

sin^sia(T  —  a)  =  -[cosa  —  cos(2x  —  a)], 

La  valeur  moyenne  du  dernier  terme  entre  ces  limites  étant 

nulle,  celle  du  premier  membre  se  réduit  à 

Il  résulte  de  là  que  les  valeurs  moyennes  de  la  force  élec- 
tromotrice et  du  courant  dans  une  demi-période,  alors  que 
ces  quantités  ne  changent  pas  de  signe,  sont  respectivement 

2E      2I 
égales  à  —  et  — .  La  quantité  d'électricité  que  débite  le  cou- 
rant pendant  cet  intervalle  est  ^  ■  -i  ou  — 

^  1:         2  7C 

De  même,  les  carrés  moyens  E^  et  Ij,  de  la  force  électro- 
motrice et  du  courant  sont 


c'est-à-dire  la  moitié  des  carrés  des  amplitudes  correspon- 
dantes. Les  valeurs  de  E„et  de  In  s'appellent  souvent  force 
électromotrice  et  intensité  efficaces.  Le  rapport  du  courant 

efficace  au  courant  moyen  est,  —^=:^- 
av/a      9 

L'énergie  calorifique  dégagée  dans  le  circuit  pendant  l'unité 
de  temps,  en  vertu  de  la  loi  de  Joule,  est  le  produit  de  la  résis- 
tance par  le  carré  moyen  du  courant,  ou  le  produit  rlj,  de  la 
résistance  par  le  carré  de  l'intensité  efficace. 

Le  travail  fourni  pendant  le  temps  dt  par  la  force  électro- 
motrice est 

dVi  ^=  eidt  =^  El  sia  u;  sin  (ù)f  —  àjdt. 
L'énergie  dépensée  pendant  l'unité  de  temps  se  transforme 
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en  chaleur  dégagée,  puisqu'on  a  supposé    que  le  courant 
n'effectue  aucun  autre  travail;  elle  a  pour  expression 


Od  peut  écrire  aussi 

W^— î— smaco8a=:-r-T — sinaa. 
nLùt  4^<^ 

Quand  la  résistance  varie  seule,  le  travail  maximum  corres- 
pond à  sin2o;=i  ou  r=Z.w,  c'est-à-dire  au  cas  où  la  résis- 
tance est  égale  k  la  réactance. 

Il  importe  de  remarquer  cependant  que  cette  discussion 
des  courants  variables  suppose  implicitement  que  l'électricité 
n'a  pas  d'inertie  et  que  l'intensité  reste  la  même  à  chaque 
instant  dans  toute  l'étendue  du  circuit.  L'hypothèse  parait 
justifiée  dans  tous  les  cas  de  courants  permanents  et  de  varia- 
tions lentes,  au  moins  quand  on  néglige  la  capacité  propre  des 
conducteurs,  mais  il  n'est  plus  permis  de  l'admettre  quand  il 
s'agit  de  variations  extrêmement  rapides;  les  résultats  obte- 
nus dans  le  cas  actuel  ne  doivent  donc  être  considérés  que 
comme  une  première  approximation. 

Nous  verrons,  en  outre,  que  les  courants  alternatifs  à 
grande  fréquence  ne  traversent  pas  la  section  entière  des  con- 
ducteurs et  tendent  b  se  localiser  au  voisinage  de  la  surface, 
ce  qui  introduit  une  nouvelle  modification  dans  la  manière 
d'évaluer  ia  résistance. 

394.  Traduction  géométrique  {•).  —  Remarquons  d'abord 
que  ia  dérivée  par  rapport  au  temps  de  sin((i>r—  a)  est 


s(<o(-«)=„.sin(^uf-a-l-^y 


Cette  dérivée  présente  une  avance  de  phase  de  90°  sur  la 
fonction  primitive.  Il  en  est  de  même  pour  un  cosinus  et  aussi 
pour  la  dérivée  par  rapport  &  une  variable  quelconque,  d'une 

(1)  Blakbblbt,  AlUrn  le  Carrent*;  London  1B89. 
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expression  complexe  u  =  ke'f,  dans  laquelle  l'argument  ?  csl 
une  fonction  linéaire  des  variables. 

En  outre,  si  la  valeur  de  ç  renferme  un  terme  wï  propor- 
tionnel au  temps,  on  a  aussi 


L'équation  (3)  équivaut  donc  à  la  suivante  : 

(6)       Esinwi=H  sin{io^  — a)  -f  Lulsinf  W  — «  +  -)■ 

Considérant  deux  axes  rectangulaires  OX  et  OY  (ftg.  gS),  si 
Ton  mène  la  droite  OP  =  E  dans  une  direction  qui  fait  l'angle 


Fig.  95. 

«it(  avec  l'angle  des  x,  le  premier  membre  Esinuf  représente 
la  projection  de  cette  droite  sur  l'axe  des  j.  Menant,  de  même, 
la  droite  0A  =  ri  dans  la  direction  W  — a,  le  terme  rlsin{(.>r — a) 
du  second  membre  est  la  projection  de  celte  droite  sur  l'axe 
des/.  Enfin  le  dernier  terme  doit  être  considéré  comme  la 
projection  de  la  longueur  Z-uI  qui  ferait  avec  l'axe  des  x  le 
même  angle  u^  —  a  augmenté  d'un  droit;  la  longueur  corres- 
pondante AP  est  donc  perpendiculaire  à  OA.  Il  résulte  de 
l'équation  (6)  que  celte  droite  AP  aboutit  à  l'extrémité  de  la 
droite  OP.  L'amplitude  E  de  la  force  électromotrice  est  ainsi 
représentée  par  l'bypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont 
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les  côtés  sont  respectivement  les  produits  de  l'amplitude  du 
couraut  par  la  résistance  r  el  par  la  réactance  Z-w. 

A  mesure  que  le  temps  t  augmente,  ce  triangle  OAP  tourne 
avec  la  vitesse  angulaire  u  et  les  projections  de  ses  côtés 
représentent  respectivement  les  valeurs  périodiques  des  quan- 
tités correspondantes. 

La  même  méthode  s'applique  h,  des  phénomènes  plus  com- 
plexes et  peut  présenter  quelquefois  de  grands  avantages  sur 
la  discussion  analytique  des  formules.  It  suffit  de  se  rappeler 
que  la  dérivée  d'une  grandeur  doit  être  portée  vers  la  gauche 
et  les  constructions  s'achèvent  sans  qu'il  y  ait  à  se  préoccuper 
des  axes  de  projections. 

395.  Introduction  des  capacités.  —  Supposons  que  le  cir- 
cuit, qui  renferme  une  force  électromotrice  de  forme  sinu- 
soïdale e=^^&\niùt,  soit  interrompu  par  une  série  de  conden- 
sateurs en  cascade  dont  la  capacité  totale,  en  mesures  électro- 
magnétiques, est  représentée  par  C.  Si  c  est  la  différence  de 
potentiel  des  armatures  du  condensateur  unique,  ou  la  somme 
des  différences  de  potentiel  de  tous  les  condensateurs,  et  que 
le  coefficient  de  self-induction  L  du  circuit  soit  constant, 
l'équation  différentielle  est 

(7}  c  :=  E  sinuf  =  ri  -i-  L-^-i-c 

Lorsque  le  régime  est  établi,  sans  que  les  condensateurs 
aient  reçu  une  charge  primitive,  les  valeurs  de  i  et  de  f  sont 
aussi  sinusoïdales  et  de  même  période. 

Pendant  le  temps  di,  la  quantité  d'électricité  idi  que  dé- 
bite le  courant  produit  un  accroissement  dt>  de  la  différence 
de  potentiel  et  la  relation  idi  =  Cdv  donne 

dt      dt      di^ 

Remplaçant  v  par  cette  dernière  valeur  en  fonction  de  la 
dérivée  du  courant,  l'équation  différentielle  (7)  devient 
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L'inlroduction  des  capacités  a  donc  le  même  effet  que  si 
l'on  diminuait  le  coefficient  de  self-induction  ou  la  réactance. 
II  peut  mfime  arriver  que  la  réactance  finale  soit  négative  si 
le  second  terme  de  la  parenthèse  est  supérieur  au  premier. 
Enfin  la  réactance  est  annulée  pour  la  condition  CLiû'^  i. 
Dans  ce  cas,  l'impédance  du  circuit  se  réduit  à  la  résistance 
ordinaire  et  l'amplitude  du  courant  est  liée  à  l'amplitude  de 
la  force  électromotrice  par  la  loi  d'Ohm. 

La  perte  de  phase  du  courant  sur  la  force  électromotrice 
est  donnée  par  l'équation 

Lu,/  I     \. 


tanga 


CLoV 


cette  perte  de  phase  reste  positive  tant  que  Ci.u'>- 1,  devient 
nulle  pourCLio'=i  et  négative  quand  CZ.w'<  i.  Dans  ce  der- 
nier cas,  le  courant  est  en  avance  sur  la  force  électromotrice 
et  la  réactance  reparaît  en  sens  contraire. 

Dans  la  construction  géométrique  (fig.  gS),  on  devra  porter 
sur  la  droite  AP  la  longueur 


('^»-i)'=('^-(i)'"- 


396.  Emploi  des  imaginaires.  —  L'addition  géométrique  de 
deux  longueurs  rectangulaires  équivaut  à  la  somme  algébrique 
de  deux  termes,  l'un  réel  et  l'autre  imaginaire,  et  l'on  peut 
ainsi  prévoir  que  l'emploi  des  quantités  complexes  donnera 
des  formules  plus  simples. 

En  modifiant  l'origine  du  temps,  on  peut  représenter  la 
force  électromotrice  par  Ecosoii,  auquel  cas  le  courant  sera 
aussi  I  cos(irir  — a).  Faisant  la  somme  des  deux  solutions, 
après  avoir  multiplié  les  termes  de  la  première  par  i=\f—  i , 
la  force  électromotrice  sera  représentée  par  la  grandeur  com- 
plexe Ee'"'  et  le  courant  par  Ie'("''°'. 

D'une  manière  plus  générale,  supposons  qu'un  circuit  ren- 
fermant une  force  électromotrice  complexe  Ee'(-'~'',  ait  un 
coefficient  de  self-induction  L,  dans  la  valeur  duquel  on  com- 
prendra l'influence  des  capacités,  et  aboutisse  à  deux  points, 
séparés  par  d'autres  organes  de  nature  quelconque,  dont  ta 
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différence  de  potenliel  est  \e'<-'-i\  Comme  la  dérivée  du  cou- 
rant eslt(i)Ie'f"'~'',  l'équation  différentielle  {7)  est  alors 

Ee'(-'-'l=I(r  +  (Xu}e'(»'-)-i-Ve'("'-»l, 

ou,  après  suppressic : .  du  facteur  commun  e'-', 

(8)  Ee-''=(r~hiLi^)ie-''  +  \e-i^. 

Si  l'on  égale  séparément  les  quantités  réelles  et  les  imagi- 
naires des  deux  membres,  il  est  facile  de  vérifier  que  l'on 
retrouvera  les  mêmes  équations  que  précédemment. 

Posons  maintenant 

R-r  +  iLw 

et  représentons  par  E,  I  et  V  les  quantités  complexes  Ee-'', 
Ie~'"  et  Ve-'>;  l'équation  (8)  devient 

(9)  E  =  IR4-V, 

c'est-à-dire  identique  à  celle  qui  traduit  la  loi  d'Ohm, 

Les  règles  de  Kirchhoff  (155)  s'appliquent  également  aux 
grandeurs  complexes.  En  effet,  si  un  réseau  de  conducteurs 
renferme  des  forces  électro motrices  sinusoïdales  de  même 
période,  la  somme  des  courants  qui  émanent  d'un  nœud  est 
toujours  nulle  et  l'on  a  Sle-'^^o,  c'est-à-dire,  en  employant 
les  quantités  complexes,  Sl  =  o. 

Appliquant,  de  même,  l'équation  (9)  aux  différentes  branches 
d'un  circuit  fermé  et  représentant  par  E  la  somme  des  forces 
électromotrices  que  renferme  le  circuit,  on  aura  encore,  en 
supposant  qu'il  n'existe  pas  d'induction  mutuelle  entre  les 
différentes  branches  du  réseau. 

Dans  cette  manière  d'opérer,  le  rapport  de  deux  grandeurs, 
celui  du  courant  à  la  force  électromotrice  ou  celui  de  deux 
courants,  sera  donné  finalement  parle  rapport  de  deuxquan- 

/^ 
tités  complexes  Ae''  et  A'e'"',  ou  -pc''""  ''• 
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En  d'autres  termes,  le  rapport  des  amplitudes  réelles  est  le 
rapport  des  modules  des  quantités  complexes  et  la  dîlTérence 
de  phase  est  égale  h  la  diCFérence  des  arguments. 

Considérons,  par  exemple,  le  problème  du  pont  de  Wheats- 
tonc  (156)  et  désignons  par  Ri,  RJ,  R^,  R^  les  résistances  des 
différentes  branches  qui  avaient  été  appelées  précédemment 
a,  a',  b,  b' . 

Pour  que  le  pont  soit  équilibré,  abstraction  faite  des  induc- 
tions mutuelles,  il  faut  qu'on  ait 

R,      R;  r.-MX.u      r;-HjL;o) 

ir=ïrj'       ou      TF— ■  =  -? ^-n—' 

Rj      Ra  Tî  H-  (  Li  u      r^  +  i  Lj  u 

Si  l'on  égale  séparément  les  quantités  réelles  et  les  ima- 
ginaires, il  en  résulte 

r^r'^  —  rjr[  — (L)LJ  —  LsL,')»*, 

Supposons  qu'on  ait  Li  =  o  et  £^  =  0,  c'est-à-dire  que  deux 
branches  adjacentes  du  pont  soient  sans  induction  propre; 
les  équations  se  réduisent  à 

^-'j.  —  hl 
/■a       Cj      Z.J 

11  est  important  de  remarquer  que  ces  conditions  sont  indé- 
pendantes de  la  période.  Quand  elles  sont  satisfaites,  l'équi- 
libre existe  donc,  quelle  que  soit  la  loi  de  variation  de  la  force 
électromotrice  dans  le  circuit  extérieur  au  pont,  et  aucun 
courant  ne  se  produira  dans  la  diagonale  CC. 

397.  DérivatiOD  des  courants  périodiques.  —  Supposons 
qu'un  courant  périodique,  de  forme  sinusoïdale,  se  partage 
entre  deux  points,  sur  différents  conducteurs  dont  les  résis- 
tances complexes  sont  R(,  Ri 

S'il  n'existe  pas  d'induction  mutuelle  et  que  V  soit  la  diffé- 
rence de  potentiel  des  deux  extrémités  du  faisceau,  on  a 

.V  =  I,R.=IîRs= 

Il  U  I 


DigmzcdbyGoOglC 


CAS   PARTICULIERS   d'i?1DLCTION.  605 

c'est-à-dire  que  la  conduclance  du  faisceau  est  la  somme  des 
conductances  des  différeules  branches. 
Il  résulte  de  la  relation 

UR.r.+iV-.o 

que  le  rapport  des  amplitudes  des  courants  1|  et  1^,  sur  deux 
des  branches  du  faisceau,  est  égal  au  rapport  inverse  des 
impédances  «j  et  a,  correspondantes.  Si  l'on  pose 

Z.,  (l>  Zr-U 

la  perte  de  phase  du  courant  Ij  sur  le  courant  I,  est  égale  à 
la  différence  «i  —  3,  de  ces  deux  angles. 
Lorsque  le  faisceau  ne  renferme  que  deux  conducteurs,  on  a 


I.            1 

R. 

'  -fe 

-rj 

"R.+R; 

En  posant 

a'  =  {r.  +  , 

-.)'+(i, 

.+L,r-t' 

■,  +  L., 

,at 

r 

.  +'-! 

,  +  (L, 

+  L, 

)»/ 

tang 

_L, 

+  L, 

le  rapport  des  amplitudes  des  courants  !<  et  I  est  le  rapport 
des  quantités  ûj  et  «;  la  perte  de  phase  du  courant  I)  sur 
le  courant  principal  est  «  —  «j. 

Si  l'on  représente  le  courant  principal  par  I  sin  wt,  les  cou- 
rants dérivés  sont  finalement 

i,=I^.i„(o,<  +  .,-,), 

l'î^l  —  sin((i)(  +  a,  —  a). 

Lorsque  le  faisceau  ne  renferme  que  deux  conducteurs  et 
qu'il  existe  entre  eux  un  coefficient  d'induction  mutuelle  M, 
les  équations  deviennent 

U_R.-^^ù)J/_^^+{Z„-^)t^b^ 
I ,  ~  R,  -  J w ^ ~  ,-, -H  ( La  -  jtf  ) io  ' 
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Les  résultats  sont  les  mêmes  que  précédemment,  avec  la 
seule  difTéreoce  que  l'on  doit  retrancher  aux  coeHicients  de 
self-induction  une  même  quantité  M, 

Dans  le  cas  d'un  nombre  quelconque  de  conducteurs  en 
dérivation,  on  aurait 

V  =  I,R,-l-iw(J/,.,Is-»-Jf..,Iï-«- ) 

=  I,R,  +  i«(^,.ïI,4-if,.»I,-t- ), 

ou,  en  appelant  M,,  M2,  M3, la  somme  des  coefficients 

d'induction  mutuelle  de  tous  les  conducteurs  sur  le  premier, 
le  second,  le  troisième,  ...., 

l,{R,-i<^M,)  =  U{Rj~^iwM,)  = 

Il  suffit  encore  de  retrancher  M,  k  L,,  Afi  h  L^,  et  d'appli- 
quer les  mêmes  formules. 

Enfin,  si  le  courant  principal  renferme  un  terme  constant  Ig 
et  une  partie  périodique  I  sinwr,  chacun  des  courants  dérivés 
se  composera  aussi  d'un  terme  constant,  défini  par  ia  règle 
habituelle  relative  aux  courants  permanents,  et  du  terme  pé- 
riodique déterminé  par  le  calcul  précédent. 

398.  Décharge  de  condensateurB.  —  Un  condensateur  de 
capacité  C  ayant  une  charge  primitive  ^o.  supposons  que  l'on 
réunisse  les  armatures  par  un  conducteur  extérieur  de  résis- 
tance r  et  de  self-induclion  L. 

En  désignant  par  y  l'inverse  de  la  capacité  C,  la  charge  du 
condensateur  prend  une  autre  valeur  q,  au  bout  du  temps  ( 
après  la  fermeture  du  circuit,  et  la  dilTérence  de  potentiel  des 
armatures  est-^y.  L'équation  différenliefie  (1)  devient  alors 

Comme  on  a  t/y=  —  idt  ou  i  —  —  -^  ,  on  peut  éliminer  le 
courant  i  de  cette  équation,  qui  donne 
,     ,  r  d^Ç        dq 
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L'intégrale  générale  est  de  la  forme 

(12)  q=:\e*'-t-A.'ef''. 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (11)  et  égalant  à 
zéro  les  coefficients  des  deux  exponentielles,  on  voit  que  les 
facteurs  p  et  p'  sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

{i3)  LpS  +  rp  +  Y  =  o 

et  la  valeur  du  courant  est 

i  =  — (Apes'  +  A'p'ef''). 

La  nature  du  phénomène  est  entièrement  diiTérenle  suivant 
que  les  racines  de  l'équation  (i3)  sont  réelles  ou  imaginaires. 
Dans  le  premier  cas,  la  décharge  est  continue  el  s'annule  au 
bout  d'un  temps  infini  en  théorie  ;  dans  le  second  cas,  elle  est 
oscillante  avec  amortissement.  ËnSn,  les  constantes  A  et  A' 
seront  déterminées  par  les  conditions  initiales. 

Quel  que  soit  le  mode  de  décharge,  il  est  clair  que  l'appa- 
reil finit  par  débiter  dans  un  seul  sens  -la  quantité  primitive 
d'électricité  70  et  que  la  chaleur  totale  dégagée  dans  le  cir- 
cuit représente  l'énergie  primitive  du  système.  11  est  facile, 
en  effet,  de  vérifier  que  l'on  a  toujours 


/    idt^ijt,       r  I    i^dt  = 


399.  Décharges  oscillantes  ou  continues.  —  On  peut  traiter 
entièrement  le  problème  par  l'analyse;  nous  aurons  encore 
recours  à  l'interprétation  graphique. 

Lorsque  le  phénomène  est  oscillant,  la  charge  q  est  alter- 
nativement positive  ou  négative,  en  s'affaiblissant  d'une  ma- 
nière graduelle;  on  peut  la  représenter  par  l'expression 

(i4)  î  =  y,e->^c09^(, 

dans  laquelle  X  est  le  décrément  logarithmique  et  u  le  produit 
de  2x  par  la  fréquence  des  oscillations.  On  en  déduit 

-5?  =  —  yoe-^'().cosi.i(-+-usin(i)ï), 
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OU,  en  posant 

(,5)  _^=:  JîL^^XM^ 


dt 


-qte-'^'\jV-\-<li^CQs{^iit'-:i)  =  qQe''^'\j'K}->r^ù■'cos{^ùt+T.—3). 

Cette  dérivée  présente,  par  rapport  à  la  charge  elle-mérae, 
une  avance  de  phase  égale  à  i:  —  a  et  son  amplitude  est  celle 
de  la  charge  multipliée  par  v/X"-i-u=,  Il  en  sera  de  même 
pour  la  seconde  dérivée  par  rapport  à  la  première. 

L'équation  (ii)  peut  alors  se  traduire  géométriquement; 
en  effet,  les  différents  termes  représentent  les  projections  des 
trois  côtés  d'un  triangle  parcouru  dans  un  sens  déterminé. 


On  trace  d'abord  une  droite  OA  (fig.  96)  de  longueur  égale 
ù  l'amplitude  de  -;(/,  c'est-à-dircY^oe-"". 

La  phase  de  la  dérivée  étant  en  avance  de  ::  —  »,  on  prendra 
sur  la  direction  AP,  qui  fait  l'angle  a  avec  AO,  une  longueur 
égale  à  l'amplitude  du  second  terme,  ou  r  v'X'  +  w^"  ijo«~'';  le 
troisième  côté  PO  du  triangle  est  égal  à  Z,  (X^  -+-  u'),Ço  e'^'  et 
fait  le  même  angle  a  avec  PA.  Il  en  résulte  que  le  triangle 
OAP  est  isoscèle. 

A  part  le  facteur  commun  q^  e-'^',  ce  triangle  donne  immé- 
diatement les  relations 

.  fV>.'  +  M'  =  aYcosa  =  —  „        ^- 
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On  en  déduit 

(.6)  X  =  jl, 

La  valeur  du  décrément  logarithmique  X  est  indépendante 
de  la  nature  oscillante  ou  continue  du  phénomène;  elle  est 
d'autant  moindre  que  la  résistance  est  plus  faible  et  le  coef- 
ficient de  self-induction  plus  élevé. 

Pour  que  les  décharges  soient  oscillantes,  il  faut  que  la  va- 
leur de  iii*  soit  positive,  c'est-à-dire 

r'<4^Y       ou       r''C<4L. 

Les  conditions  les  plus  favorables  à  la  production  des  dé- 
charges oscillantes  seront  donc  de  choisir  des  valeurs  faibles 
pour  la  résistance  du  circuit  et  la  capacité,  ou  un  coeflicient 
de  self- induction  très  élevé. 

Les  projections  des  côtés  du  triangle  sur  une  droite  0^, 
qui  fait  l'angle  ut  avec  OA,  représentent  respectivement  les 
trois  termes  de  réquation{ii). 

En  fonction  du  temps,  le  point  A  décrit  une  spirale  loga- 
rithmique, car  le  rayon  vecteur  OA  =  p  peut  s'écrire 

Sa  projection  pcoswï  ou  ytj  représente  k  chaque  instant 
la  différence  de  potentiel  des  armatures. 
Enfin  la  période  des  oscillations  est 


La  charge  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum  quand  sa 
dérivée  est  nulle,  ou  le  courant  nul,  c'est-à-dire  aux  époques 
déterminées  par  la  condition 

o>ï  =  a-f-(2rtH-i)-  =  a  +  l-j-/n:; 


DigmzcdbyGoOglC 


610  ÉLECTROMAGNÉnSME. 

ces  époques  sont  séparées  de  celles  qui  correspondent  à  la 
charge  nulle  par  l'intervalle  de  temps 

0^^— =z  — arc  tangY' 

L'époque  t,  du  premier  maximum  k  partir  du  début  de  la 
décharge  et  sa  valeur  q,,  abstraction  faite  du  signe,  sont 


On  aura,  de  même,  pour  le  n"  maximum, 

Les  charges  successives  forment  une  progression  géomé- 
trique décroissante.  La  quantité  totale  d'électricité  mise  en 
mouvement  pendant  la  déchaîne  est  donc 


„  r     e-ï{-*ï)  .    1 


L'inlensilé  du  courant  est  aussi,  à  un  facteur  près,  égale 
k  la  projection  de  la  droite  P  A  ;  c'est  également  la  projection 
du  rayon  vecteur  d'une  spirale  logarithmique. 

Lorsque  le  décrément  logarithmique  X  est  très  petit,  la 
décharge  éprouve  un  nombre  considérable  d'oscillations 
presque  identiques  et  la  période  est  sensiblement 


r=.xy/?=.=v'c 


Le  caractère  alternatif  que  peut  présenter  la  décbai^  des 
batteries  avait  été  indiqué  par  Von  Helmholtz  (')  comme  un 

('}  HELKBOi.'n,  Die  Ertmllung  der  Kraft,  p.  141;  1M7. 
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résultat  des  faits  observés  dans  l'aimaatation  par  la  décharge 
ou  le  dégagement  d'un  mélange  d'hydrogène  et  d'oxygène  à 
chaque  électrode  d'un  voltamètre.  Lord  Kelvin  (')  en  a  donné 
ensuite  la  raison  théorique,  et  la  première  vérification  expéri- 
mentale a  été  fournie  par  Feddersen  ('). 

Lorsque  le  second  membre  de  l'équation  (17)  est  négatif, 
la  valeur  de  w  est  imaginaire  ;  on  peut  alors  poser 


et  l'on  aura 


i-(/-*  — 4£.y),        u)=mx/^, 


cos  (1)1  ^  cos  mt\l  - 


q  =  q^e    ^' 

Dans  ce  cas,  le  phénomène  est  continu  et  la  charge  dimi- 
nue plus  ou  moins  lentement  jusqu'à  zéro  ;  le  coefficient  X  est 
en  effet  plus  grand  que  m,  car  on  a 


Le  temps  nécessaire  pour  que  la  charge  soit  réduite  à  la 
n'  partie  de  la  charge  primitive  sera  donné  par  l'équation 


400.  Deux  circQits  à  courants  alternatits.  —  Supposons 
que,  de  deux  circuits  voisins,  le  primaire  (1,  r,  L)  renferme 
une  force  électromotrice  sinusoïdale  e  =  Esin(ùt,  tandis  que 
le  circuit  secondaire  (1",  r',  L')  est  simplement  fermé  sur  lui- 
même.  Les  équations  différentielles  sont  alors 

,,rfi"      ,  tU        .     ,.  . 
J/-^  +L-r-  +  ri  =  LsmùK, 
at  lit 

,,di       .,(^f'        ,., 

[')  Sir  W.  Thomson,  Phil.  Mag.  [4),  t.  V,  p.  3&3;  1853. 

(>)  Peddbrsen,  ?ogg.  Ann.,  t.  CllI,  p.  69;  1858.  —  Ann.  de  Ch.  et  de  Pht/s., 
[3]  l.  LIV,  p.  435;  1858,  el  t.  LXIX,  p.  178;  1863. 


DigmzcdbyGoOglC 


612  ÉLECTROMAGNÉTISME. 

Lorsque  le  régime  est  établi,  les  courants  sont  encore 
sinusoïdaux  de  même  période  et  l'on  peut  écrire 

{19)  i  =  l.m{.,-a),       i=r,i„{»:-«). 

Les  constantes  I,  T,  a,  a'  seront  déterminées  par  la  condi- 
tion que  les  équations  difTérentieUes  (18)  soient  satisfaites  è 
toute  époque. 

Si  l'on  traite  le  problème  par  la  méthode  graphique,  la 
première  équation  signifie  que  l'amplitude  E  est  la  somme 
géométrique  des  amplitudes  des  trois  autres  termes,  et  la 
seconde  équation  que  les  trois  termes  forment  les  cOtés  d'un 
triangle  parcouru  dans  un  sens  déterminé. 

Commençant  par  cette  dernière  opération,  on  prend  une 


longueur  0A'=;  ;■'  I'  (fig.  97),  à  laquelle  on  élève  une  perpen- 
diculaire A'  P'  =  /,'  (1)  I'  ;  la  droite  P'  O  représente  Jf  wl. 

Comme  ce  terme  est  donné  par  la  dérivée  de  i,  la  quan- 
tité ri  de  la  première  équation  doit  être  portée  dans  une 
direction  perpendiculaire  OA,  vers  la  droite. 

Le  terme  Miù  V  provient  de  la  dérivée  de  i' ;  on  portera  la 
longueur  correspondante  suivant  AQ,  perpendiculaire  à  OA'. 

Enfin  Lwl  sera  une  droite  QP  perpendiculaire  à  OA,  et 
l'amplitude  E  est  représentée  par  la  somme  géométrique  OP 
des  droites  OA,  AQ  et  QP. 

Désignant  par  3'  l'angle  P'OA',  on  a,  dans  ce  triangle. 
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la  quantité  «'  étant  l'impédance  du  circuit  secondaire.  Les 
angles  AOP  et  A'OP,  qui  sont  respectivement  les  pertes  de 
phase  X  et  a  du  courant  primaire  et  du  courant  secondaire 
Sur  la  force  électromotrice,  donnent 

(a,)  «'-a  =  ^-)-3'=^-Harctang-^. 

L'angle  QAS  est  aussi  égal  à  è',  comme  ayant  ses  côtés 
perpendiculaires  à  ceux  du  premier,  et  le  triangle  QAS  est 
rectangle  en  S;  On  a  donc,  en  tenant  compte  de  (ao). 


Si  l'on  pose 

OS  AS  ,lH'a' 

n  obtient  finalement,  par  le  triangle  rectangle  OSP, 


(  E^  =  (p»  +  >.^-=)P. 

Le  courant  primaire  est  le  môrae  que  si  son  circuit  avait 
une  résistance  p  et  un  coefficient  de  self-induction  X. 

Les  constantes  I  et  3  du  courant  primaire  étant  déterminées 
par  lesdonnéesdu  problème,  les  équations  (20)  et  (ai)  donne- 
ront les  constantes  I'  et  x'  du  courant  secondaire. 

La  perte  de  phase  a'  —  a  du  courant  secondaire  sur  le  pri- 
maire ne  dépend  que  du  circuit  secondaire;  elle  est  toujours 
supérieure  à  90°,  c'eslrà-dîre  que  le  retard  est  compris  entre 
un  quart  et  une  demi-période. 
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Le  rapport  des  énergies  calorifiques  dégagées   dans  les 
deux  circuits  est 


ei  l'énergie  totale,  par  unité  de  temps, 


"W-hW: 


_EIcosa_Pp_E^ 


Supposons  que  le  circuit  primaire  renferme  un  oi^ne 
producteur  de  la  force  électromotrice  Esinut,  comme  serait 
un  cadre  tournant  dans  un  champ  magnétique  uniforme  ;  la 
puissance  de  la  machine,  c'estrà-dire  le  travail  par  unité  de 
temps  nécessaire  pour  entretenir  le  courant,  est  W  +  W.  Si 
le  circuit  secondaire  renferme  deux  résistances  successives 
r'  =  Ti  H-  rj  telles  que  réchauffement  de  la  seconde  soit  un 
travail  utile  U,  le  rendement  u  de  la  machine  est 


La  perte  de  phase  »  du  courant  primaire  sur  la  force  élec- 
tromotrice a  pour  expression 

Comme  on  a  LL'^M",  à  moins  que  les  circuits  ne  ren- 
ferment des  capacités,  l'angle  a  est  positif  et  inférieur  à  90°. 

Lorsque  les  oscillations  sont  très  rapides  ou  la  résistance  r' 
du  circuit  secondaire  assez  faible  pour  qu'on  puisse  ta  négli- 
ger devant  la  réactance  £.'u,  il  reste  simplement 

L\  =  Ml,         îjn-  =  —  T-ri'        tang«  =  u =-; 

Dans  ce  cas,  le  rendement  u  de  la  machine  considérée  serait 
simplement 

1  r,       r   M^ 

-  =  iH ^--^■T7;• 


DigmzcdbyGoOglC 


CAS   PARTICULIERS   D  INDUCTION. 


L'empioides  grandeurs  complexes  permet  encore  de  traiter 
le  problème  plus  directement.  Les  équations  (18)  deviennent 

E=RI-|-iM<.)r, 
o^R'I'+iMuI. 

La  dernière  donne 

I  ~  R'   ~r'-i-iL\>' 

Le  rapport  des  amplitudes  des  courants  est  le  rapport  des 
modules  des  deux  termes  du  second  membre,  ce  qui  donne, 
en  quantités  réelles, 

Leur  difTérence  de  phase  est  la  difTérence  de  pbase  des 
arguments,  c'est-à-dire 

■;:  ■  L'i^ 

a'  —  a  ^  — h  arc  tang  — ^  ■ 

On  en  déduit  aussi 


I~  I»  ^    R'    ~  R' 

En  passant  aux  quantités  réelles,  on  retrouverait,  pour 
l'amplitude  I  et  la  perte  de  phase  a,  les  mêmes  expressions 
que  précédemment. 

Ce  problème  correspond  au  cas  d'une  bobine  d'induction  à 
courant  primaire  sinusoïdal,  dont  le  circuit  secondaire  reste 
fermé,  ou  mieux  aux  transjbrmaleurs  employés  dans  l'indus- 
trie pour  modifier  l'amplitude  de  la  différence  de  potentiel, 
ou  le  voltage  des  courants  alternatifs. 

401.  Téléphones  et  microphones.  —  Pour  un  circuit  placé 
dans  un  champ  magnétique  variable,  l'équation  différentielle 
des  courants  induits  est 


(a3)  e  =  ri-^L 


di      df 
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Supposons  que  le  circuit  renferme  une  force  électromotrice 
constante  E^  et  que  le  flux  d'induction  magnétique  soit  une 
fonction  périodique  de  la  forme 

ç  =  *,  +  *  cos  u)  ( . 

L'influence  du  champ  est  la  même  que  si  la  force  électro- 
motrice renfermait  une  partie  périodique  ^usinuf  =  Esin(ot; 
tel  serait  le  cas,  par  exemple,  d'un  électro-aimant  devant  le- 
quel on  ferait  osciller  un  aimant. 

Le  courant  se  compose  d'un  terme  constant  I,  produit  par 
la  partie  constante  E,  de  la  force  électromotrice  et  d'un  cou- 
rant induit  dû  à  la  partie  variable  E  sinui,  ce  qui  donne 

E       F 

1  =  I„  -t- 1  ain  {ù)(  ~  a)  =  -î  +  -  sin  (w(  —  x) , 

en  désignant  par  a  l'impédance  du  circuit  pour  la  période 
considérée  et  par  a  la  perte  de  phase  correspondante. 

Si  Eo  est  nul,  le  courant  induit  est  simplement  sinusoïdal. 
Tel  est  le  cas  du  téléphone,  où  une  lame  d'acier  aimantée 
vibre  en  face  d'un  électro-aimant. 

Les  variations  du  flux  d'induction,  étant  alors  provoquée  s 
par  des  vibrations  sonores,  se  composent  d'une  série  d'har- 
moniques simples  et  le  courant  induit  est  la  somme  algé- 
brique des  courants  relatifs  aux  différents  harmoniques. 

Comme  la  perte  de  phase  a  croit  avec  la  fréquence,  il  se 
produira  une  dispersion  des  courants  harmoniques,  qui  seront 
ensuite  utilisés  pour  constituer  le  son  résultant,  c'est-à-dire 
une  variation  de  leurs  phases  relatives. 

En  outre,  l'amplitude  T  est 


1  = 


v'y-^-t-L^. 


""■  v/S- 


Toutes  choses  égales,  l'amplitude  du  courant  induit  aug- 
mente avec  la  période,  de  sorte  que  les  harmoniques  les  plus 
élevés  sont  ceux  qui  se  transmettent  le  plus  facilement  et  leur 
importance  relative  augmente.  C'est  là  sans  doute  une  des 
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causes  principales  auxquelles  on  doit  attribuer  l'altération  du 
limbre  dans  les  transmissions  téléphoniques. 

Les  quantités  e  =  E,,  L  et  7  restant  invariables,  si  la  résis- 
tance /■  varie  d'une  manière  périodique, 


le  courant  induit  éprouve  des  variations  de  même  période, 
compliquées  d'harmoniques  supérieurs,  puisque  i'équation 
difTérentielle  (23)  ne  reste  plus  linéaire.  En  tous  cas,  l'ampli- 
tude des  termes  variables  est  évidemment  proportionnelle  à 
la  force  électro-motrice  E„. 

Un  pareil  courant  provoquera  dans  un  circuit  voisin  des 
courants  induits  périodiques  de  même  caractère.  C'est  ce  qui 
a  lieu  dans  le  microphone  où  les  variations  de  résistance  sont 
produites  par  les  vibrations  de  deux  corps  en  contact,  tels  que 
des  morceaux  de  charbon  ;  il  en  est  ainsi  encore  pour  lephoto- 
phone  à  sélénium,  où  l'on  utilise  les  variations  de  résistance 
qu'un  éclairage  intermittent  produit  dans  ce  corps. 


Coefficients  ii'inductio.n 

402.  Bobines  longaes.  —  Les  exemples  qui  précèdent  mon- 
trent le  rôle  important  que  jouent  les  coefficients  MelL  dans 
le  calcul  des  courants  variables.  Comme  il  est  utile  de  fixer  les 
idées  par  des  exemples,  nous  examinerons  d'abord  quelques 
cas  simples,  où  ces  coefficients  sont  à  peu  près  indépendants 
du  diamètre  des  conducteurs. 

Considérons  une  bobine  cylindrique  assez  longue  pour 
()u'on  puisse,  dans  une  partie  notable  de  sa  longueur,  négliger 
l'action  des  extrémités. 

Si  la  bobine  est  couverte  d'une  seule  couche  de  N  fils,  com- 
prenant n  spires  par  unité  de  longueur,  le  champ  intérieur 
pour  l'unité  de  courant  est  0  =  4""  (354).  En  appelant  S  la 
section  du.cyUndre,  le  flux  intérieur  est  GS  =  4"«S. 

La  presque  totalité  de  ce  flux  traverse  les  N  spires,  de  sorte 
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que  le  flux  total  de  force  émis  par  le  courant  dans  son  propre 
circuit,  ou  le  coenicient  de  self-induction,  est 

(i)  L  =  4'tnNS. 

Supposons  qu'on  entoure  cette  première  bobine  par  une 
seconde  bobine  plus  courte,  ayant  n  spires  par  unité  de  lon- 
gueur, un  nombre  total  N"  et  une  section  S'. 

Le  flux  G  S  traversant  les  N'  surfaces  de  la  seconde  bobine, 
le  flux  émis  par  l'unité  de  courant  du  premier  circuit  dans  la 
surface  totale  du  second,  ou  le  coefficient  d'induction  mu- 
tuelle des  deux  bobines,  est 

(a)  jtf=4;:nN'S. 

Si  la  seconde  bobine  est  assez  longue,  on  a  aussi 

L'  =  4T:n'N'S'; 
par  suite, 

La  relation  Z-L'  — if',  qui  correspond  à  la  valeur  maximum 
du  coeHicient  d'induction  mutuelle  (383),  serait  satisfaite  pour 
la  condition 

nSn'S' 

N  ~   N'  ■ 

Si  l'on  désigne  par  L  et  L' les  longueurs  des  deux  bobines, 
on  aN  =  nL,  N'^n'L',  et 

n'NS'       LS' 
«N'S  ^L'S' 

Ce  rapport  serait  égal  à  l'unité  pour  des  bobines  de  même 
longueur  et  de  m€me  section. 

Il  importe  de  remarquer  toutefois  que  les  valeurs  adoptées 
pour  L  et  L'  sont  en  réalité  trop  grandes.  En  efl'et,  l'induction 
magnétique  dans  l'aimant  solénoïdal  (250)  qui  équivaut  à  la 
bobine  parcourue  par  le  courant  I  est  la  résultante  du  cbamp 
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^r.nl  parallèle  &  l'axe  et  du  champ  produit  par  tes  couches 
terminales  de  densités  uniformes  ±  ni,  lequel  est  de  sens 
contraire.  Dans  une  section  voisine  des  extrémités,  le  flux 
est  donc  inférieur  à  axnSI,  puisque  le  flux  contraire  de  la 
face  la  plus  proche  estdéjà  STc/tlS. 

403.  Bobines  à  plasieurB  couches  de  fil.  —  Considérons,  de 
même,  une  bobine  cylindrique,  à  section  circulaire,  formée 
de  plusieurs  couches  b  enroulement  homogëoe,  qui  compren- 
nent n  spires  par  unité  de  longueur  parallèlement  à  t'axe  et 
m  spires  par  unité  d'épaisseur,  c'est-à-dire  nm  =p  fils  dans 
l'unité  de  section  faite  par  un  plan  méridien. 

Si  l'on  désigne  par  r  le  rayon  d'une  couche  d'épaisseur  dr, 
le  nombre  de  spires  par  unité  de  longueur  est  pdr  et  le  nombre 
de  fils  relatifs  à  cette  couche  hpdr.  En  désignant  par  a  et  £ 
les  rayons  des  faces  interne  et  externe  de  la  couche  de  fils,  le 
nombre  total  N  des  spires  est 


-l^pjd 


=  Lp{b- 


Pour  une  seconde  bobine  extérieure,  de  même  axe  et  de 
même  longueur,  on  aura  également 

K  =  Lp'(b'~a'). 

Le  champ  intérieur  de  la  couche  d'épaisseur  dr,  pour  l'unité 
de  courant,  est  ^vpdr  et  le  flux  correspondant 

^T.p  dr.i:  !■*  ^  4  ^^Z*  '■'  dr, 

de  sorte  que  le  flux  total  a  pour  expression 

ç  =  4-V  /  '■*'^''  =  3  ':V(*'  —  "')■ 

Ce  flux  traversant  les  N'  spires  de  la  seconde  bobine,  le 
coefficient  d'induction  mutuelle  est 

(3)  >r=ti'f  =  ir.'h,,p{i'-a)(b'-^'). 

Lorsque  les  couches  des  deux  bobines  sont  en  contact,  on 
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peut  poser  b  =  a'=y:  Si  l'on  veut  alors  disposer  du  rayon 
intermédiaire  r  de  manière  que  la  quantité  {i'— .>')(>'  —  i*) 
et,  par  suite,  le  coefficient  J/ soit  un  maximum,  on  devra  satis- 
faire à  la  condition 

3j={A' -7)^7"  -  a' =  (j- a)  (/=  +  «/  +  «*). 
b'~r  _  b'-a'  _  1  /  a       a'\ 

Comme  le  dernier  membre  est  plus  petit  que  l'unité,  il  en 
résulte  que  l'épaisseur  b'  —  u' de  la  couche  de  fils  sur  la  bobine 
extérieure  doit  être  moindre  que  l'épaisseur  6  —  a  de  celle  qui 
forme  la  bobine  intérieure. 

Pour  obtenir  le  coeflicient  de  self- induction  d'une  bobine, 
au  moins  d'une  manière  approximative,  on  peut  supposer  que 
deux  bobines  identiques  sont  exactement  superposées  et  dé- 
terminer ce  que  devient  alors  leur  coefficient  d'induction 
mutuelle.  En  faisant  ainsi,  dans  l'expression  (3),  p'=p,  a'=a 
et  b'=b,  il  en  résulte 

(4)        L  =  \r.-Lp^{b~a)(b'-a^)=^T^^p[b^-a^). 

404.  Bobines  armées  de  fer  doax.  —  La  présence  de  milieux 
magnétiques  complique  beaucoup  le  problème.  Les  coeni- 
cients  d'induction  augmentent  alors  dans  une  large  mesure 
et  ils  deviennent  eux-mêmes  des  fonctions  de  la  force  magné- 
tisante, ou  des  courants,  lorsque  la  perméabilité  magnétique 
n'est  pas  constante;  on  ne  peut  donc  traiter  la  question  sim- 
plement que  dans  des  cas  particuliers. 

Supposons  que  la  bobine  intérieure  renferme  un  noyau 
cylindrique  de  section  S,,  formé  de  fer  doux  dont  le  coeffi- 
cient d'aimantation  est  k.  Autant  que  le  cbamp  reste  dans 
les  limites  entre  lesquelles  l'aimantation  est  proportionnelle 
à  la  force  magnétisante,  l'induction  magnétique  dans  l'espace 
occupé  par  le  fer  doux  (269)  est  le  produit  du  champ  par  la 
perméabilité  magnétique  |j.— i -4-4':^". 

Dans  le  cas  d'une  bobine  à  une  seule  couche  de  fils,  le  flux 
d'induction  intérieur,  pour  l'unité  de  courant,  est 

ç=34'r«(S-4-4^AS0  =  4'^"[S-h(i*-  i)S,]. 
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Si  la  bobine  et  le  fer  doux  ont  des  sections  circulaires  de 
rayons  a  et  c,  on  a 

Lorsque  la  bobine  se  compose  de  plusieurs  couches,  le  flux 
intérieur  devient 

?  =  4xVy"['^4-{[A-i)c*]rfr=4'tv[^^^+(]^~')c»(A-«)]- 

Le  coeflîcient  d'induction  mutuelle  de  cette  bobine  armée 
sur  une  seconde  bobine  de  même  axe  est  alorsr 

(5)      M=^r.'Lpp'lb'~a')[f-a'  +  3(v.-,)o'(l,^a)]- 

Si  le  noyau  de  fer  remplit  toute  la  cavité  intérieure  et  que 
les  couches  des  deux  bobines  soient  en  contact,  on  aura,  en 
posant  b=a'=x,c=a=a:  et  b'=z, 

-3{i.-i)x>]. 

Supposons  alors  que  le  rayon  x  soit  seul  variable,  et  qu'on 
veuille  eo  disposer  de  manière  à  rendre  Jl/maximum  ;  la  dérivée 
du  second  membre  par  rapport  à  x  doit  être  nulle.  On  obtient 
ainsi,  en  posant  H=  i-f-3((i —  i)  =  3[i~2, 

X 2  H  —  I 2/         i\ 

J~3  ~ïi~~3l,'~Hj" 

Comme  la  perméabilité  i*  est  toujours  très  notable,  le  coef- 
ficient H  est  un  nombre  très  grand  et  la  condition  de  maxi- 
mum se  réduit  à  3x=  2^-. 

Le  coefficient  d'induction  mutuelle  peut  d'ailleurs  s'écrire 

JI/=|,>Ly,/,'H(=-j)0-»).r=. 

Le  rayon  extérieur  z  du  système  étant  donné,  ainsi  que  le 
mode  d'enroulement  des  (ils,  si  l'on  veut  disposer  en  même 
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temps  des  deux  rayons  2  et  ^  de  manière  à  rendre  M  maxi- 
mum, on  égalera  aussi  à  zéro  la  dérivée  partielle  par  rapport 
à  7,  ce  qui  donne  5—7=/  —  x,  ou,  en  réunissant  les  deux 
conditions, 

•t-t  —  Z 

EnQn,  si  l'on  fait  p'~p,  a'^a  et  b'=b  dans  l'équation  (5), 
on  en  déduira  le  coefficient  de  self-induction  d'une  bobine 
arnaée  de  fer  doux  : 

(7)        L  =  |i:^L/)»(A-a)'[M  +  ai-)-a»  +  3(i.-i)c-']. 

Ce  problème  se  présente  dans  la  construction  des  appareils 
ap'pelés  bobines  d'induction  ou  bobines  de  RuhmkorfT. 

405.  BobineB  anaulaîres.  — Lorsque  la  bobine  est  enroulée 
autour  d'un  anneau  de  section  constante,  elle  constitue  un 
ensemble  de  solenoïdes  fermés  et  les  calculs  sont  rigoureux 
puisqu'il  n'y  a  plus  à  tenir  compte  des  extrémités. 

Si  l'anneau  est  de  révolution,  de  section  S,  et  que  x  soit  la 
distance  à  l'axe  de  l'élément  dS,  le  flux  de  force  qui  traverse 
cette  section  pour  l'unité  de  courant,  est  (356) 

Supposons  qu'un  second  01  soit  enroulé  N'  fois,  d'une  ma- 
nière quelconque,autourdupremier;  le  coefficient  d'induction 
mutuelle  sera 

Si  la  première  bobine  renferme  un  noyau  de  fer  doux,  de 
révolution  autour  du  môme  axe  et  de  section  S|,  on  a 


-[/?-(' -)/^]. 


Quand  le  iioyau  de  fer  remplit  toute  la  cavité  de  la  bobine, 
il  reste  simplement 
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Dans  ce  dernier  cas,  le  coefîicient  d'induction  mutuelle  sur 
UQ  fil  extérieur  de  N'  tours  a  pour  expression 


(9)  .tf=4^nN>y'-^ 


et  le  coeflictent  de  self-induction  de  la  bobine  elle-même,  qui 
renferme  ^~n  spires,  est 

Nous  avons  vu  précédemment  quelles  sont  les  valeurs  des 
intégrales  dans  certains  cas  particuliers. 

Si  le  fil  extérieur  est  aussi  enroulé  régulièrement  et  appli- 
qué sur  le  premier,  on  a  N'  =  iiT.n'  et,  par  suite, 

La  relation 


montre  que  les  coefficients  satisfont  alors  d'une  manière 
rigoureuse  à  la  condition  LL'=M'  ;  c'est  le  seul  cas,  en  effet, 
où  le  flux  de  force  des  bobines  est  nul  à  l'extérieur  et  entière- 
ment utilisé  d'un  circuit  dans  l'autre. 

406.  Cadres  rectangulaires.  —  Supposons  qu'un  conduc- 
teur AB  (fig.  98)  de  longueur  a,  parcouru  par  l'unité  de  cou- 
rant, soit  placé  en  face  d'un  cadre  rectangulaire  A'B'C'D'  dont 
les  côtés  A'B'  et  CD'  sont  égaux  et  parallèles  à  AB,  ce  cadre 
étant  parcouru  par  un  courant  dans  le  sens  des  flèches,  afin 
de  défmir  le  signe  de  ses  faces. 

Soient  ds  et  ds'  des  éléments  situés  en  M  et  M',  r  leur  dis- 
tance MM',  p  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  la 
droite  A'B', 

Le  flux  d'induction  émis  par  l'élément  ds  dans  le  cadre  est, 
d'après  la  formule  de  Neumann  (328), 

rds'coss 
(11)  d<f  =  dsj  ^^— . 
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On  remarquera  qu'il  suffit  d'étendre  l'intégrale  aux  cdtés 
A'B'  et  CD',  pour  lesquels  coseest  égal  à  +  i  et  —  i,  puisque 
ce  cosinus  est  nul  pour  les  deux  autres  côtés  B'C  et  D  'A'. 

Si  l'on  désigne  par  6'  l'angle  du  rayon  vecteur  MM'  avec 
la  droite  A'B',  on  a 


rfa'sinO'^ 


rd^', 


ce  qui  donne,  pour  le  côté  A'B', 

les  angles  se  et  ^  étant  indiqués  sur  la  figure. 


L'intégrale  relative  au  côté  CD'  a  la  même  valeur  en  fonc- 
tion des  aagles  a'  et  g'  et  doit  être  prise  en  signe  contraire. 
11  en  résulte 


{") 


tang^tang  — ■ 
tang-  tang- 


Si  les  distances  jcf  et/)'  du  point  M  aux  côtés  opposés  A'B' et 
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CD'  sont  très  petites  par  rapport  à  leur  longoeur  a  et  le  point 
M  très  éloigné  des  extrémités,  les  tangentes  des  angles  a  et  a', 
g  et  P'  sont  respectivement  proporlioanelies  aux  perpendicu- 
laires p  et/ï',  ce  qui  donne 

On  aurait  ainsi  le  flux  d'induction  émis  par  un  élément  de 
courant  dans  l'intervalle  compris  entre  deux  courants  paral- 
lèles et  de  sens  contraires. 

Pour  obtenir  le  flux  du  courant  AB  dans  le  cadre,  il  faut 
intégrer  l'équation  { 1 2)  entre  les  limites  a  — o  et  a=:a,  en  expri- 
mant les  tangentes  en  fonction  de  la  variable  s. 

En  comptant  l'arc  s'  à  partir  du  point  P,  on  a  d'ailleurs 

1/      '^         J     sjp^  +  s  ' 

et  cette  intégrale  doit  être  prise  entre  les  limites  —  PA'  et 
-+-PB'  pour  la  variable  s'. 

Si  les  conducteurs  AB  et  A'B'  sont  placés  comme  les  côtés 
opposés  d'un  rectangle  et  que  l'on  compte  l'arc  s  à  partir  du 
point  A,  les  limites  sont  —  s  et  a  —s,  ce  qui  donne 


/- 


—  s -h  ijp^  -+-  s' 


Pour  intégrer  le  produit  de  cette  expression  par  ds,  on  uti- 
lisera la  relation 


Ç  t.{—u  +  \Jp'  -+-  u')  du  —  «£.(- 


dans  laquelle  on  fera  successivement  u  =  s  —  a  et  u=s.  La 
valeur  de  l'intégrale  relative  aux  courants'AB  et  A'B'  est  alors, 
toutes  réductions  faites. 


'-K/p'  +  a'+pj=^/-(a,p). 


L'intégrale  relative  aux  courants  AB  et  CD'  aura  la  même 
expression  en  fonction  de  p'  et  de  a,  et  on  doit  la  prendre  en 

ÊUelr.  El  Maga.  —  i.  -io 
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signe  contraire.  Le  flux  d'induction  fa  émis  par  le  courant  AB 
dans  le  cadre  A'C  est  donc  a  [/"(a,/»)  —  /{«./'')].  c'est-à-dire 


hvy» 


-  v'/*'  -i-a'-i-p  —  p' 


Considérons  maintenant  deux  cadres  rectangulaires    AC, 
A'C  (fig.  99),  formant  tes  faces  opposées  d'un  parallélîpîpède 


F'8>  99- 


rectangle  dont  les  côt^s  sont  a  et  b.  Soit /'leur  distance  6B', 
A^VjD'-f-a*  la  diagonale  BA',  h^yjjr'-k-b^  la  diagonale  BC'et 
H=:v'?^^-^^"+ï'  la  diagonale  BD'. 

Le  flux  d'induction  des  côtés  AB  et  CD  dans  le  cadre  A'C 
est  ■iu  =  à{f{a,p)—f{a,k)]  et  celui  des  côtés  BC  et  CD 
4[/'(*,y)— /(fi,  A)].  Le  flux  total  émis  par  le  cadre  AC  dans  le 
cadre  A'C,  ou  le  coefficient  d'induction  mutuelle,  est  donc 


M=^[f{a,p)~f(a.k)+f(b.p)-f(b.k)-\ 
k  a-h  h       ,  „  h  b-^k 


(i4)     M= 

Remarquons  aussi  que  l'on  a 


+  a(H-4-i-l- 


.,]■ 


4«-.K-^) 
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Faisant  le  même  calcul  pour  les  deux  autres  termes,  on 
obtient  finalement 

Si  les  courants  dans  les  deux  cadres  sont  I  et  V,  l'énergie 
relative  est 

En  désignant  par  X  l'attraction  qui  s'exerce  entre  les  cir- 
cuits, on  a  —  Xdp  +  dW=o  et,  par  suite, 

dp  dp 

(.5)       x=4ir[^*-(H-ri(i  +  i)-.]. 

Lorsque  la  distancepest  très  petite  par  rapport  aux  dimen- 
sions des  cadres,  on  peut  remplacer  approximativement  A  et  ^ 
par  les  côtés  a  et  b,  ce  qui  donne 

(.5)'  X=41I  [-^ ÏJ-V»" +  *■-»]• 

Comme  le  premier  terme  est  le  plus  important  dans  l'expres- 
sion de  la  force,  l'attraction  des  cadres  est  à  peu  près  en  rai- 
son inverse  de  leur  distance.  Cette  disposition  pourrait  être 
utilisée  comme  électrodynamoœètre  (364). 

407.  Cadres  circulaires  concentriques. —  Considérons  deux 
cadres  circulaires  de  même  centre  0  (fig.  loo)  dont  les  rayons 
sont  a  et  a  +  c;  nous  emploierons  ici  un  autre  mode  de  rai- 
sonnement, pour  varier  les  points  de  vue. 

Si  l'on  considère  en  P  un  élément  ds  du  circuit  extérieur  dont 
la  tangente  est  PQ,  son  champ  au  point  M  à  la  distance  r,  pour 

l'unité  de  courant,  est  égal  à  — ^ —  et  perpendiculaire  au  plan 
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de  la  figure.  Sur  un  élémeat  de  surface  rdrdH,  le  flux  de  force 

est  da )  de  sorle  que  le  (lux  d'induction  émis  par 

l'élément  dt  dans  le  cercle  intérieur  est 

dif=ds  I  Bin6rf6  /  — ■ 

En  désignant  par  r,  ci  r^  les  distances  PMi  et  PMj  aux- 


quelles  le  rayon  vecteur  relatif  à  l'angle  0  coupe  la  circonfé- 
rence intérieure,  l'intégration  par  rapport  à  r  donne 


ç  — rf«  /  £.  — I 


Cette  intégrale  est  une  fonction  elliptique,  mais  elle  peut 
être  simplifiée  dans  un  cas  particulier.  Si  l'on  mène  la  tan- 
gente PA  à  la  circonférence  intérieure,  on  a 

r,r3^r=  PA*=(a  +  c}' —  a'=:c(ao-t-c). 

-  Lorsque  la  distance  c  est  très  petite  par  rapport  au  rayon  a, 
on  peut  écrire 
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et,  par  suite. 


La  valeur  de  d^  devient,  alors 
d^=da  I        (i.  — 8in>0}sine(;e  =  2rfa  j  '(t.—BmHjsin^di. 

L'intégration  par  parties  donne 

T'^je.  — 8in"6jsmerfe  =  rco8e(a  — £.  — 8in'6)  +  a£.tang-l^ 

=  cosa(£.  —  sin»a— 2  I  —  £.  tang*"- 

Comme  l'angle  a  est  très  petit,  cette  expression  se  réduit  à 

d<t  —  iids\  £. 3  l  =  a^    JE. a     ■ 

L  -'"■^i  J     L  »    -' 

Intégrant  ensuite  par  rapport  à  a,  i)  en  résulte,  pour  le 
coedicient  d'induction  mutuelle, 

408.  Cas  des  courants  superficiels.  —  La  forme  de  Neu- 
mann  ne  permet  pas  de  calculer  sans  précautions  partîcu-^ 
Hères  le  coefficient  de  self-induction  d'un  circuit,  parce  que 
les  éléments  voisins  donnent  des  termes  infinis  dans  l'inté- 
grale, quand  on  suppose  les  conducteurs  linéaires.  Il  est  alors 
nécessaire  de  faire  intervenir  le  mode  de  distribution  des 
courants  dans  la  section  môme  des  conducteurs.  Nous  aurons 
recours  à  des  considérations  plus  directes. 

Lorsque  le  diamètre  des  conducteurs  est  très  petit  par  rap- 
port à  leur  rayon  de  courbure,  l'action  d'un  élément  du  cou- 
rant sur  les  points  très  voisins  est  sensiblement  la  même  que 
s'il  appartenait  à  un  conducteur  rectiligne  indéfini. 
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Si  les  courants  sont  uniquement  distribués  sur  la  surface,  > 
ce  qui  a  lieu  pour  les  courants  alternatifs  à  grande  fréquence, 
l'action  intérieure  de  chaque  partie  est  nulle  (317). 

Pour  les  conducteurs  à  section  circulaire,  la  distribution 
superficielle  est  homogène,  par  raison  de  symétrie,  ell  action 
extérieure  d'un  élément  est  la  même  que  si  le  courant  était 
concentré  sur  l'axe  du  conducteur. 

Quand  on  veut  déterminer  le  coefiicient  de  self-induction 
d'un  circuit,  on  devra  ainsi  calculer,  pour  chaque  élément  rfa, 
le  ilux  de  force  qu'il  émet  dans  une  surface  limitée  au  con- 
tour intérieur,  pour  les  portions  voisines,  et  à  l'axe  même  du 
conducteur  pour  les  parties  éloignées.  L'intégrale  ne  ren- 
ferme plus  alors  de  termes  infinis. 

409.  Self-induction  d'un  cadre  rectangulaire  ou  circulaire.  — 
Supposons  que  le  cadre  ABCD  (fig.  99)  'soit  formé  par  un 
conducteur  à  section  circulaire  de  rayon  p.  Le  flux  relatif  au 
côté  AB  est  le  même  que  celui  qu'émettrait  le  courant  AB  dans 
un  cadre  A'C  pour  lequel  on  aurait  p=p,  /)'  =  b. 

Le  flux  relatif  au  côté  CD  ayant  la  même  valeur,  on  aurait 
ainsi,  pour  ces  deux  côtés,  en  posant  m»=(i»-i-A', 

Les  côtés  BC  et  DA  donneront,  de  même, 

t. = 4 [ji. f  t±v«ï±ïî + ,„ ^ V*^T^ + p - «l . 

t        P         à-\-m  J 

et  le  coefficient  de  self-induction  est  L=La~i-Lt. 

Lorsque  les  rapports  du  rayon  p  aux  côtés  a  et  6  du  cadre 
sont  assez  petits  pour  que  leurs  carrés  soient  négligeables  de- 
vant l'unité,  on  peut  écrire 

^L        p{o  +  ni)  p(4  +  m)         >  "J 

Si  l'on  tient  compte  du  carré  de  ces  rapports,  on  écrira 


"»6 
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On  doit  alors  ajouter  à  la  valeur  précédente  du  coefficient  L 
le  terme  complémentaire 

Par  la  même  raison,  le  coefficient  de  self-induction  d'un 
cadre  circulaire  de  rayon  a,  dont  le  conducteur  a  une  section 
circulaire  de  rayon  p,  s'obtiendra  d'une  manière  très  appro- 
chée en  faisant  c=^p  dans  la  valeur  du  coefficient  d'induc- 
tion mutuelle  de  deux  cadres  circulaires  concentriques  (407), 
ce  qui  donne 


=  4^^ 


"(^■T-> 


410.  Système  de  courants  parallèles.  —  Supposons  encore 
que  le  courant  traverse  un  certain  nombre  de  conducteurs 
rectilignes  parallèles,  les  uns  dans  un  sens,  les  autres  en  sens 
contraire,  et  que  ces  courants  soient  astreints  à  la  condition  de 
produire  un  champ  magnétique  nul  dans  tous  les  conducteurs. 
Ce  système  correspond  (317)  à  un  ensemble  de  conducteurs 
cylindriques  indéflnis,  chargés  d'électricité  positive  au  même 
potentiel,  en  présence  d'autres  conducteurs  qui  ont  la  même 
charge  totale  d'électricité  négative,  puisque  le  courant  d'aller 
est  égal  au  courant  de  retour.  En  un  point  P  (fig.  loi)  exté- 
rieur aux  conducteurs,  le  champ  magnétique  F  dans  le  pre- 
mier problème  est  égal  et  perpendiculaire  au  champ  électri- 
que F'  dans  le  second. 

Supposons  qu'il  n'y  ait  que  deux  conducteurs  parallèles, 
l'un  A  pour  le  courant  d'aller'  et  l'autre  B  pour  le  courant  de 
retour;  soient  V,  et  Va  leurs  potentiels  électrostatiques,  et  s 
une  ligne  de  force  entre  ces  deux  conducteurs. 

Le  flux  r  d'induction  magnétique  qui  traverse  cette  ligne 
de  force,  pour  l'unité  de  longueur  des  cylindres,  est  égal  à 

fvds  ou  à    Tr'^s. 
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Dans  le  problème  électrostatique  celte  dernière  expression 
n'est  autre  chose  que  la  différence  de  potentiel  V,  — V»  des 
conducteurs;  U  en  résulte  ?=  Vi  — V». 

Pour  que  les  charges  électriques  soient  égales  et  de  signes 
contraires  sur  les  conducteurs  A  et  B,  il  faut  que  le  second 
entoure  le  premier.  Le  courant  total  et  la  charge  électrosta- 
tique correspondante  étant  I,  si  /  est  le  coefficient  de  self- 
induction  des  deux  conducteurs  par  unité  de  longueur  et  c  la 
capacité  électrostatique  du  système  correspondant,  on  a 

ç  =  /I  =  V,-V,=  ^. 

Il  en  résulte  lc  =  t,  c'est-à-dire  que  le  coefficient  de  self- 
induction  par  unité  de  longueur  est  l'inverse  de  la  capacité 
électrostatique  correspondante  ('). 

On  connaît  ainsi,  par  les  problèmes  qui  précèdent,  le  coef- 


ficient de  self-induction  de  deux  cylindres  circulaires  concen- 
triques (5T)  ou  excentriques  (122),  ou  celui  d'un  conducteur 
situé  en  face  d'un  plan  parallèle  {121). 

411.  Courants  homogènes.  —  Lorsque  le  courant  est  réparti 
uniformément  dans  la  section  du  conducteur,  le  coefficient  de 
self-induction,  obtenu  pour  les  courants  superficiels,  doit  filre 
complété  en  y  ajoutant  la  valeur  moyenne  du  flux  de  force 
produit  par  le  champ  intérieur'sur  la  surface  qui  correspond 
au  rayon  du  conducteur. 

Pour  un  courant  de  densité  a,  le  champ  F  produit  en  un 
point  F  du  conducteur  (fig.  102)  h  la  distance  r  de  l'axe,  par 
les  parties  voisines  du  courant,  est  aicor;  sur  la  surface  d'un 

(1)  A.  Pt^iEn,  c.  n.  de  VAead.  det  tciencet,  t.  CXVIII,  p.  166;  18SJ. 
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rectangle  ayant  l'unité  de  hauteur  et  pour  base  PC,  le  flux 
total  de  force  est 


La  valeur  moyenne  de  r*  étant 


^X' 


,.V(r.)=-L'ilV 


le  flux  moyen  relatif  au  rayon  OC  est  -^-^  =  ~>  c'est-à-dire  - 

pour  l'unité  de  courant  et  l'unité  de  longueur  du  circuit. 

Le  coefficient  de  self-induction  d'un  circuit,  pour  les  cou- 
rants homogènes,  s'obtiendra  donc  simplement  en  ajoutant 
la  moitié  de  la  longueur  du  circuit  au  coefficient  de  self- 
induction  calculé  par  les  courants  superficiels. 


Le  coeflicient  de  self-induction  d'un  cadre  rectangulaire 
est  ainsi,  aux  petits  termes  près, 

L  =  4ra£.    /"^^    .-hbSL.    .".''''     +  a/» -2 («  +  /,)], 
L        ?{a-\-m)  (>{bH-m)  4^  '_] 

et  celui  d'un  cadre  circulaire 

i  =  4=»[x.^-,,;3]. 
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CHAPITRE    SIXIEME 

UNITÉS    DE  MESURE 


412.  Unités  fondamentales.  —  Unités  dérivées.  —  Toute  loi 
expérimentale  se  traduit  par  une  relation  analytique,  ou  une 
équation,  entre  les  ditTérentes  grandeurs  qui  interviennent 
dans  un  phénomène.  On  peut  évidemment  rapporter  chacune 
de  ces  grandeurs  à  une  unité  arbitraire,  mais  il  est  alors  né- 
cessaire de  recourir  à  l'emploi  de  coefGcients  particuliers  pour 
maintenir  l'homogénéité  des  formules.  La  nature  et  la  valeur 
des  coefficients  sont  définies  par  le  choix  des  unités. 

Cette  méthode  n'apporterait  pas  de  gêne  sérieuse  dans  la 
discussion  des  propriétés  mathématiques,  mais  elle  présente 
le  grave  inconvénient,  alors  mémeque  les  unités  ont  été  suffi- 
samment déHnies,  de  rendre  difficile  la  comparaison  des  ré- 
sultats obtenus  par  difTérents  observateurs  et  surtout  de  mas- 
quer les  relations  qui  peuvent  exister  entre  certains  ordres  de 
phénomènes.  Il  y  a  donc  tout  avantage  à  réduire  autant  que 
possible  les  coefficients,  par  un  choix  commun  d'unités  pré- 
sentant entre  elles  ce  caractère  de  coordination  qui  fait  la  su- 
périorité du  système  métrique. 

La  nature  des  grandeurs  étant  définie  par  l'expression  des 
lois,  il  arrive  alors  que  la  suppression  des  coeffîcients  dans 
certaines  formules  entraîne  leur  conservation  dans  d'autres 
formules  et  que  des  grandeurs  que  l'on  continue  de  désigner 
par  les  mêmes  expressions  du  langage  ne  sont  plus  de  même 
nature.  C'est  ainsi  que,  dans  le  système  de  mesures  dit 
électroslatiqae,  où  l'unité  d'électricité  est  définie  par  la  loi  de 
Coulomb  relative  aux  actions  réciproques  des  corps  élec- 
trisés,  la  résistance  d'un  conducteur  est  l'inverse  d'une  vi- 
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tesse  (154),  tandis  que  dans  le  système  électro-magnéliqae, 
où  l'unité  de  magnétisme  est  déflnie  par  l'action  réciproque 
des  aimants,  la  résistance  du  même  conducteur  devient  fina- 
lement une  vitesse  (377).  La  confusion  n'est  pas  dans  les 
idées,  mais  seulement  dans  les  mots,  parce  qu'on  a  donné  le 
même  nom  à  des  grandeurs  qui  ne  sont  pas  homogènes. 

Des  confusions  analogues  se  produisent  souvent  dans  le 
langage  ordinaire.  Le  poids  d'un  corps  est  une  force;  c'est  la 
pression  qu'il  exercerait  sur  un  plan  horizontal  ou  la  tension 
du  cordon  qui  le  porterait  en  équilibre.  Les  poids  de  deux 
corps  sont  en  un  même  lieu  dans  le  rapport  de  leurs  masses, 
mais  le  poids  d'un  corps  déterminé,  si  on  l'évalue  par  un  dyna- 
momètre, dépend  de  la  gravité  au  point  d'observation,  quoique 
sa  masse  ne  change  pas.  Le  kilogramme  des  Archives  est  un 
étalon  de  masse,  non  de  poids.  Quand  on  définit  la  quantité 
d'une  substance  par  son  poids,  on  fait  une  erreur  de  langage, 
car  c'est  la  masse  seulement  qui  est  définie. 

Les  unités  irréductibles,  ou  fondamentales,  sont  choisies 
arbitrairement  et  l'on  doit  les  réduire  au  nombre  minimum. 
Eq  géométrie,  par  exempte,  les  unités  de  surface  et  de  volume 
peuvent  se  déduire  de  l'unité  de  longueur.  En  cinématique 
s'introduit  la  notion  du  temps.  La  dynamique  amène  une  troi- 
sième unité,  indépendante  des  deux  premières,  celle  de  la 
force  ou  de  la  masse.  Toutes  les  grandeurs  mécaniques  peu- 
vent ainsi  être  évaluées  en  fonction  des  trois  unités  de  lon- 
gueur, de  temps  et  de  masse,  ou  de  longueur,  de  temps  et  de 
force.  Dans  un  système  coordonné,  les  unités  de  toutes  les 
grandeurs  qui  s'expriment  au  moyen  des  unités  fondamen- 
tales sont  désignées  sous  le  nom  d'unités  dérivées. 

Les  phénomènes  d'électricité  et  de  magnétisme  se  traduisent 
finalement  par  leurs  propriétés  mécaniques  ;  ils  peuvent  donc 
être  définis  et  mesurés,  comme  les  quantités  mécaniques  elles- 
mêmes,  en  fonction  des  trois  unités  fondamentales  de  lon- 
gueur, de  temps  et  de  masse. 

Un  système  de  mesures  fondé  sur  ce  genre  de  coordination 
est  appelé  absolu,  le  mot  absolu  étant  employé  par  opposition 
au  mot  relatif,  qui  caractériserait  un  système  de  mesures  où 
les  unités  des  différentes  grandeurs  seraient  indépendantes 
les  unes  des  autres. 
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413.  Dimensions  d'une  unité  dérivée.  —  Soient  n  l'expres- 
sion numérique  d'une  quantité,  c'est-à-dire  le  nombre  d'unités 
qu'elle  renferme,  et  A  la  grandeur  de  l'unité  de  comparaison  ; 
si  l'on  donne  à  cette  unité  une  valeur  différente  A',  la  gran- 
deur sera  mesurée  par  un  autre  nombre  n'  et  l'on  aura 

.         ;  . ;  n'A 

nA  =  rt  A  ou         —  =  -i-;  • 

n        A 

Il  résulte  de  celte  relation  évidente  que  le  rapport  des  valeurs 
numériques  d'une  grandeur  est  égal  au  rapport  inverse  des 
unités  qui  lui  ont  serai  de  mesure. 

Quand  Tuoité  est  dérivée,  elle  varie  par  suite  d'un  change- 
ment dans  les  unités  fondamentales;  pour  connaître  le  rap- 
port des  valeurs  correspondantes  A  et  A',  il  faut  savoir  de 
quelle  manière  l'unité  dérivée  dépend  des  unités  fondamen- 
tales, en  d'autres  termes  quelles  sont  ses  dimensions  en  fonc- 
tion des  unités  fondamentales. 

Nous  représenterons  par  les  symboles  [L],  [M],  et  [T]  les 
unités  fondamentales  de  longueur,  de  masse  et  de  temps,  et 
par  un  symbole  analogue  [x]  la  grandeur  d'une  unité  dérivée. 
Ainsi,  les  dimensions  de  l'unité  de  surface  seront  représen- 
tées par  [L^]  et  celles  de  l'unité  de  volume  par  [L*]  ;  cela  si- 
gnifie que  l'unité  de  surface  varie  comme  le  carré,  et  l'unité 
de  volume  comme  le  cube  de  l'unité  de  longueur. 

Plus  généralement,  si  les  dimensions  d'une  unité  dérivée 
sont  exprimées  par  le  symbole  [L''M*T'"],  c'est-à-dire  si  elle 
est  respectivement  proportionnelle  aux  puissances  p,çetr  des 
unités  fondamentales  de  longueur,  de  masse  et  de  temps,  et 
qu'on  prenne  successivement,  pour  ces  dernières,  des  valeurs 
L,  M,  T  et  L',  M',  T',  le  rapport  des  valeurs  A'  et  A  de  l'unité 
dérivée  dans  le  second  et  le  premier  système  sera 


-©'©'(?)'■ 


414.  Unités  dérivées  mécaniques.  —  Les  principales  gran- 
deurs dérivées  en  mécanique  sont  la  vitesse,  Y  accélération,  la 
force,  le  travail  ou  Yénergieei  lapuissance. 

Vitesse.  —  La  vitesse  est  le  chemin  parcouru  par  un  mo- 
bile dans  l'unité  de  temps  ou,  plus  généralement,  la  limite  du 
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rapport  de  l'accroissement  d'espace  parcouru  à  la  variation 
de  temps  correspondante;  c'est  le  quotient  d'une  longueur 
par  un  temps.  Les  dimensions  de  l'unité  sont  donc  (LT     ]. 

Accélération.  —  L'accélération  est  le  rapport  de  l'accrois- 
sement de  la  vitesse  à  l'accroissement  du  temps;  par  suite,  le 
quotient  d'une  vitesse  par  un  temps,  ce  qui  donne,  pour  les 
dimensions  de  l'unité  [LT~  ]. 

Force.  —  Comme  la  force  est  le  produit  d'une  masse  par 
une  accélération,  les  dimensions  de  l'unité  sont  [LMT-']. 

Travail,  Énergie.  —  Le  travail  ou  l'énergie  W  est  le  pro- 
duit d'une  force  par  une  longueur;  c'est  aussi  la  valeur  du 
moment  d'un  couple.  La  force  vive,  qui  est  une  quantité  de 
même  espèce  que  le  travail,  est  le  produit  d'une  masse  par 
le  carré  d'une  vitesse.  Dans  les  deux  cas,  les  dimensions  de 
l'unité  8ont[L  MT^  ]. 

Puissance.  —  La  puissance  d'une  machine  régulière  est  le 
travail  qu'elle  produit  pendant  l'unité  de  temps;  c'est  le  quo- 
tient d'un  travail  par  un  temps.  Les  dimensions  de  l'unité  de 
puissance  sont  [L*MT~']. 

L'unité  de  force  est  celle  qui,  agissant  sur  l'unité  de  masse, 
lui  communique  pendant  l'unité  de  temps  une  accélération 
égale  h  l'unité. 

L'unité  de  travail  est  le  travail  produit  par  l'unité  de  force, 
quand  son  point  d'application  se  déplace  de  l'unité  de  lon- 
gueur dans  sa  propre  direction. 

415.  Unités  dérivées  électriques  et  magnétiques.  —  Les 
grandeurs  électriques  les  plus  importantes  sont  la  quanlilé 
d'électricité,  le  champ  électrique,  le  potentiel  ou  la  force  élec- 
tromolrice,  la  capacité,  l'intensité  du  courant,  la  résistance,  etc. 
On  aura,  de  même,  pour  les  grandeurs  magnétiques,  la  quan- 
tité de  magnétisme,  le  champ  magnétique,  \a  puissance  magné- 
tique d'un  feuillet,  etc.  Toutes  ces  grandeurs  sont  reliées  entre 
elles  par  les  relations  qui  les  définissent;  si  l'une  est  donnée, 
toutes  les  autres  s'en  déduisent. 

Pour  constituer  un  système  absolu,  il  faut  que  la  quantité 
qui  sert  de  point  de  départ  puisse  être  évaluée  directement 
en  unités  mécaniques.  On  peut  ainsi  rapporter  les  mesures 
aux  unités  électrostatiques,  électromagnétiques  ou  éleclrody- 
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namiqaes,  suivant  le  choix  de  la  formule  primitive.  De  là, 
trois  systèmes  de  mesures  absolues,  indépendants  et  incom- 
patibles, dans  lesquels  les  diverses  unités  sont  liées  d'une 
manière  difTérente  aux  unités  fondamentales. 

Il  n'y  a  aucune  raison  théorique  pour  préférer  l'un  de  ces 
systèmes  aux  autres  ;  deux  cependant  ont  une  plus  grande  im- 
portance pratique,  ce  sont  les  systèmes  électrostatique  et  élec- 
tromagnétique. Les  unités  du  système  électrodynamique  ne 
diffèrent  d'ailleurs  que  par  un  facteur  numérique  des  unités 
électromagnétiques  correspondantes,  et  elles  se  présentent 
d'une  manière  moins  simple  dans  les  applications;  nous  con- 
sidérerons seulement  les  deux  premières. 

416.  UnitéB  électrostatiques.  —  Quantité  d'électricité  [q].  — 
D'après  la  loi  de  Coulomb,  la  répulsion  ou  la  force  méca- 
nique /■  qui  s'exerce  entre  deux  masses  électriques  égales  à  q, 
séparées  par  la  distance  d,  donne 

/■=2^>       ou      q  =  d\[f. 
On  en  déduit,  pour  les  dimensions  de  l'unité  d'électricité, 

lîl  =  KI[/'"l=|I.'M-T-'|. 

Densité  superficielle.  Déplacement  électrique  [a\.  —  La  den- 
sité est  la  quantité  d'électricité  par  unité  de  surface  (13);  le 
déplacement  aussi  est  la  quantité  d'électricité  qui  a  traversé 
l'unité  de  surface  (98);  on  aura  donc 

H  =  [?l  [L"'|  =  |I.^"M»T-'|. 

Champ  électrique  \h\ .  —  L'intensité  k  d'un  champ  électrique 
estl'action  qu'il  exerce  sur  l'unité  d'électricité,  ou  le  quotient 
d'une  force  mécanique  par  une  quantité  d'électricité,  ce  qui 
donne,  pour  les  dimensions  de  l'unité, 

I*I=[/'1[î-'1=Ii."-mV'|; 

elles  sont  les  mêmes  que  celles  de  la  densité,  comme  on  pou- 
vait le  prévoir  par  le  théorème  de  Coulomb  (31). 
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Le  flux  de  force  électrique  est  le  produit  de  l'intensité  du 
champ  par  une  surface  ;  il  en  résulte  que  les  dimensions  de 
l'unité  de  flux  de  force  sont  les  mêmes  que  celles  d'une  masse 

électrique,  c'est-à-dire  [L*M'T"  ). 

Pouvoir  inducteur  spécifique.  —  Dans  le  cas  actuel,  le  pou- 
voir inducteur  spécifique  est  un  nombre. 

Force  éleclromolrice  ou  potentiel  électrostatique  [f],  —  Le 
potentiel  d'une  masse  électrique  à  une  distance  d  est  le  quo- 
tient de  la  masse  par  cette  distance;  on  a  donc 

H  =  [LîMîT-'|. 

Un  potentiel  est  la  racine  carrée  d'une  force  mécanique. 

Capacité  électrostatique  [c].  La  capacité  d'un  condensateur 
est  le  quotient  de  sa  charge  par  la  différence  de  potentiel  des 
armatures,  et  l'oD  a 

La  capacité  électrostatique  est  donc  une  longueur,  comme  on 
l'a  déjà  vu  (50). 

Intensité  du  courant  [i\.  —  L'intensité  d'un  courant  est  la 
quantité  d'électricité  qui  traverse  la  section  d'un  fil  dans 
l'unité  de  temps,  ou  le  quotient  d'une  quantité  q  par  un 
temps  ï;  on  a  ainsi 

.  =  ?,       |,]  =  |L'M'T-|. 

Résistance  [r\.  —  La  résistance  d'un  conducteur,  définie 
par  la  loi  d'Ohm,  est  le  quotient  de  la  force  éleclromolrice 
entre  deux  points  par  l'intensité  du  courant,  ce  qui  donne 

'■=?•     ['■1  =  H-"t1- 

La  résistance  électrostatique  est  donc  l'inverse  d'une  vitesse, 
comme  nous  l'avons  déjà  démontré  (154). 

La  résisliuité  est  la  résistance  d'un  conducteur  pour  l'unité 
de  longueur  et  l'unité  de  section.  La  résistivité  d'une  sub- 
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stance  est  donc  le  produit  d'une  résistance  par  une  longueur; 
ses  dimensions  sont  simplement  [T]. 

Quantité  de  magnétisme  [m].  —  La  quantité  de  magnétisme 
sera  définie  par  la  condition  que  l'action  mécanique  /'d'un 
pôle  magnétique  de  masse  m  sur  une  portion  de  courant  d'in- 
tensité I  et  de  longueur  l  très  petite,  située  &  ]a  distance  d  du 
pôle  et  dans  une  direction  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint 
son  milieu  au  pôle,  soit  exprimée  par  la  loi  de  Laplace  (316) 

f=-ji-^       ou       m='-7j-; 


[™J  =  |L'Mi|. 

Le  moment  magnétique  étant  le  produit  d'une  masse  ma- 
gnétique par  une  longueur,  les  dimensions  de  l'unité  seraient 

alors  [L^M*]. 

Densité  magnétique.  —  La  densité  magnétique  superfi- 
cielle est  la  quantité  de  magnétisme  par  unité  de  surface  ; 

l'unité  de  densité  a  pour  dimensions  [L  *M"). 

Champ  magnétique.  —  L'intensité  du  champ  magnétique  est 
l'action  qu'il  exerce  sur  l'unité  de  masse  magnétique';  les 
dimensions  de  l'unité  de  champ  sont 

(/■|1»'-'1  =  1L-M'T"'1. 

Potentiel  magnétique.  —  Le  travail  d'un  champ  magné- 
tique sur  la  masse  magnétique  m  qui  se  déplace  entre  deux 
points  est  le  produit  de  cette  masse  par  la  difTérence  des 
potentiels  aux  deux  points  ;  le  potentiel  magnétique  est  donc 
le  quotient  d'une  énergie  par  une  masse  magnétique  ;  les 
dimensions  de  l'unité  de  potentiel  sont 

[W1[»>"'|=|L>MJT-|. 

Puissance  magnétique.  —  La  puissance  magnétique  d'un 
feuillet  est  le  produit  de  la  densité  superficielle  par  l'épaisseur 

du  feuillet  ;  les  dimensions  de  l'unité  sont  alors  (L   ^M'}. 
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417.  Dnités  électromagnétiques.  —  Dans  le  système  de 
mesures  électromagnéticiues,  la  quantité  de  magnétisme  est 
détlnie  comme  l'était  précédemment  la  quantité  d'électricité  ; 
les  dimensions  des  unités  de  masse  magnétique,  de  densité 
superficielle,  de  champ  et  de  potentiel,  sont  les  mêmes  que 
pour  les  grandeurs  électriques  correspondantes  en  mesures 
électrostatiques. 

Puissance  magnétique.  Inlensilé  du  courant.  —  La  puis- 
sance magnétique  d'un  feuillet  étant  le  produit  de  la  densité 
superficielle  par  l'épaisseur,  on  a 

|U|  =  [L'M'T"'|. 

Dans  le  système  électromagnétique,  les  dimensions  de 
l'unité  de  puissance  magnétique  sont  les  mêmes  que  celles 
du  potentiel  magnétique,  résultat  qui  était  évident  (246).  On 
voit  aussi  que  la  puissance  magnétique  d'un  feuillet  est  la  ra- 
cine carrée  d'une  force  mécanique. 

L'intensité  du  courant  I  a  la  même  valeur  que  la  puissance 
magnétique  d'un  feuillet  (321). 

Quantité  d'éleclricitè.  —  La  quantité  d'électricité  étant  le 
produit  d'une  intensité  de  courant  par  un  temps,  les  dimen- 
sions de  l'unité  nouvelle  [Q]  sont 

[Q|  =  |L>M'|. 

Ces  dimensions  sont  les  mêmes  que  celles  de  la  quantité  de 
magnétisme  en  unités  électrostatiques  ;  par  conséquent,  dans 
le  système  électromagnétique,  la  densité  superficielle,  le 
champ  et  le  potentiel  ou  force  électromotrice  [E]  auront  les 
mêmes  dimensions  que  les  quantités  magnétiques  corres- 
pondantes dans  le  système  électrostatique.  Ou  aura,  en  parti- 
culier ,*pour  la  force  électromotrice, 

Pouvoir  inducteur  spécifique  (K).  —  Le  pouvoir  inducteur 
spécifique  (98)  est  en  raison  inverse  du  coefficient  d'élas- 

ÊUctr.  el  Utgn.  —  i.  'i  > 
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ticilé  électrique  du  milieu,  c'esl-à-dire  proportionnel  au  rap- 
port du  déplacement  à  la  valeur  du  champ,  ce  qui  donne 

|KJ  =  |L-T'|. 

Le  pouvoir  inducteur  spécifique,  en  unités  électromag'né- 
tiques,  est  l'inverse  du  carré  d'une  vitesse. 

Résislance  [R].  —  La  résistance  d'un  conducteur  est  le 
quotient  de  la  force  électromotrice  par  l'intensité  du  courant; 
les  dimensions  de  l'unité  de  résistance  sont 

|R)  =  |LT-'|. 

La  résistance  d'un  conducteur  en  unités  électromagnéti- 
ques est  donc  une  vitesse.  Dans  ce  cas,  la  résisiiviié  a  pour 
dimensions  [L   T     ]. 

Capac'dé  [C].  —  La  capacité  est  le  rapport  de  la  charge 
électrique  Q  d'un  condensateur  à  la  difTérence  de  poleotiel 
des  deux  armatures  ;  on  a  alors 

C  =  5,       ou       ICI^-IL-'t"]. 

418.  Dimensions  des  principales  unités.  —  On  détermine- 
rait de  la  même  manière  les  dimensions  des  autres  grandeurs 
que  nous  n'avons  pas  examinées.  Nous  résumerons  dans  les 
tableaux  suivants  les  résultats  relatifs  aux  plus  importantes. 

UMTÉS   FONDAME.NTALES 

Longueur [L], 

Masse |M|, 

Temps |T], 

UNITÉS   DÉRIVÉES   MÉCANISCES 

Vitesse |LT"'|. 

Accélération [LT       |, 

Force [LMT"'j, 

Énergie |L''MT"'], 

Puissaace  . , [L  MT      |. 
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UNITÉS  DÉRIVÉES  ÉLECTRIQUES 

Sjstème  Système 

électjroBlB  tique.  èleclromagnétlqiie. 

QuaiiUlé  dï-loctrkiUS | L^M=^T~' ]  |L* M* ) 

Densité  électrique  superficielle..        [L    *M"T      |  [L    ^M*] 

Champ  électrique |L~=*^M^T~')  {L^M*T~'l 

PLiix  de  force  électrique [L^M^T^'j  [L^M"^T~'| 

Pouvoir  inducteur  spécifique i  [L      T  ] 

Potentiel  électrostatique [L*M*T~  ]  (L^M'ï"  J 

Capacité  éleclrostûtiquo (L|  [L       T    | 

Intensité  de  courant |L*iM^T"°|  |L^M*T     'j 

Késiatancc |L"'TJ  |LT"'] 

Résislivité [T]  [I,*T"'] 

UNITÉS  DÉRIVÉES  MAGNÉTIQUES 

QXiantité  de  magnétisme «            |  L^M  "  |  |L^M^T  "  '  | 

Densité  superficielle | L^^M "  j  | L~*M'T" '  j 

Champ  magiiiHique |  L  "  M  ^  T      ]  [  L    ^  M  ^  T      | 

Flux  de  force  magnétique |  L  ^  M  '  T      ]  |  L  ^  M  "  ï      j 

Potentiel  magnétique ILi-M^T""]  [\^Mh''\ 

Puissance  magnétique |  L^^M^]  |  [.=*  M^T  '  '  J 

Moment  magnétique [L^M"|  jL^M'T      ] 

Intensité   d'aimantation [I,     ^M^j  |L     "M'T      ] 

Coefficient  d'aimantation )  |,-î„,a. 

Perméabilité  magnétique^ )         '^  ''  ' 

Coeflicients  d'induction (L"' T°|  [ 1. 1 


DigmzcdbyGoOglC 


M4  ÉLECTROMAGNËTISME. 

419.  Relations  entre  les  deux  espèces  d'unités.  —  Pour 
établir  les  relations  qui  existent  entre  les  unités  correspon- 
dantes des  deux  systèmes,  il  suffît  de  comparer  leurs  dimen- 
sions respectives.  On  y  arrive  plus  directement  en  égalant 
les  valeurs  d'une  même  grandeur  mécanique  estimée  par  les 
deux  méthodes.  Une  quantité  déterminée  d'énergie  W,  par 
exemple,  s'exprimera  par  la  chaleur  que  fournit  un  courant, 
par  la  décharge  d'une  capacité  à  force  électromotrice  coos- 
lante,  par  l'énergie  relative  A/P  de  deux  courants  égaux,  par 
le  travail  HQx  que  subit  une  masse  électrique  Q  parcourant  le 
chemin  x  dans  la  direction  d'un  champ  H,  etc.  On  aura  ainsi, 
en  représentant  par  des  majuscules  les  mesures  en  unités 
électromagnétiques  et  par  les  mêmes  lettres  minuscules  les 
mesures  en  unités  électrostatiques, 

,  ,    )  W  =  PRï=EIï^EQ=E=C:.J/I-  =  HQ.r--- , 

^''    (  W=  !■*;■(=  ei(  =  ey  —  e*c  =  nip  =  ki/.r= ; 

il  en  résulte 


(al 

^  i'r       et        eij        e'^c       mi^        htf 

On  a  donc,  en  désignant  par  v  une  constante, 


(3) 


Les  rapports  inverses  existent  entre  les  unités  correspon- 
dantes, ce  qui  donne,  en  particulier, 


(4) 


-121 

""l'/l 


La  constante  v  désigne  ainsi  le  nombre  d'unités  électrosta- 
tiques d'électricité  \q\  qui  existent  dans  une  unité  d'électri- 
cité [Qj  en  mesures  électromagnétiques. 

De  même,  si  Q  est  la  charge  électrique  de  l'élément  de 
surface  dS  d'un  conducteur,  le  déplacement  électrique  (98) 
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correspondant  est  4^Q=  KH<^S,  ce  qui  donne  aussi,  dans 
les  deux  systèmes, 

QKH         K  _Q  h_± 

q        hk  k       //     H       V* 

Dans  un  système  déterminé,  le  potentiel  électrostatique 
en  un  point  P,  évalué  par  la  somme  des  quotients  des  masses 
par  les  distances,  est  proportionnel  à  la  masse  q  et  peut 
s'écrire  e  =  \q~  v  AQ.  Le  même  potentiel  en  unités  électro- 
magnétiques est  E  =  ve  =  V  AQ,  c'est-à-dire  le  produit  par  V 
de  la  somme  des  quotients  des  rapports  des  masses  électro- 
magnétiques aux  distances  correspondantes. 

Puisque  la  résistance  électromagnétique  R  est  une  vitesse 
et  la  résistance  électrostatique  r  l'inverse  d'une  vitesse,  le 
rapport  de  la  première  à  la  seconde  est  le  carré  d'une  vitesse  ; 
la  constante  t  est  donc  elle-même  une  vitesse. 

Un  grand  nombre  d'expériences  ont  été  faites  pour  déter- 
miner la  valeur  de  cette  constante.  Il  se  présente  évidem- 
ment autant  de  méthodes  qu'il  y  a  de  quantités  pouvant  être 
mesurées  à  la  fois  directement  en  unités  électrostatiques  et 
en  unités  électromagnétiques.  Tous  les  résultats  obtenus 
sont  voisins  du  nombre  qui  exprime  la  vitesse  de  la  lumière 
dans  le  vide,  et  semblent  s'en  rapprocher  d'autant  pins  que  la 
précision  des  mesures  s'améliore  davantage.  11  est  naturel 
d'en  conclure  qu'une  coïncidence  aussi  extraordinaire  ne  peut 
être  fortuite  et  que  l'égalité  des  deux  nombres  obtenus  par 
l'expérience  lient  fc  une  corrélation  dans  la  nature  des  phéno- 
mènes. La  vitesse  de  la  lumière  est  très  approximativement 
de  3ooooo  kilomètres  par  seconde.  C'est  ce  nombre  que  nous 
adopterons  pour  la  valeur  du  rapport  v,  en  l'exprimant  en 
fonction  de  la  longueur  qui  aura  été  choisie  comme  unité 
fondamentale. 

420.  Système  C.  G.  S.  —  Sur  la  proposition  de  Lord  Kelvin, 
VA3sociation  Britannique  a  choisi  comme  unités  fondamen- 
tales le  centimètre,  la  masse  du  gramme  et  la  seconde  sexagé- 
simale de  temps  moyen.  Ces  unités  ont  été  adoptées  définiti- 
vement pour  les  mesures  électriques  et  magnétiques,  par  le 
Congrès  international  des  Electriciens  réuni  k  Paris  en  1881  ; 
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elles  tendent  à  se  généraliser  pour  l'expression  des  autres 
quantités  physiques. 

Il  est  convenu  que  les  mesures  rapportées  &  ce  système 
sont  désignées,  en  cas  de  doute,  par  le  symbole  C.  G.  S., 
sans  qu'il  soit  nécessaire  d'attribuer  un  nom  spécial  aux  uni- 
tés dérivées  correspondantes  ;  la  pratique  paraît  cependant 
avoir  consacré  deux  exceptions  :  pour  la  dyne,  ou  l'unité  de 
force,  et  pour  Verg,  ou  l'unité  de  travail  (il). 

Dans  te  système  C.  G.  S.,  la  valeur  de  la  constante  v  est 
3ooooo.  10*  ou  3.10". 

Lorsque  les  grandeurs  que  l'on  évalue  sont  très  grandes 
ou  très  petites  par  rapport  aux  unités  correspondantes,  on 
abrège  l'écriture  en  les  exprimant  ainsi  par  un  nombre  simple, 
renfermant  tous  les  chiffres  que  comporte  l'approximation  des 
expériences,  sauf  à  le  multiplier  par  une  puissance  convenable 
de  io,  positive  ou  négative.  Dans  le  système  C.  G.  S.,  la  force 
électromotrice  d'un  couple  Daniell,  par  exemple,  vaut  environ 

5 —  ou  vj  10-»  en  unités  électrostatiques,  et  10'  en  unités  élec- 
tromagnétiques. De  même,  la  résistance  d'un  fll  de  cuivre 
d'un  millimètre  de  diamètre  et  d'un  mètre  de  longueur  est 

voisine  de  ?*  io~'*  en  unités  électrostatiques  et  de  2.10^  en 

unités  électromagnétiques. 

421.  Sytème  pratique.  —  Dans  les  recherches  purement 
scientifiques,  il  est  à  peu  près  indifférent  de  rapporter  les 
mesures  aux  unités  électrostatiques  ou  aux  unités  électroma- 
gnétiques ;  le  choix  entre  les  deux  systèmes  dépend  beaucoup 
de  la  nature  des  phénomènes  observés  et,  quel  que  soit 
l'ordre  de  grandeur  des  quantités,  l'emploi  des  puissances 
dé  IO  ne  laisse  aucun  inconvénient  sérieux. 

11  n'en  est  pas  de  même  pour  les  applications  pratiques  de 
l'électricité,  devenues  si  importantes  dans  l'industrie.  L'usage 
courant  exige  alors  que  les  grandeurs  soient  évaluées  par  des 
nombres  faciles  à  concevoir  et  mCme  que  l'unité  de  chaque 
espèce  ait  un  nom  pnrticulier,  afin  de  traduire  les  mesures 
par  des  expressions  plus  concrètes.  Ce  sont  ces  motifs  qui 
ont  conduit  le  Comité  de  l'Association  Britannique,  institué 
en  1861  pour  l'établissement  d'un  système  rationnel  de  me- 
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sures  électriques,  à  choisir  des  unités  plus  conformes  aux 
nécessités  de  ta  pratique  et  à  faciliter  leur  extension  en  don- 
nant aux  principales  des  noms  spéciaux,  empruntés  aux  illus- 
trations de  la  science. 

Les  résolutions  primitives  de  l'Association  Britannique  ont 
subi  quelques  modifications  au  Congrès  de  Paris  en  1881  ; 
elles  ont  été  ensuite  complétées  par  le  Congrès  de  Paris  en 
1S89  et  par  la  Chambre  des  Délégués  de  Chicago  en  1S93. 

Les  Électriciens  sont  maintenant  unanimes  pour  adopter 
les  définitions  suivantes  des  unités  pratiques,  basées  sur  les 
mesures  en  unités  électromagnétiques  : 

1°  L'unité  de  résistance  s'appelle  Ohm;  un  ohm  vaut  10* 
unités  C.  G.  S. 

a"  Le  VoU  est  l'unité  de  force  électromotrice  ou  de  diffé- 
rence de  potentiel  ;  un  volt  vaut  10»  unités  C.  G.  S. 

y  L'Ampère  estl'unitéde  courant;  c'est  l'intensité  du  cou- 
rant produit  par  la  force  électromotrice  d'un  volt  dans  un 
circuit  dont  la  résistance  est  un  ohm;  l'ampère  vaut  10:"'  ou 
un  dixième  d'unité  C.  G.  S. 

4'  Le  Coulomb  est  l'unité  d'électricité ,-  c'est  la  quantité 
d'électricité  que  débite  le  courant  d'un  ampère  pendant  une 
seconde  ;  le  coulomb  vaut  également  io~'  d'unité  C.  G.  S. 

5*  Le  Farad  est  l'unité  de  capacité  ;  c'est  la  capacité  d'un 
condensateur  dont  Jes  armatures  prennent  une  différence  de 
potentiel  d'un  volt  quand  la  charge  est  d'un  coulomb  ;  le  farad 
vaut  IO-»  d'unité  C.  G.  S. 

ti"  Le  Joule  est  l'unité  de  travail  ;  c'est  l'énergie  calorifique 
dégagée  dans  un  conducteur  dont  les  extrémités  présentent 
la  différence  de  potentiel  d'un  volt  pendant  le  passage  d'un 
coulomb,  ou  encore  celle  qui  correspond  au  passage  d'un 
ampère  dans  un  ohm  pendant  une  seconde  ;  le  Joule  vaut 
10'  unités  C.  G.  S.  de  travail  ou  10^  ergs. 

y"  Le  Wall  est  l'unité  de  puissance;  c'est  la  puissance  d'un 
électromoteur  capable  de  produire  un  joule  par  seconde;  le 
watt  vaut  aussi  10'  unités  de  puissance  C.  G.  S. 

S"  Le  Henry  est  l'unité  de  coefficient  d'induction  ;  c'est  le 
coeificient  d'induction  mutuelle  de  deux  cireuits  tels  que  si 
le  courant  dans  le  premier  varie  d'un  ampère  par  seconde,  et 
que  la  résistance  du  second  soit  d'un  ohm,  la  force  électro- 
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motrice  induite  dans  ce  dernier  sera  constante  et  égale  à  un 
volt;  un  Henry  vaut  [o°  centimètres,  c'e&trà-dire  lo^  mètres 
ou  le  quart  du  méridien  terrestre. 

Lorsque  tes  quantités  &  mesurer  sont  d'un  ordre  de  gran- 
deur très  grand  ou  très  petit  par  rapport  aux  unités,  on  em- 
ploie des  unités  nouvelles  qui  sont  des  multiples  ou  des  sous- 
multiples  par  un  million  de  l'unité  pratique  correspondante, 
et  on  les  distingue  par  le  préfixe  mega  ou  micro. 

Ainsi  le  megohm  vaut  lo*  ohms  et  le  microhm  io~*  ohm. 
De  même,  le  millionième  de  farad,  ou  microfarad,  vaut  lo^ 
farad,  c'est-à-dire  io"'=  unités  électromagnétiques  C,  G.  S. 

Le  microfarad  est  en  réalité  l'unité  pratique,  parce  que  le 
farad  est  beaucoup  trop  grand.  Ainsi,  la  capacité  électrosta- 
tique de  ta  Terre  est  égale  à  son  rayon  a  ;  sa  capacité  électro- 
magnétique C  est  le  quotient  du  rayon  par  le  carré  de  v, 
ce  qui  donne 


c'est-à-dire  708  microfarads.  Ce  résultat  fait  prévoir  que  la 
capacité  des  condensateurs  réalisables,  quel  que  soit  le  mode 
de  construction,  doit  s'exprimer  par  un  petit  nombre  et  même 
par  des  fractions  de  microfarads. 

Comme  toutes  les  unités  pratiques  sont  dérivées  de  l'oAm 
et  du  volt  et  que  la  seconde  a  été  conservée  comme  unité  de 
temps,  ces  unités  constituent  un  système  cohérent  et  le  choix 
de  deux  d'entre  elles  équivaut  à  la  détermination  des  deux 
autres  unités  mécaniques  fondamentales,  c'est-à-dire  celles 
de  longueur  et  de  masse.  On  vérifie  aisément  que  le  système 
pratique  correspond  aux  unités  fondamentales  : 

[L]  =  10"  centimètres  ou  !e  quart  du  méridien, 
|M]=  io~"  de  la  masse  du  gramme, 
[T]  =  une  seconde. 


9.81 


Une  autre  remarque  utile  à  signaler  est  que  le  Joule  vaut 
0,102  kilogrammètres;  la  valeur  d'un  travail  en  kilo- 


DigmzcdbyGoOglC 


UNITÉS  DE   MESURE.  649 

grammètres  est  donc  sensiblement  le  dixième  de  sa  valeur 
exprimée  en  joules. 

Il  en  est  de  mCme  pour  le  watt.  Un  électromoteur  d'un 
kilowatt  est  capable  de  produire  mille  watts  par  seconde  ou 
loakilogrammètres  ;  le  watt  vaut  donc  t,iy  cheval -vapeur  de 
75  kilogrammètres.  En  d'autres  termes,  un  cheval-vapeur 
équivaut  à  736  watts. 

Toutefois,  ces  déiinitions  présentent  encore  un  caractère 
théorique  et  il  est  nécessaire  dans  les  applications  d'avoir  des 
étalons  matériels  ou  des  moyens  pratiques  simples  qui  per- 
mettent de  comparer  les  mesures  aux  unités. 

Le  comité  de  l'Association  Britannique  avait  institué  des 
expériences  pour  déterminer  les  dimensions  d'un  corps  facile 
à  reproduire,  dont  la  résistance  fût  un  ohm,  et  le  mode  de 
construction  d'un  couple  k  force  électromotrice  constante  qui 
fût  dans  un  rapport  connu  avec  le  volt. 

Pour  la  résistance,  les  premières  recherches  indiquaient 
que  l'ohm  est  représenté  sensiblement  par  une  colonne  de 
mercure  à  la  température  de  la  glace  fondante,  ayant  un  mil- 
limètre carré  de  section  et  io4  centimètres  de  longueur. 

Cette  longueur  ayant  été  reconnue  trop  faible,  ta  Commis- 
sion Internationale  réunie  à  Paris  en  1884,  sur  la  proposition 
du  congrès  de  1881,  adoptait  à  titre  provisoire  la  longueur 
de  loti  centimètres.  Les  nombreuses  déterminations  faites 
depuis  cette  époque  ont  démontré  que  la  valeur  io6',3o  est 
exacte  avec  une  erreur  moindre  que  2  unités  sur  le  cinquième 
chiffre.  En  outre,  la  mesure  de  la  section  d'un  tube  ne  peut 
se  faire  que  par  le  poids  de  mercure  qu'il  renferme,  de  sorte 
que  la  déllnition  exige  encore  la  connaissance  d'une  quantité 
intermédiaire  qui  est  la  densité  du  mercure. 

Afin  d'éviter  toute  confusion,  la  Chambre  des  Délégués  de 
Chicago,  confirmant  une  proposition  faite  par  l'Association 
Britannique  dans  sa  session  d'Edimbourg  en  i8ga,  définit 
l'ohm  par  la  masse  du  mercure  que  renferme  une  colonne  de 
106,3  centimètres  de  longueur  et  de  section  uniforme. 

Si  l'on  y  ajoute  la  définition  matérielle  d'une  seconde  unité 
qui  n'ait  pas  les  mêmes  dimensions  que  la  première  au  point 
de  vue  de  la  masse  et  de  la  longueur,  le  système  sera  com- 
plet; il  équivaut  alors  au  choix  de  deux  unités  principales  de 
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longueur  et  de  masse,  lesquelles  ne  seront  plus  exactement 
10»  centimètres  et  lo^"  de  la  masse  du  gramme. 

Les  valeurs  ainsi  choisies  n'étant  pas  conformes,  en  toute 
rigueur,  auTC  définitions  théoriques,  on  les  distinguera  par  le 
nom  d'unités  inlernalionales . 

"L'ohm  international  est  la  résistance  électromagnétique 
d'une  colonne  de  mercure,  à  la  température  de  la  glace  fon- 
dante, de  section  constante  et  de  io6',3  de  longueur,  renfer- 
mant ti\,^5^t  grammes  de  mercure. 

h'ampère  international  est  représenté  d'une  manière  suffi- 
samment exacte  par  l'intensité  du  courant  uniforme  qui  dé- 
pose o,ooi  1 18  gramme  d'argent  par  seconde  dans  une  solu- 
tion aqueuse  de  nitrate  d'argent  (<). 

Le  volt  international  est  sensiblement  les     ..,,  de  la  force 
1434 

électromotrice  que  présente  à  la  température  de  1 5°  centigra- 
des, un  couple  Latimer-Clark  (zinc,  sulfate  de  zinc,  sulfate 
de  mercure  et  mercure)  construit  dans  des  conditions  bien 
spécifiées. 

Si  l'on  conserve  comme  unité  de  temps  la  seconde  sexagé- 
simale de  temps  moyen  et  qu'on  accepte  comme  points  de 
départ  les  valeurs  internationales  de  l'ohm  et  de  l'ampère, 
toutes  les  autres  grandeurs  s'en  déduisent  et  les  unités  fon- 
damentales sont  définies. 

Dans  ce  cas,  les  indications  données  pour  le  volt  interna- 
tional sont  un  simple  renseignement  pratique. 

422.  Comparaison  des  différents  systèmes.  —  La  manière 
la  plus  simjjie  de  rendre  comparatives  des  mesures  faites  dans 
deux  systèmes  différents  est  de  déterminer  dans  chaque  cas 
les  valeurs  des  unités  fondamentales  de  longueur,  de  masse 
et  de  temps,  et,  pour  chaque  espèce  de  grandeur,  d'évaluer  le 
rapport  des  unités  par  leurs  dimensions  (413). 

Des  expériences  faites  avec  le  gramme  comme  unité  de 
poids,  par  exemple,  supposent  que  l'on  a  pris  comme  unité 
la  masse  de  ^grammes  ou  de  981  grammes. 

[')  La  liqueur  csl  neutre  et  renferme  15  grammes  de  nilrate  pour  8S  urommei 
d'euu.  La  calliode  est  une  lame  courbée  do  plaline.  Si  le  courant  estvoiain  d'un 
amptre,  l'anode  est  une  plaque  d'ai^nt  pur,  de  30  centimètres  carrés  de  sur- 
face environ,  de  2  é  3  milliniÈtres  d'épaisseur,  plongée  horizontalement  dans  le 
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En  outre,  comme  les  unités  de  Gauss,  millimètre  et  masse 
du  milligramme,  ont  été  employées  dans  les  recherches  de 
magnétisme  terrestre,  il  est  commode  de  réunir  dans  un 
Tableau  quelques  valeurs  exprimées  en  unités  électromagné- 
tiques C.  G.  S.,  qui  rendront  les  réductions  plus  faciles. 

VALEURS   EN    UNITÉS   C.  G.  S. 


Longueur 

10»centim 

Masse 

IO-"  graa 

Temps 

Seconde 

nfliTÉ9 

DtnivtES. 

Force 

Travail 

Joule         I 

Résislanco 

Ohm           1 

Force  électromotric 

Volt            I 

Courant 

Ampère      I 

Capacité 

Farad        i 

Champ  magnétique 

Millimètre  Centimètre 
Hilligramrac  ff  grammes 
Seconde  Seconde 


v5 

I 


Ainsi,  l'intensité  du  champ  magnétique,  dans  les  expé- 
riences de  Gauss,  étant  rapportée  au  millimètre  et  à  la  masse 
du  milligramme,  l'unité  de  champ  est  lo  fois  moindre.  11  suf- 
fira donc  de  diviser  par  lo  les  résultats  obtenus  avec  ce  mode 
de  calcul,  ou  de  les  multiplier  par  io~',  pour  obtenir  les  va- 
leurs correspondantes  en  unités  C.  G.  S. 

423.  Conception  physique  de  la  vitesse  v.  — On  peut  donner 
une  représentation  physique  de  la  vitesse  qui  exprime  le 
rapport  des  unités  d'électricité  dans  les  deux  systèmes. 

Supposons,  par  exemple,  qu'un  condensateur  de  capacité  a, 
c'esMi-dire  équivalent  à  une  sphère  isolée  de  rayon  a,  étant 
chargé  de  manière  que  la  différence  de  potentiel  des  armatures 
en  mesures  électrostatiques  soit  égale  h  l'unité,  on  le  décharge 
par  un  conducteur,  en  répétant  la  même  opération  n  fois 
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pendant  le  temps  /  ;  l'intensité  moyenne  du  courant  ea  unités 
électrostatiques  sera  — --  Si  l'on  détermine  n  de  manière  que 
l'intensité  de  ce  courant  soit  égale  à  l'unité  électromagnétique, 
l'expression—  représentera  le  nombre  d'unités  électrostati- 
ques d'électricité  qui  existent  dans  une  unité  électromag-né- 
tique,  et  cette  grandeur  est  manifestement  une  vitesse. 

Maxwell  indique  un  autre  mode  de  représentation,  fondé 
sur  l'hypothèse  que  l'action  extérieure  d'une  masse  électrique 
en  mouvement  équivaut  à  celle  d'un  courant. 

Considérons  un  plan  recouvert  d'une  charge  unifornoe  de 
densité  électrostatique  t,  cl  se  déplaçant  d'un  mouvement 
uniforme  suivant  sa  propre  surface  avec  une  vitesse  u. 

Chaque  bande  de  largeur  égale  à  l'unilé  et  parallèle  ù  la 
direction  du  mouvement  est  l'équivalent  d'un  courant  dont 
l'intensité  est  <;u  en  mesures  électrostatiques  et  v  fois  moindre 
en  mesures  électromagnétiques.  Supposons  qu'un  second  plan 
de  densité  ir',  parallèle  au  premier  et  à  une  distance  a,  se 
meuve  de  la  même  manière  et  dans  ta  même  direction  avec 
une  vitesse  u'.  Deux  espèces  d'actions  vont  se  produire  entre 
ces  plans  :  une  répulsion  électrostatique,  en  vertu  de  leurs 
charges  de  même  signe,  et  une  attraction  électrodynamique 
'  due  aux  courants  parallèles  et  de  même  sens. 

Prenons  dans  le  second  plan  une  bande  de  longueur  t  et  de 
largeur  infmiment  petite  à,  et  dans  le  premier  plan  une  bande 
parallèle  indédnie  de  largeur  dj:,  située  à  une  distance  s  de 
la  projection  de  ia  bande  bl.  L'action  électromagnétique 
exercée  par  cette  bande  indélinie  sur  la  première,  située  à  la 
distance  \'a^+x^ ,  a  pour  valeur  (342). 

nu    ,    u'k'  ,  l  aa' uu'  dx 


et  sa  composante  t^/ suivant  la  normale  aux  plans  est 

Pour  avoir  l'action  totale  du  premier  plan  mobile  sur  la 
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portion  considérée  bt  du  second,  il  faut  intégrer  cette  expres- 
sion depuis  x~—  (X  jusqu'à  .r  =  -f-  oo,  ce  qui  donne 

f—  2  . ^ —  i  /  I        ^^ —  2 —  b  l  I  arc  lanc  ^        > 


D'autre  part,  la  charge  électrostatique  de  cette  surface  est 
bla'.  Comme  l'action  du  premier  plan  indéRni  sur  l'unité  de 
masse  est  égale  à  21:7,  la  répulsion  exercée  sur  cette  surface 
est  normale  et  a  pour  valeur  ^r.aa'bl. 

Si  ces  deux  actions  sont  égales,  il  en  sera  de  même  pour 
toutes  les  autres  portions  du  second  plan,  et  l'équilibre  exis- 
tera entre  eux.  Il  faut,  pour  cela,  qu'on  ait  uu'  =  v*,  ou,  si  les 
vitesses  u  et  u'  sont  égales,  «  —  v. 

La  constante  v  est  donc  la  vitesse  qu'il  faudrait  donner  à 
deux  plans  parallèles  indéfinis,  uniformément  éleclrisés  et  se 
mouvant  dans  la  même  direction,  pour  que  leur  attraction 
électrodynamique  soit  égale  à  leur  répulsion  électrostatique, 
II  est  clair  que  celte  expérience  est  irréalisable. 

Pour  évaluer  l'ordre  de  grandeur  des  effets  qu'on  peut 
obtenir,  remarquons  qu'une  bande  indéfinie  de  largeur  l>  et 
de  densité  a  mobile  dans  sa  direction  avec  une  vitesse  u  équi- 
vaut à  un  courant  dont  l'intensité  électromagnétique  est  —  b. 

Si  on  la  suppose  placée  à  la  distance  e  d'une  autre  bande 
semblable,  et  qu'on  charge  le  condensateur  ainsi  formé  à  un 
V 


potentiel  électrostatique  V,  on  aura  <;  = 


4xe 


Or,  on  peut  obtenir  avec  les  machines  électriques  des  po- 
tentiels équivalents  à  1 00  000  couples  Daniel!,  c'eslrà-dire 
environ  10*  volts  ou  10'. 10'  unités  C.  G.  S.  Avec  de  pareilles 
machines,  on  aura  donc,  en  unités  électrostatiques. 


=  333, 


ce  qui  donne  sensiblement  a  =  —  • 
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Si  Ton  suppose  ô=io  et  e—i,  l'intensité  électromagné- 
tique du  courant  sera 

I  =  5:2£2  =  JL  en  unités  C.  G.  S. 

o.to"       lo* 
Comme  un  volt  dans  un  circuit  de  n  ohms  donne  un  cou- 
rant d'intensité ,  on  voit  que  la  vitesse  qu'il  faudra  don- 
ion  ^  ^ 

ner  à  la  bande,  pour  obtenir  le  même  courant,  sera 

10^       rooooo 
11= —  = mètres. 

Il  faut  remarquer  que  le  courant  I,  produit  par  le  mouve- 
ment d'un  corps  éleclnsé,  est  beaucoup  plus  difficile  à  cons- 
tater que  celui  d'un  couple  électrique  ordinaire,  parce  qu'il 
faudra  le  faire  agir  directement  sur  l'aiguille  et  sans  elTet  de 
multiplication. 

M.  Rowland  (')  a  vérifié,  par  expérience,  que  la  rotation 
d'un  disque  électrisé  produit  un  efTet  sensible  sur  une  aiguille 
aimantée,  et  que  l'action  est  de  l'ordre  qui  serait  indiqué  par 
les  considérations  qui  précèdent. 

C)  Rowland,  BericbU  dtr  Berliner  Acad.,  1878,  p.  SU. 
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THÉORIES     GÉNÉRALES 

DIVERSES   HYPOTHÈSES 

424.  Idées  d'Ampère.  —  Pour  établir  l'expression  élémen- 
taire des  actions  électrodynamiques,  Ampère  s'est  appuyé 
seulement  sur  l'hypothèse  des  forces  centrales  et  sur  certains 
faits  d'expérience,  sans  foire  intervenir  aucune  vue  parti- 
culière sur  la  nature  même  des  courants  électriques.  Toute- 
fois, dès  l'année  iSaa,  il  ■  cherchait  à  rendre  raison  de  la 
«  force  qui  a  lieu  entre  deux  éléments  de  fils  conducteurs 
«  par  la  réaction  du  fluide  répandu  dans  l'espace  et  dont  les 
c  vibrations  produisent  les  phénomènes  de  la  lumière.  > 
Ampère  indique  encore  une  autre  manière  de  concevoir  les 
phénomènes  :  s  Quand  on  suppose  que  les  molécules  éleclri- 
<  ques,  mises  en  mouvement  dans  les  fils  conducteurs  par 
«  l'action  de  la  piie,  y  changent  continuellement  de  lieu,  s'y 
«  réunissent  à  chaque  instant  en  un  fluide  neutre,  se  séparent 
«  de  nouveau,  et  vont  aussitôt  se  réunir  à  d'autres  molécules 
«  du  fluide  de  nature  opposée,  il  n'est  plus  contradictoire 
«  d'admettre  que  des  actions  en  raison  inverse  des  carrés  des 
c  distances  qu'exerce  chaque  molécule,  i!  puisse  résulter 
«  entre  deux  éléments  de  fils  conducteurs  une  force  qui  dé- 
•  pende  non  seulement  de  leur  distance,  mais  encore  des 
«  directions  des  deux.élémenls  suivant  lesquels  les  moléculeis . 
«  électriques  se  meuvent,  se  réunissent  à  des  molécules  de 
«  l'espèce  opposée,  et  s'en  séparent  l'instant  suivant  pour 
«  aller  s'unir  à  d'autres.  »  {Mémoires  de  l'Instilut  pour  1823, 
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p.  394  et  399).  Ampère  n'a  pas  poursuivi  le  développement 
de  ces  idées  ;  il  ne  pensait  pas  que  le  moment  fût  encore  venu 
de  le  faire  utilement. 

425.  Transformations  de  la  formule  d'Ampère.  —  Sur  les 
circuits  C  et  C  (fig.  io3)  que  suivent  deux  courants,  consi- 
dérons deux  éléments  da  et  ds'  situés  au  points  P  et  P'  à  la 
distance  r  ;  cette  distance  r,  évaluée  suivant  la  direction  PP', 


est  une  fonction  des  arcs  »  et  s'  des  deux  courbes,  comptés 
respectivement  à  partir  de  points  fixes  0  et  0',  et  l'on  a 


Si  l'on  projette  l'arc  W"  =  da'  en  AA'  sur  la  tangente  à  la 
courbe  C  au  point  P,  en  appelant  s  l'angle  des  deux  éléments 
ds  et  ds',  la  figure  donne 


AA'; 
_d(rco96) 


PA=:/-cos6, 
_  d(rco88)     ,  _^ 


ôr  Ôr  d'r 

d.i  da'         dsda' 


Par  substitution  de  ces  valeurs,  la  formule  d'Ampère  (333), 
en  considérant  l'action  comme  répulsive,  devient 


.^,dads'/     d'r        1  âr  dr\ 
r*    \   daâs'      a  da  da' j 
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On 

a  d'ailleurs 

ds  as'  = 

=17; 

àsàa' 

i' 

1       dr 

dr 
Os'  ~ 

1 

:('■ 

d'r 
d,d,' 

et  l'on 

peut 

écrire 

aussi 

(4) 

* 

=  4ir 

dsds' 

i  dr  dr'^. 
2  ds  ds' / 


426.  Formules  de  Gauss  et  de  Weber.  —  Si  l'on  fait  inter- 
venir les  aciioas  réciproques  des  masses  électriques  qui  cir- 
culent dans  les  conducteurs,  il  est  nécessaire  que  l'action  de 
deux  masses  électriques  ij  et  (/'  soit  une  fonction,  non  seule- 
ment de  leur  distaoce  r,  mais  aussi  de  leur  mouvement  relatif, 
et  le  problème  ainsi  posé  paiatt  indéterminé.  Une  des  hypo- 
thèses consiste  à  admettre  que  cette  action,  tout  en  restant 
dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint,  et  proportionnelle  au 
produit  des  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
lance, comprend  un  terme  proportionnel  à  une  puissance  de 
la  vitesse  relative  u  des  deux  masses  et  un  autre  terme  pro- 
portionnel à  une  puissance  de  leur  vitesse  relative  -7-  paral- 
lèlement à  leur  distance.  Ces  puissances  doivent  être  paires, 
si  l'on  veut  que  l'action  ne  soit  pas  modifiée  quand  on  change 
à  la  fois  le  sens  des  deux  mouvements,  comme  pour  les  cou- 
rants eux-mêmes,  et  on  satisfait  au  problème  en  les  prenant 
égales  à  2,  ce  qui  donne  la  loi  élémentaire 


(5)         ,=h:[,^.„.^,(J)']. 


Weber  a  examiné  d'abord  les  cas  simples  de  deux  éléments 
situés  sur  le  prolongement  l'un  de  l'autre  ou  perpendicu- 
laires à  une  même  droite.  Dans  le  premier  cas,  il  faut  admettre 
que  l'action  de  deux  masses  renferme  un  terme  qut  dépend 
de  leur  vitesse  relative,  et  il  a  supposé  que  ce  terme  était 
proportionnel  au  carré  de  la  vitesse.  Le  second  cas  conduisit 
Weber  à  faire  intervenir  l'accélération  suivant  la  même 
droite;  l'hypothèse  la  plus  simple  était  alors  d'admettre  que 
Électr.  el  Magn.  —  i.  4a 
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ce  nouveau  lerme  est  propoilionnel  à  l'accéléra  lion,  ce  qui 
donne  une  autre  loi 


c^)  ^=^[-<S)'-d 


427.  Détermination  des  constantes.  —  La  comparaison  des 
résultats  ainsi  obtenus  avec  la  formule  d'Ampère  permettra 
de  déterminer  les  coefficients  a,  p,  a'  et  %'  qui  entrent  dans  ces 
deux  expressions  (5)  et  (6). 

Supposons  d'abord  que  les  cireuits  C  et  C  (fig.  io3)  soient 
parcourus  respectivement  par  des  mobiles  avec  des  vitesses 
constantes  c  et  v'  qui  se  trouvent,  à  la  même  époque  t,  aux 
points  P  et  P';  on  a 


le 

<■ 

-dl 

el 

.■  = 

ir 
T,' 

il- 

Ê- 

-  =  , 

dr 

5  + 

=  » 

£- 

..' 

+  «'' 

à'r 

Admettons  maintenant  que  l'élément  <^  contient  une  charge 
électrique  composée  de  deux  parties  yetyi,  animées  respec- 
tivement des  vitesses  c  et  p,,  et  que  la  charge  de  l'élément  <îs' 
renferme  également  deux  parties  y'  et  rj',  avec  les  vitesses  c  et  f '. 
Si  on  évalue  les  quatre  actions  des  masses  q  et  q,  sur  les 
masses  q'  et  q',  par  les  formules  (5)  ou  (6),  la  résultante  devra 
reproduire  la  loi  d'Ampère  {3)  et,  par  suite,  ne  comprendre 
que  des  termes  renfermant  les  produits  des  vitesses. 

On  voit  aisément  que  les  carrés  des  vitesses  entrent  dans 
des  termes  qui  ont  pour  facteurs 

(î"='  +  î.''î)(î'  +  ?0       et      {?V''+î>;=)(y-Hî,)- 
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Pour  que  ces  termes  s'annulent,  il  faut  qu'on  ail 
(7)  1*"'  +  ?!*'!  =  o,     ou     9'  -f-y,'  =  o. 

Ces  deux  conditions  sont  réalisées  à  la  fois,  si  l'on  admet, 
avec  Weber,  qu'un  courant  électrique  d'intensité  I  est  formé 
de  deux  courants  d'électricités  contraires,  luarchant  avec  là 
même  vitesse  c  en  sens  opposés,  et  ayant  chacun  une  inten- 
sité moitié  moindre.  Il  est  même  nécessaire  d'admettre  que 
la  somme  algébrique  des  masses  électriques  qui  existent 
dans  chaque  élément  de  courant  pour  l'étal  permanent  est 
nulle,  si  l'on  veut  satisfaire  à  la  condition  (151)  que  la  densité 
dans  le  conducteur  soit  nulle;  mais,  sans  rien  préciser  sur  le 
rapport  des  masses  électriques  de  signes  contraires,  il  sufOrait 
que  la  somme  ^c*-)-?iPî  fût  nulle  dans  chaque  élément,  c'est- 
à-dire  qu'il  s'y  trouvât  des  masses  électriques  de  signes  con- 
traires ayant  la  même  force  vive. 

La  quantité  d'électricité  qui  traverse  la  section  du  premier 
conducteur  pendant  l'unité  de  temps  est  /mch-/7ï,c,;  si  l'on 
désigne  encore  par  v  le  nombre  d'unités  électrostatiques  que 
renferme  l'unité  électromagnétique,  on  a 


(8) 


q'v'-^q',i'[  =  vVds'. 


En  admettant  l'existence  de  courants  égaux  et  opposés,  ces 
équations  deviendraient 

aqv  =  vïtis. 

Quand  on  évalue  l'action  des  masses  y  et  ^i ,  sur  les  masses 
q'  et  q'i,  les  termes  qui  dépendent  du  produit  des  vitesses 
sont,  avec  !a  première  formule  (5), 


•M^ 

,dr  âr 

'  ds  as' 

:'est-à-dire 

.r*f 

.)(. 


ï'+î'i'Ob'' 
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Avec  la  formule  (6)  de  Weber,  ces  termes  deviennent 


{?f+?.f,)(yV 


L     dsds  ds  da  J 


expression  qui  équivaut  à  la  suivante  : 

,  dr  Or\ 


Quant  au  terme  indépendant  du  mouvement  relatif,  il  est 

dans  les  deux  cas  égal  à  — — ^''  y — ^  •  Ce  terme  doit  être 

nul  si  le  conducteur  est  parcouru  par  deux  courants  égaux  et 
de  sens  contraires;  sinon,  il  représenterait  une  action  élec- 
trostatique entre  les  conducteurs,  phénomène  que  l'expé- 
rience n'a  pas  constaté  jusqu'à  présent. 

Pour  satisfaire  à  la  loi  d'Ampère,  il  faut  donc  qu'on  ait, 
dans  le  premier  cas, 

..,._        3 


et,  dans  le  second, 


Les  expressions  (5)  et  (6),  qui  donnent  l'action  élémentaire 
de  deux  masses  électriques,  deviennent  alors 

La  première  expression  (5)',  trouvée  dans  les  manuscrits 
de  Gauss,  est  incompatible  avec  le  principe  de  la  conser- 
vation de  l'énergie,  car  elle  conduirait  à  cette  conséquence 
qu'un  système  physique  limité  peut  produire  une  quantité 
d'énei^ie  indéfiniment  croissante. 
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La  formule  de  Weber,  au  contraire,  est  compatible  avec  ce 
principe.  En  effet,  ['expression  de  la  force  (6)'  peut  être  consi- 
dérée comme  la  dérivée  par  rapport  à  r,  prise  en  signe  con- 
traire, de  la  fonction 


nl\, 


Le  travail  produit  par  la  répulsion  d'une  masse  fixe  sur 
une  masse  mobile  est  égal  à  la  différence  U» —  U,  des  valeurs 
de  la  fonction  U  relative  à  ces  deux  masses  pour  la  position 
initiale  et  la  position  finale.  La  fonction  U  peut  ainsi  être  con- 
sidérée comme  représentant  l'énergie  potentielle  du  système 
des  deux  masses.  Cette  fonction  ne  dépend  que  de  la  distance 
des  masses  considérées  et  de  leur  vitesse  relative  suivant  la 
direction  de  la  droite  /■;  elle  reprend  la  même  valeur  lorsque 
l'une  des  masses  décrit  par  rapport  à  l'autre  un  chemin  fermé 
avec  les  mêmes  vitesses  initiale  et  finale. 

428.  Énergie  relative  de  deux  courants-  —  L'énerpie  poten- 
tielle relative  de  deux  courants  fermés  peut  se  déduire  de  la 

formule  de  Weber.  En  effet,  si  on  remplace  la  dérivée  -j-  par 

sa  valeur  en  fonction  des  vitesses  des  masses  électriques,  on 
trouve  que  le  potentiel  d'un  des  éléments  sur  l'autre  se  réduit 

à  l'expression  —Wdsds'  -  - — p-  L'énergie  potentielle  des 

deux  circuits  est  donc 


'=-"\l]'i%>-'--'JÏ 


C'est  la  valeur  donnée  par  Neumann  (328). 

Lorsque  les  courants  sont  constants  et  parcourent  des 
circuits  de  forme  invariable,  la  résultante  des  actions  exercées 
par  l'un  des  courants  sur  une  masse  quelconque  y'  de  l'autre 
est  normale  à  sa  trajectoire. 

429.  Phénomènes  d'indaction.  —  Puisque  l'induction  est 
une  conséquence  de  la  loi  d'Ampère  et  du  principe  de  la 
conservation  de  l'énergie,  la  formule  de  Weber,  qui  satisfait 
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également  h  ces  deux  conditions,  doit  donner  les  courants 
induits  dans  les  conducteurs  fixes. 

Supposons  maintenant  que  les  circuits  se  déplacent  et  que 
les  intensités  soient  variables.  La  distance  r,  au  lieu  d'être 
fonction  seulement  de  deux  variables  indépendantes  s  et  s', 
est  en  outre  variable  avec  le  temps.  Pour  une  valeur  donnée 
de  t,  la  valeur  de  r  représente  la  distance  de  deux  éléments 
du  circuit;  si  l'on  considère  s  et  s'  comme  des  fonctions  de  /, 
la  valeur  de  r  représente  la  distance  de  deux  masses  élec- 
triques en  mouvement  sur  les  conducteurs  mobiles.  Quant 
aux  vitesses  c  et  v',  si  le  conducteur  a  une  section  constante, 
elles  ne  dépendent  point  de  s  et  de  s',  en  tant  que  variables 
indépendantes,  puisque  à  cbaque  instant  l'intensité  est  ta 
mfime  en  tous  les  points  du  circuit.  On  aura  donc,  pour  la 
vitesse  relative  des  deux  masses , 

dr dr        ,  dr       dr 


7  comme  des  fonctions 
de  3  et  s'  seulement,  l'accélération  relative  sera 


-.■ 

dv  dr 

+ 

dv' 
dt 

dr 
ds' 

dvdr 
"^^  dt  ds 

df 

dr 

av 

dt'~ 


La  vitesse  -r-  et  l'accélération  -j-^  se  rapportent  aux  masses 

électriques,  tandis  que  les  termes  -r-  et  -^  du  second  mem- 
bre correspondent  aux  distances  de  deux  éléments. 

L'action  mécanique  de  ds  sur  i/s'  s'obtiendra,  comme  plus 
haut,  en  faisant  la  somme  des  actions  que  les  masses  de  l'élé- 
ment ds  exercent  sur  celles  de  l'élément  ds'.  Avec  la  formule 
et  l'hypothèse  de  Weber,  on  reconnaît  aisément  qu'il  ne  reste 
dans  cette  somme,  comme  précédemment,  que  les  termes 
en  pc',  et  avec  les  coefficients  déjà  trouvés.  Il  en  résulte  que. 
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dans  l'état  variable,  raclion  mécanique  est  &  chaque  instant 
conforme  à  celle  que  donnerait  la  formule  d'Ampère. 

La  force  électromotrice  qui  agit  sur  l'élément  ds'  tend  à 
séparer  les  masses  égales  et  de  signes  contraires  contenues 
dans  cet  élément,  et  à  les  entraîner  en  sens  opposés.  On  en 
obtiendra  la  valeur  en  prenant  la  différence  des  actions  exer- 
cées dans  la  direction  de  l'élément  dx',  sur  chacune  des  masses 
qu'il  contient,  par  les  deux  masses  de  l'élément  ds. 

Or,  quand  on  fait  la  somme  des  actions  des  deux  masses 

+  q  et  —y  de  l'élément  ds  sur  l'une  des  masses  q'  de  l'élé 

ment  ds',  les  termes  qui  subsistent  sont  ceux  qui  ont  en  fac- 

df 
leur  c,  w'  ou   -5-1  lesquels  changent  de  signe  en  même  temps 

que  g.  Parmi  ces  derniers,  les  seuls  qui  resteront  dans  la  dif- 
férence finale  sont  ceux  qui  changent  de  signe  avec  la  vi- 
tesse c,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  signe  de  c'.  Ces  termes  se 

réduisent  à  deux,  l'un  ac  -r — -r    provenant  de  f-j-)  »  l'autre 

'>f  M      .  .        ,    d*r 

-jjjJquiproviMlde^. 

La  différence  ainsi  calculée  est  égale  à 


<'r  dv  dr  _^    ^^__  i  V  ,à\  dr 


ds  dt} 


en  tenant  compte  des  équations  (8)  et  supposant  l'intensité 
égale  à  l'unité  dans  l'élément  ds'. 

On  doit  maintenant  prendre  la  composante  de  celte  action 
suivant  la  direction  de  ds'  et,  par  suite,  multiplier  l'expression 

précédente  par  -r-,;  en  remarquant  que  l'on  a 
m  dt  à'\r) 

la  force  éleclromotrice  élémentaire  devient 
ds  ds    dl\r/ 


>y  Google 
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La  force  éleclromotrice  totale  produite  dans  le  circuit  s' 
par  le  circuit  »  s'obtiendra  en  intégrant  celte  expression  par 
rapport  à  a  et  à  s'.  Comme  l'intensité  I  est  seulement  une 
fonction  du  temps,  et  que  les  limites  de  l'intégrale  sont  elles- 
mêmes  indépendantes  du  temps,  on  peut  écrire 

La  transformation  utilisée  déjà  (328)  donne  enita 

(■■'      ^=-s'//^^-*'=->)- 

C'est  l'expression  générale  (373)  de  la  force  électromotrice 
produite  dans  un  circuit  par  un  courant  extérieur.  Sans  y 
insister  d'avantage,  on  voit  aisément  que  la  même  formule 
donnerait  aussi  tous  les  autres  cas  d'induction. 

430-  Propagation  des  forces.  —  De  nombreuses  tentatives 
ont  été  faites,  à  l'exemple  de  Weber,  pour  réunir  dans  une 
même  théorie  les  phénomènes  de  l'électricité  statique,  les 
courants  permanents  et  les  elTets  d'induction,  et  pour  établir 
un  lien  entre  l'électricité,  le  magnétisme  et  la  lumière. 

Gauss  a  émis  l'opinion  que  les  actions  électriques  ne  sont 
pas  instantanées  et  qu'on  doit  trouver  la  clef  des  phénomènes 
éleclrodyaamiques  si  l'on  peut  établir  la  loi  de  propagation 
des  forces  électriques. 

Différents  mathématiciens  ont  traité  le  problème  dans  cet 
ordre  d'idées.  On  peut  expliquer,  par  exemple,  les  phénomènes 
d'induction  en  admettant  que  le  potentiel  électrique  se  pro- 
page dans  le  milieu  avec  une  certaine  vitesse,  qui  serait  la 
vitesse  même  de  la  lumière,  d'après  B.  Riemann,  ou  d'un 
ordre  tout  différent,  suivant  la  théorie  de  G.  Neumann. 

M.  Betti  assimile  l'action  des  courants  à  celle  d'un  système 
d'aimants  élémentaires,  tangents  en  chaque  point  au  contour 
des  circuits  et  polarisés  périodiquement  en  sens  contraires, 
et  il  considère  la  force  magnétique  comme  transmise  dans  le 
milieu  avec  une  certaine  vitesse. 

M.  Lorenz  a  montré,  de  son  cêté,  qu'en  ajoutant  aux  équa- 
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ons  données  par  Kirchhoff  sur  les  courants  électriques  des 
termes  convenablement  choisis,  qui  n'altèrent  aucune  con- 
séquence expérimentale,  on  obtient  une  nouvelle  série  d'é- 
quations, qui  indiquent  une  action  de  proche  en  proche  entre 
les  éléments  du  milieu,  et  un  phénomène  d'ondulation  se 
propageant  avec  la  vitesse  de  la  lumière.  Il  arrive  ainsi  h  des 
résultats  tout  k  fait  semblables  à  ceux  que  Maxwell  a  déduits 
d'une  théorie  entièrement  différente. 

Dans  le  même  ordre  d'idées,  Ediund  a  essayé  d'expliquer 
les  phénomènes  électriques,  tant  statiques  que  dynamiques, 
à  l'aide  d'un  seul  fluide  qui,  selon  toute  probabilité,  ne  serait 
autre  chose  que  l'éther. 

Ediund  admet  que  tous  les  corps  à  l'état  neutre  renferment 
une  quantité  normale  d'éther,  et  qu'une  électrisation,  posi- 
tive ou  négative,  correspond  à  une  dose  d'élher  supérieure 
ou  inférieure  à  la  charge  normale.  Un  corps  électrisé  dans 
un  espace  neutre  ne  subira  aucune  action,  par  raison  de 
symétrie,  quelle  que  soit  sa  charge  électrique.  On  en  déduit 
facilement  que  l'action  de  deux  corps  électrisés  est  propor- 
tionnelle à  l'excès  de  leurs  charges  respectives  sur  les  charges 
normales.  C'est  l'hypothèse  d'un  fluide  unique  (12). 

Un  courant  électrique  n'est  alors  qu'un  transport  d'éther 
dans  un  sens  déterminé  ;  si  l'on  admet  ensuite  que  l'action 
des  deux  masses  dépend  de  leur  vitesse  et  de  leur  accélération 
relative  suivant  la  droite  qui  les  joint,  on  arrive,  par  une 
marche  analogue  à  celle  de  Weber,  et  en  déterminant  certains 
coefficients  par  l'identification  des  formules  avec  les  résultats 
de  l'expérience,  à  rendre  compte  des  lois  d'Ampère  et  des 
phénomènes  d'induction. 

Toutes  ces  vues  impliquent  l'existence  d'un  milieu  inter- 
médiaire ;  car,  si  un  effet  mécanique  quelconque,  force  ou 
potentiel,  se  transmet  avec  une  vitesse  finie  d'une  particule 
à  une  autre,  il  est  nécessaire  qu'un  milieu  de  structure  con- 
venable en  ait  été  le  siège  pendant  que  cet  effet  a  quitté  la 
première  particule  sans  atteindre  la  seconde.  C'est  dans  l'in- 
tervention directe  du  milieu  que  Maxwell  a  cherché  l'explica- 
tion des  phénomènes. 
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PROPRIÊTÉB  DU  CHAMP  ÉLECTROMAGNÉTIQUE 

431.  Théorie  de  Haxwell.  —  La  coÏDcidencc  remarquable 
des  nombres  qui  expriment,  d'une  part,  la  vitesse  de  propa- 
gation de  la  lumière  dans  le  vide  et,  d'outre  part,  le  rapport 
des  unités  d'électricité,  suivant  qu'on  évalue  les  masses 
électriques  par  les  actions  élettrodynamiques  ou  les  actions 
électrostatiques,  paraît  avoir  élé  le  point  de  départ  des  tra- 
vaux de  Maxwell  sur  la  recherche  d'une  théorie  capable  de 
comprendre  l'ensemble  des  phénomènes  électriques  et  ma- 
gnétiques, en  les  rattachant  aux  phénomènes  lumineux. 

La  considération  du  flux  total  d'induction  magnétique  dans 
un  circuit  suffit  pour  rendre  compte  des  courants  induits  dans 
les  conducteurs  linéaires,  mais  ce  sont  là  des  conditions 
trop  particulières.  Il  est  nécessaire  d'envisager  le  problème 
d'une  manière  plus  générale,  qui  permettra  d'interpréter  la 
production  de  courants  induits  dans  les  conducteurs  de  forme 
quelconque  et  de  mettre  en  relief  l'intervention  du  milieu. 
Nous  suivrons  le   mode  d'exposition  de  Maxwell. 

432.  Équations  du  champ  magnétique.  —  Lorsque  le  système 
ne  comprend  que  des  milieux  magnétiques  isotropes,  et  que 
l'aimantation  reste  proportionnelle  à  la  force  magnétisante, 
les  composantes  du  champ  en  un  point  étant  X,  Y  et  Z,  les 
composantes  de  l'induction  sont  iiX,  [lY  et  nZ,  le  facteur  i*. 
désignant  ia  perméabilité  magnétique  du  milieu  au  point 
considéré. 

Le  flux  d'induction  ç  qui  traverse  une  surface  S,  limitée  au 
contour  C,  est  indépendant  de  la  forme  de  la  surface  et  peut 
encore  s'exprimer  par  la  ligne  intégrale,  étendue  au  contour, 
d'un  vecteur  (F,  G,  H)  que  nous  appellerons  potentiel  vecteur. 
On  peut  donc  écrire 

ç=  fif.{\dfdz-hytlzdx-hïdxd/)rT=   C{Fdx-^Gdy+Hdz); 
on  sait  que  les  composantes  F,  0  cl  H  du  potentiel  vecteur 
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sont  liées  aux  composantes  du  champ  magnétique,  en  vertu 
du  théorème  de  Stokes  (29),  par  les  relations 

àG      dH 

~  dx        ds  ' 
_àF^_àG 

~  dy        dx  ' 

II  en  résulte  d'abord 

d.c     "^    ùy     "^     d;     ~    ' 

c'est-à-dire  que  l'induction  magnétique  satisfait  à  la  condition 
de  continuité,  comme  dans  l'état  permanent. 

Si  le  milieu  ne  renferme  que  des  corps  pour  lesquels  la 
perméabilité  [>.  est  constante,  on  déduit  aussi  des  équations 
(A),  en  posant 

„      dF      dG      dH 
dx       df        dz 


{d\ 


I      (àX 


On  peut  d'ailleurs  faire  0  =  o,  quand  il  s'agit  de  milieux 
isotropes,  c'est-à-dire  astreindre  le  potentiel  vecteur  {Fy  G,  H) 
h  la  condition  de  continuité. 

433.  Champ  électrique.  —  La  force  électromotrice  totale 
dans  le  circuit  a  pour  expression 

Les  composantes  de  cette  force  électromotrice  par  unité  de 

1  4  .-  ,      dF       dG    .       dH     ,, 

longueur  sont  respectivement  — ry,  — -n-  et  — -^,  elles  re- 
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présentent  les  accroissements  de  potentiel  électrique  que  les 
phénomënes  d'induction  produisent  dans  le  milieu,  par  unité 
de  longueur  parallèle  aux  axes  de  coordonnées. 

S'il  existe,  en  outre,  des  masses  électrisées  isolées  et  inva- 
riables donnant  un  potentiel  6,  évalué  en  unités  convenables, 
les  composantes  P,  Q,  R  de  la  force  électromotrice,  ou  du 
champ  électrique,  doivent  s'écrire  : 


Q= 

ôG      d^ 

«= 

ÔII    ôi, 

Les  derniers  termes,  étant  des  difTérentielles  exactes,  dispa- 
raissent quand  on  applique  les  formules  à  un  circuit  fermé  ; 
ils  sont  d'ailleurs  indépendants  du  temps. 

On  en  déduit,  d'après  la  définition  de  6, 


Si  l'on  suppose  encore  0  =  o,  il  en  résulte  que  le  champ 
électrique  satisfait  à  la  loi  de  continuité,  au  moins  tant  qu'on 
reste  en  dehors  des  masses  électriques.  . 

La  comparaison  des  équations  (A)  et  (a)  donne  encore 

^  —  ^^^^  ^— ^_^ 

et,  en  appliquant  la  même  règle  aux  autres  composant-es,  par 
permutation  des  lettres, 

,      ')X       àfi      <)Q 

'      dY       <)P      ôli 

à'L  _  ôQ       ,)P 
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434.  Équations  des  coarants.  —  Supposons  maintenant  que 
le  courant  soit  distribué  dans  toute  l'étendue  d'un  milieu,  et 
désignons  par  u,  c,  »■  ses  composantes  en  un  point,  c'est-à-dire 
les  quantités  d'électricité  qui  traversent,  par  unité  de  temps, 
l'unité  de  surface  perpendiculaire  à  chacun  des  axes. 

Le  travail  d'un  courant  I  sur  l'unité  de  magnétisme  mobile 
le  long  d'une  courbe  fermée  qui  entoure  le  courant  est  i^xl 
pour  chaque  révolution  complète  (322). 

Si  l'on  applique  cette  propriété,  comme  dans  le  mode  de 
raisonnement  employé  pour  établir  le  théorème  de  Slokes  (29), 
à  la  masse  qui  suivrait  le  contour  du  circuit  rectangulaire 
dffdz,  au  travers  duquel  le  courant  est  udydz,  et  qu'on  évalue 
le  même  travail  au  moyen  des  forces  magnétiques  Y  et  Z, 
qui  remplacent  ici  les  composantes  G  et  H,  on  obtient 


La  même  règle  donne  encore,  par  permutation,  en  tenant 
compte  des  équations  (i). 


4'«-î- 

<)Z 

~  i>.r  ' 

^--S- 

àX 

dX 

<IY 

,/de 

4—37- 

Ox  ' 

(C) 


On  voit  par  là  que  les  courants  satisfont  aussi  à  la  con- 
dition de  continuité 


L'accroissement  de  la  densité  cubique  p  d'électricité  libre 
en  un  point  étant  le  flux  qui  entre  dans  l'unité  de  volume  par 
unité  de  temps,  on  a 

dp      du     dv      àw 
al      Ox      oy       àz 

il  résulte  de  la  condition  de  continuité  des  courants  que  cette 
quantité  p  est  constante. 
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Si  l'on  fait  0  —  o,  on  voit  aussi  que  les  quantités  F,  G  el  H 
sont  respectivement  les  potentiels  de  masses  attirantes  fictives 
dont  les  densités  respectives  seraient  ^h,  ^jlc  et  |ah'. 

On  déduit  encore  des  équations  (t)  et  (C),  en  négligeant  les 
fonctions  0  et  ■>, 


(3)  iÇ  =  --AG^4^i* 


435.  Énergie  potentielle  des  courants.  —  Considérons  dif- 
férents circuits  Ci.Ci.Cs  ,  parcourus  par  des   courants- 

l,,  Ij,  Ij  .....;  soient  L,,  L3,  Lj  ....,  leurs  coefficients  de  self- 
induction,  .1/i.s,^).), Jl/a.3,  .leurs  coefficients  d'induction 

mutuelle,  avec  la  condition  générale  A/^.,  :==  M^.p. 

Les  flux  d'induction  qui  traversent  ces  différents  circuits 
sont  de  la  forme 

ç,  =  L,l,  -+-  M^.,U  ■+■  Sfz.iU  H . 

Ça  -  LtU  +  MiJ,  -t-  -W,.,!,  -i ,   etc. 

L'énergie  potentielle  de  l'ensemble  des  courants  est  (327), 
en  supposant  que  les  circuits  restent  imuiobiles, 

W  =  i(„I,+f.I.+ )  =  jSfI, 

ou,  en  remplaçant  les  flux  ç  par  leurs  valeurs  en  fonction  du 
potentiel  vecteur. 


W: 


=^^/(^^-«'^^+^'s>- 


Si  l'on  désigne  par  5  la  section  de  l'élément  A  du  circuit 
que  parcourt  le  courant  I,  la  composante  parallèle  à  l'axe  des  -r 

du  courant  par  unité  de  section  est  -  -j-  t^u;  on  remplacera 
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Comme  le  produit  ada  représente  un  élément  de  volume  du 
milieu,  on  peut  écrire 

L'énergie  totale  du  système  s'obtiendra  en  étendant  cette 
intégrale  à  tous  les  éléments  intéressés,  c'est-à-dire  au  volume 
compris  dans  l'intérieur  d'une  surface  S  très  éloignée. 

Remplaçant  les  composantes  «,  c,  w  du  courant  par  leurs 
valeurs  (C),  on  a 

L'intégrale  de  cette  expression  peut  être  transformée  par 
un  raisonnement  analogue  à  celui  ([ui  a  servi  dans  divers  cas. 
L'intégration  par  parties  donne,  par  exemple, 

Le  premier  terme  du  second  nombre  et  tous  les  termes 
analogues,  relatifs  à  la  surface  S,  sont  nuls  ;  en  effet,  le  champ 
magnétique  tend  à  devenir  en  raison  inverse  du  cube  et  la 
surface  S  proportionnelle  au  carré  de  la  distance.  En  répé- 
tant la  même  opération  sur  tous  les  termes,  on  obtient 

ou,  en  tenant  compte  des  équations  (A), 

Vf=^flLF^dxdrdz. 

L'énergie  potentielle  du  système  de  courants  s'exprime 
ainsi,  soit  par  une  intégrale  qui  renferme  les  courants  eux 
mêmes,  soit  par  une  intégrale  relative  à  toutes  les  parties  de 
l'espace  où  existent  des  forces  magnétiques. 

Dans  le  premier  cas,  l'action  réciproque  des  courants  est 


DigmzcdbyGoOglC 


672  ÉLECTROMACNÉTISME. 

considérée  comme  s'exerçant  h  distance  ;  dans  le  second  cas, 
elle  résulterait  de  l'élasticité  du  milieu.  Si  l'on  adopte  cette 
dernière  conception  du  phénomène,  on  voit  que  l'énergie  po- 
tentielle des  courants  par  unité  de  volume  est 

^  (X>  +  Y» -H  Z' }  =  gl^  (  i*'X' -f- t^'Y' +  i*'Z' ). 

C'est  l'expression  déjà  trouvée  (269)  pour  l'énergie  par  unité 
de  volume  dans  un  milieu  magnétique  en  fonction  du  champ 
ou  de  l'induction  magnétique, 

436.  Mouvement  et  déformations  des  circuits.  —  Les  for- 
mules (a)  correspondent  au  cas  où  le  circuit  reste  immobile; 
le  champ  électrique  {P,  Q,  R)  ne  dépend  alors  que  des  seules 
variations  du  champ  magnétique  et  des  masses  isolées,  s'il 
en  existe.  Mais  lorsque,  le  champ  étant  variable,  les  cir- 
cuits se  déplacent  ou  se  déforment,  les  coordonnées  x,  y 
etr  de  chaque  élément  doivent  aussi  être  considérées  comme 
des  fonctions  du  temps  ;  dans  ce  cas,  l'expression  du  flux 
d'induction  s'écrira  : 


J  \     ds  ùs  as) 


La  force  éleciromolrlce  d'induction  E  à  un  instant  donné 
devient  alors 

_         rf?_  rr^/^<^      àF^ày      dF^àz\      OFdj^ 
(4)        -^'-dl~j  \_da\d;c  ~dï~^dy-  dl'^dz  Ot)~^~dï^ 

^"M'-^ - 

le  dernier  membre  de  cette  équation  devant  renfermer  deux 
autres  séries  de  termes  semblables  aux  premiers,  que  l'on 
obtiendra  simplement  par  la  permutation  des  lettres. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'ensemble  U  des  termes  qui  ont 


dx  ds       dx  àa       dx  ds 
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OU,  en  tenant  compte  des  équations  (A), 

,,  dz         ^  dr      dF  dx      dF  dr      dF  dz 
as  os       ox  os       dy  os       oz  as 

Une  permutation  des  lettres  donnera  de  la  même  manière 


ds  di 

qui  provient  de  cette  valeuF  de  U,  avec  le  dernier  terme  écrit 
dans  la  formule  (4), 

et  les  groupes  analogues  disparaissent  quand  on  étend  l'inté- 
grale à  un  circuit  fermé. 

Le  facteur  de  rfs  sous  le  signe  /  de  l'équation  {4}  se  com- 
pose donc  de  trois  parties  : 


/  ,  dz  _     ^-\  dx      dF 
^\    ds  Osjùl  ■•"  ât 


^(^i 


as  j  ôl        Ol    ds  ' 
~     ôrjdl  "*"  dt    ds' 


Finalement,  la  force  électromotrice  peut  s'écrire,  en  grou- 
pant les  termes  qui  ont  -r— i  -p  ou  -r^  en  facteur, 

--im-'^-m-- 

Chacune  des  trois  expressions  semblables  qui  forment  le 

Éltctr.  et  M»gn.  —  i.  4^ 
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second  membre  représente  la  force  électromotrice  totale  re- 
lative aux  projections  du  circuit  sur  les  axes  de  coordonnées, 

et  le  facteur  de  -t— <^s  est,  en  chaque  point,  la  force  électro- 
motrice par  unité  de  longueur  parallèlement  à  l'axe  des  x. 

Les  expressions  (a)  des  composantes  du  champ  électrique 
devront  donc,  dans  le  cas  général,  être  remplacées  par  les 
suivantes  : 

^\     dt  01  )        Ot       dz 

437.  Milieux  conducteurs.  —  Lorsque  les  milieux  sont  con- 
ducteurs, les  courants  obéissent  à  la  loi  d'Ohm.  En  désignant 
par  c  la  conductivilé,  on  a  donc 

Si  les  milieux  sont  immobiles,  abstraction  faite  des  fonc- 
tions 9  et  à,  les  équations  (2),  (C)  et  (3)  donnent  alors 


Dans  ce  cas,  toutes  les  quantités  F,  G,  II;  P,Q,  fi;  u,  p,  iv, 
satisfont  séparément  il  une  môme  équation  dilîérentielle 

(6)  iO  =  4=1.4!  • 

analogue  h  celle  qui  exprime  la  diffusion  de  la  chaleur  dans 
la  théorie  de  Fourier,  En  effet,  si  l'on  appelle  k  (47)  la  con. 
ductivité  calorifique  d'un  milieu  isotrope,  et  6  la  température. 
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l'expression  kM  représente  le  flux  de  chaleur  qui  pénètre  par 

unité  de  temps  dans  l'unité  de  volume,  et  -r-  est  l'élévation 

correspondante  de  la  température;  il  sufflt  alors  de  consi- 
dérer le  coefficient  4'=!*^^"  comme  représentant  la  capacité 
calorifique  du  milieu  par  unité  de  volume. 

Les  propriétés  électromagnétiques,  une  fois  établies  dans 
un  milieu  conducteur,  éprouvent  donc  une  difTusion  analogue 
à  celle  de  la  chaleur;  mais  on  doit  remarquer  que  la  conduc- 
livité  calorifique  k  du  milieu  qui  produirait  la  même  diffu- 
sion est  en  raison  inverse  de  c.  La  difTusion  des  effets  élec- 
tromagnétiques est  donc  en  raison  inverse  de  la  conductivité 
électrique,  de  sorte  qu'un  milieu  parfaitement  conducteur 
opposerait  un  obstacle  absolu  à  cette  diffusion. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  d'un  courant  linéaire 
entouré  d'un  milieu  conducteur.  Au  moment  où  l'on  établit  le 
courant  principal,  le  courant  induit  dans  le  milieu  qui  l'en- 
toure prend  immédiatement  la  même  intensité,  en  sens  con- 
traire, et  l'action  des  deux  courants  sur  un  point  éloigné  est 
nulle;  le  régime  ne  s'établit  qu'après  l'extinction  des  courants 
induits  due  à  la  résistance  du  milieu.  Mais,  à  mesure  que  le 
courant  induit  s'affaiblit,  il  produit  autour  de  lui  un  courant 
de  même  sens,  de  sorte  que  l'espace  occupé  dans  le  milieu 
par  le  courant  induit  s'agrandit  de  plus  en  plus,  à  mesure 
que  l'intensité  diminue. 

Si  le  courant  principal  est  maintenu  constant,  les  courants 
induits  se  diffusent  graduellement;  quand  le  régime  perma- 
nent est  atteint,  les  valeurs  de  A/*,  AÇ  et  Afî  sont  nulles 
dans  tout  le  milieu  et  ne  conservent  de  valeurs  fmies  que 
dans  la  portion  occupée  par  le  circuit  du  courant. 

438-  Diélectriques.  —  On  admettra,  avec  Maxwell,  que  tout 
courant  est  fermé  et  qu'il  est  complété,  s'il  y  a  lieu,  par  les 
variations  du  déplacement  électrique  (97). 

Cette  manière  de  concevoir  les  phénomènes  paraît  entiè- 
rement conforme  aux  expériences.  On  ne  constate,  en  effet, 
aucune  diiîérence  entre  le  champ  magnétique  d'un  courant 
qui  parcourt  des  conducteurs  et  celui  de  courants  interrompus 
par  des  diélectriques.  En  particulier,  leur  action  est  appliquée 
directement  aux   masses  magnétiques  et  ils  ne  produisent 
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aucun  couple  de  rotation  sur  un  aimant  mobile  autour  de 
son  axe  magnétique. 

Les  courants  ne  pouvant  être  continus  dans  un  diélectri- 
que, il  s'établit,  à  chaque  instant,  un  équilibre  entre  la  force 
électromotrice  et  les  réactions  d'élasticité  développées  par  le 
déplacement  électrique. 

Pour  les  milieux  isotropes  on  aura  donc,  en  appelant  /,  g,  h 
les  composantes  du  déplacement  électrique,  et  K  le  pouvoir 
inducteur  spéciflque  en  mesures  électromagnétiques, 

Le  déplacement  (/*,  g,  h)  satisfait  également  à  la  condition 
de  continuité,  avec  les  mêmes  réserves  que  pour  le  champ 
électrique  (433). 

Les  composantes  du  courant  sont  les  dérivées  respectives 
par  rapport  au  temps  de  celles  du  déplacement;  il  en  résulte 

<,„-k!^.       ..„-k!Î2.       .,^-k!Ï. 


Lorsque  les  milieux  sont  immobiles  et  que  le  système  ne 
renferme  pas  de  masses  électriques  isolées,  on  a 


if = 

-^^f- 

AP  = 

di 

-.S'. 

4=i"  = 

-^->= 

4^K.^ 

On  voit  alors  que  toutes  les  composantes  F,  G,  N;  P,  Q,  R; 
«,  f,  IV  et/;  g,  h  des  différentes  fonctions  satisfont  à  la  même 
équation  difTérentielIc 

(7)  'i9  =  K:.J". 

laquelle  représente  la  loi  de  propagation  des  vibrations  dans 
un  milieu  élastique. 
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439.  Cas  général.  —  Si  le  milieu  jouit  partiellement  de  pro- 
priétés conductives  et  de  propriétés  diélectriques,  le  courant 
se  compose  d'un  flux  réel  d'électricité,  correspondant  aux 
phénomènes  de  conduction,  et  des  variations  du  déplacement 
électrique  ;  on  aura  alors,  par  les  équations  (C), 

Si  l'on  remplace  dans  cette  dernière  équation  P  par  sa 
valeur  (2),  en  écrivant  sous  une  forme  symbolique  les  expres- 
sions analogues  relatives  aux  trois  coordonnées,  on  a 


(D) 


Lorsqu'on  ne  tient  pas  compte  des  fonctions  è  et  4^,  les 
composantes  F,  G,  H  du  potentiel  vecteur  satisfont  donc  à 
l'équation  générale 

(8)  Ae  =  .(4..+  Kl)^. 

La  définition  de  la  fonction  9  donne  d'fiilleurs 

Û.V  0/  i)z 

Si  l'on  prend  les  dérivées  partielles  des  équations  (D)  par 
rapport  aux  coordonnées  correspondantes  et  qu'on  en  fasse 
la  somme,  le  premier  membre  est  nul  et  il  reste 

Quand  il  s'agit  de  milieux  diélectriques,  la  conductîvité  c 


dx 

Ad —- 

dy 

=  ,(4»  +  K-)(^-+^, 

--f^ 
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est  nulle  et  la  valeur  de  A(j<,  qui  est  proportionnelle  b  la 
densité  des  masses  fixes,  est  indépendante  du  temps;  dans 

ce  cas,  il  reste  simplement  -^-^  =  o,  c'est-à-dire  que  6  est  une 

fonction  linéaire  du  temps.   Ces  deux  fonctions  0  et  fl"  ne 
joueront  aucun  rôle  dans  les  phénomènes  périodiques. 

440.  Vecteur  radiant(').  — L'énergie  potentielle  d'un  milieu 
comprend  l'énergie  électromagnétique  (435)  et  l'énergie  élec~ 
trostatique  (95),  ce  qui  donne,  par  unité  de  volume, 

U.^i^{X»  +  Y'-hZ»)  +  ^(/«  +  Ç*  +  /î«), 


K'^f- M"'-^--} 


La  dérivée  partielle  -t-'  représente  l'accroissement  d'énergie 
potentielle  pendant  l'unité  de  temps.  L'accroissement  total 
de  l'énergie  accumulée —r—  comprend,  en  outre,  l'énergie  ca- 
lorifique due  aux  courants  de  conduction.  Dans  l'élément  de 
volume  dxdydz,  le  courant  parallèle  à  l'axe  des  jr  est  cPdydz 

et  la  résistance  correspondante     ,    ,  ;  l'énergie  caloriOque  est 

donc  cP^dxdjrdz,  ce  qui  donne,  pour  les  trois  composantes, 
par  unité  de  volunae,  la  somme  c{P*+  Q'-i-H').  On  a  ainsi 

4-^  =  Kxf. )-'>0--K^). 

La  dernière  parenthèse  étant  égale  à  4^1',  on  déduit  alors  des 
équations  (B)  et  (C) 


Pour  obtenir  l'accroissement  de  l'énergie  totale  W  accu- 
mulée dans  le  volume  limité  par  une  surface  arbitraire  S,  il 

■  (1)  J.  II.  PoiKTiHo.  Phil.  Tna*.  L.R.  S.,  PI.  11,  p.  3«;  )8B4. 
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faut  multiplier  cette  équation  par  dxdydz  et  l'intégrer  dans 
toute  l'éteadue  du  volume. 

L'ensemble  des  termes  du  second  membre  qui  contiennent 
des  dérivées  partielles  par  rapport  à  x  est 

Cette  expression  devant  être  multipliée  par  djcâyât,  il  en 
résulte  que  l'intégrale  se  réduit  aux  éléments  de  la  surface  S, 

Si  l'on  désigne  par  a,  ^  et  y  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  à  l'élément  dS,  on  a  dydz^adS,  et  de  même  pour 
les  autres  coordonnées;  par  suite 

4it^=J'[a(ÇZ-flY)  +  3(/?X-/>Z)-f-Y{/'Y-ÇX)JrfS, 


cy)'/S. 


L'intégrale  du  second  membre  représente  aussi  le  flux  du 
vecteur  (»,  b,  c),  dit  vecteur  radiant,  qui  sort  de  la  surface  S. 
Ce  flux  est  donc  la  perte  d'énergie  du  volume  considéré  pen- 
dant l'unité  de  temps. 

Les  équations  (9)  montrent  qae  le  vecteur  radiant  est  per- 
pendiculaire au  champ  électrique  (P,  Q,  R],  ainsi  qu'au  champ 
magnétique  (X,  Y,  Z)  et,  par  suite,  perpendiculaire  à  leur  plan, 
car  elles  donnent  aX  +  bY-t-cZ=o  et  »/*  +  bÇ-f-cfl=o. 

En  outre,  chacune  des  composantes  »,  b  et  c  est  propor- 
tionnelle à  la  projection,  sur  le  plan  perpendiculaire,  de  l'aire 
du  parallélogramme  formé  par  ces  deux  champs.  Le  vecteur 
radiant  est  donc  proportionnel  à  l'aire  du  parallélogramme 
formé  par  le  champ  électrique  et  le  champ  magnétique.  Enlin, 
pour  un  observateur  situé  dans  la  direction  du  champ  élcc- 


ou,  en  posant 

(9) 

4i»  =  flY-9z 

iT.h  =  PÏ-RX 
4=c  =  (JX— PY 

-/(•"  +  ■>?+« 
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trique  et  regardant  celle  du  champ  magnétique,  le  vecteur 
radiant  est  dirigé  vers  la  gauche  (fig.  io4). 

441.  Théorie  de  Hertz  (<).  —  Pour  faciliter  la  comparaison 
de  différents  mémoires  sur  celte  question  importante,  nous 
ferons  remarquer  d'abord  que  Maxwell  désigne  par  a,  3,  t  les 
composantes  du  champ  magnétique,  que  nous  avons  continué 
de  représenter  par  X,  Y,  Z  ;  par  a,  b,  c  les  composantes  [*X, 
(xY,  |xZ  de  l'induction  magnétique,  et  il  appelle  3  la  fonction 
que  nous  avons  représentée  par  6.  Les  notations  de  Maxwell 
ont  été  conservées  pour  les  autres  grandeurs. 


Fig.  io4. 

Hertz  part  d'un  point  de  vue  différent.  Sans  faire  interve- 
nir aucune  hypothèse  primordiale,  il  établit  entre  les  phéno- 
mènes deux  systèmes  d'équations  différentielles,  dont  l'exac- 
titude sera  simplement  démontrée  par  la  conformité  de  leurs 
conséquences  avec  tous  les  faits  connus. 

Appelant  L,  M,  N  les  composantes  du  champ  magnétique; 
X,  Y,  Z  celles  du  champ  électrique;  u,  v,  »■  les  composantes 
du  courant  de  conduction,  y.  la  perméabilité  magnétique,  A  et 
e  des  constantes  déterminées  par  le  choix  de  l'unité  de  force 
électrique,  Hertz  admet  a  priori  les  relations 


•^"-57  = 

<1Y 

(B)' 

\ 

1 

.     <)N 

_4-i 

dZ 

ày 

(1)  Heute 
p.  b11  et  t. 

A'jicft 
XLI,  p. 

ses 

n  rf. 
iseo 

Kôning  Getel.  :  mari, 
-  Lamiire  élielnque. 

WUâ  *nB.  t.  XL, 
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combinées  avec  les  suivantes  : 


1)5  0/ 


(D)  A(^4-.  +  .^j=^-g^. 

.  /,  <)Z\      <iL      <)M 


Si  l'on  fait  A=  i  et  s  =  K,  en  tenant  compte  du  changement  de 
notations,  il  est  facile  de  vérifier  que  les  systèmes  (B)'  et  (D)' 
deviennent  respectivement  identiques  aux  équations  fonda- 
mentales (B)  et  {D)  de  Maxwell. 

Sans  aller  plus  loin,  il  est  évident  que  les  deux  méthodes 
conduiront  exactement  aux  mêmes  résultats. 

442.  Ondes  planes  dans  an  diélectrique.  —  Lorsque  les 
causes  de  perturbation  sont  localisées  dans  un  volume  res- 
treint, les  phénomènes  se  transportent  dans  le  diélectrique 
comme  des  ondes,  de  forme  d'abord  plus  ou  moins  complexe, 
lesquelles  deviennent  sphériques  à  une  distance  très  grande 
par  rapport  aux  dimensions  de  l'espace  troublé  directement. 
Ces  ondes  se  propagent  avec  une  vitesse  qui  dépend  de  la 
nature  du  milieu. 

Si  l'on  prend  le  plan  des  xy  parallèle  au  plan  langent  à  la 
surface  d'onde  en  un  point,  toutes  les  fonctions  au  voisinage 
de  ce  point  ne  dépendent  que  des  variables  ^  et  t.  En  faisant 
S  —  o,  les  équations  (A),  (i)  et  (C)  donnent  alors 

Z  =  o,       A//=o       et       iv^o; 

'  il  en  résulte,  d'après  la  relation  générale  (7),  en  désignant  par 
A  et  B  deux  fonctions  de  *, 


On  doit  en  conclure  que  la  fonction  H  est  nulle,  car  on  ne 
peut  admettre  qu'elle  soit  en  chaque  point  constante  ou  que 
ses  variations  soient  proportionnelles  au  temps;  par  suite, 
abstraction  faite  de  ^,  ff  =  o,  A  =  o. 
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Comme  toutes  les  composantes  Z,  H,  R,  w,  h,  parallèles  à 
la  direction  de  propagation  sont  nulles,  celles  qui  restent 
sont  situées  dans  le  plan  de  l'onde,  ou  transversales.  Les 
composantes  a  et  b  du  vecteur  radiant  étant  aussi  nulles, 
ce  vecteur  est  parallèle  à  la  propagation  ;  c'est  dans  cette 
direction  que  se  transporte  l'énergie.  Il  reste  alors 

{  ^  dt~      ùz'       ^  dt~  dz' 

L'équation  générale  (7),  à  laquelle  satisfont  les  différentes 
quantités  F,  G,  P  et  Q,  se  réduit  à 

dont  la  solution  est  de  la  forme 

^=f,(z^T^-t)+f,{z^K^-i-t). 

Les  fonctions  /i  et  fi  représentent  respectivement  des  ondes 
planes  qui  se  propagent  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  avec 
une  vitesse  commune,  car  elles  prennent  la  même  valeur,  à 
des  époques  différentes  t  et  if,  en  deux  points  dont  la  distance 
z'  —  z  satisfait  à  la  condition 

Il  en  résulte  que  les  phénomènes  électriques  et  magné- 
tiques se  propagent  comme  le  son  ou  la  lumière. 

La  vitesse  de  propagation  V  est  uniquement  définie  par  les 
propriétés  du  milieu  et  indépendante  du  choix  des  unités  de 
mesure  ;  on  comprend  ainsi  comment  le  rapport  v  des  unités 
électrostatique  et  électromagnétique  intervient  dans  la  valeur 
de  cette  vitesse.  D'après  ce  qui  a  été  vu  précédemment  (419), 
on  a  donc 
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Dans  le  vide,  où  A  =  i  et  (t=i,  on  a  V  =  v.  La  vitesse  de 
propagation  des  perturbations  électro-magnétiques  est  alors 
égale  au  rapport  des  unités. 

443.  Courants  permanents.  —  Lorsqu'un  régime  de  courants 
permanents  est  établi  dans  un  système,  toutes  les  dérivées  par 
rapport  au  temps  sont  nulles.  Au  voisinage  de  la  surface  des 
conducteurs,  les  courants  sont  nécessairement  parallèles  à  la 
surface.  Si  Ton  prend  l'origine  des  coordonnées  sur  un 
élément  rfS  de  cette  surface,  l'axe  des  jr  normal  à  l'élément 
et  l'axe  des  ::  parallèle  au  courant,  on  a 

11  =  0,       v^o,       w:=cR, 

c'est-à-dire  que  les  composantes  /*  et  Ç  du  champ  électrique 
sont  nulles  dans  le  conducteur. 

Ces  conditions  sont  générales  quand  il  s'agit  de  conduc- 
teurs cylindriques.  Le  courant  est  alors  homogène  ;  la  com- 
posante R  est  constante  dans  toute  ]a  section  et  les  compo- 
santes du  champ  magnétique  ne  dépendent  que  des  coordon- 
nées X  et  /.  Il  résulte  aussi  des  équations  (C) 

dZ_        dZ_  _^_^ 

dy        '     dx        '        '         ùy       dx 

Dans  ce  cas,  la  composante  Z  du  champ  magnétique  paral- 
lèle au  courant  est  constante,  c'est-à-dire  nulle  si  l'on  ne  tient 
pas  compte  des  champs  permanents  extérieurs.  Le  champ 
magnétique  est  donc  perpendiculaire  au  champ  électrique. 

La  composante  X  est  nulle  à  l'origine,  par-  raison  de  symé- 
trie, et  ta  composante  Y  est  dirigée  vers  la  gauche  des  cou- 
rants. La  troisième  équation  donne 

X^^airw^,        Y=  — Yj  —  aicwjr. 

Le  champ  magnétique  intérieur  est  tangent  à  la  surface  et 
perpendiculaire  au  courant. 

Si  l'on  passe  du  conducteur  au  diélectrique  par  une  couche 

de  transition   d'épaisseur  très  petite,  les  dérivées  -3-  et  -y- 

sont  encore  nulles. 
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Comme  la  coraposante  Z  est  oulle  dans  le  conducleur,  elle 
•est  aussi  nulle  &  l'extérieur,  c'est-à-dire  que  le  champ  ma- 
gnétique extérieur  est  perpendiculaire  au  courant. 

En  outre,  la  composante  X  extérieure  est  nulle,  car  aucun 
flux  de  force  magnétique  ne  sort  du  conducl«ur.  Le  champ 
magnétique  extérieur  est  tangent  à  la  surface  et  perpendicu- 
laire au  courant,  avec  la  valeur  —  Y„. 

Pour  examiner  le  champ  électrique  extérieur,  on  remar- 
quera également  que,  dans  la  couche  de  transition,  les  équa- 
4rions  (B)  se  réduisent  à 

OR  ')IÎ  i)Q      <)P 

— -  =  o,        — -  — o,        -i — r— —  o. 

oy  O.C  o.r       oy 

La  composante  R  conserve  la  m€me  valeur  dans  le  dîélec- 

dP 
trique.  D'autre  part,  la  dérivée  -r-^  conserve  une  valeur  finie, 

puisque  les  seules  variations  brusques  ont  lieu  suivant  la  nor- 
male; la  dérivée  -y-  est  donc  finie  et  la  composante  Q  reste 

nulle  à  l'extérieur. 

Le  champ  électrique  extérieur  se  compose  finalement  d'une 
composante  P  normale  au  conducteur  et  d'une  composante  R 
parallèle  au  courant. 

A  la  surface  du  conducteur,  les  composantes  du  vecteur 
radiant  sont 

4"»;^  — RYj,,       b=o,       c^=o. 

Le  vecteur  radiant  est  donc  normal  à  la  surface  et  dirigé 
vers  l'intérieur:  il  représente  l'accroissement  d'énergie  calo- 
rifique dû  ou  passage  du  courant. 

Ces  conclusions  restent  encore  très  sensiblement  exactes 
lorsque  la  section  des  conducteurs  n'éprouve  que  des  varia 
lions  lentes  et  continues. 

444.  Cylindres  circulaires.  —  Lorsque  le  conducteur  cylin- 
drique a  une  section  circulaire,  le  champ  magnétique  est  en 
chaque  point  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  (311).  Comme 
il  est  nul  sur  l'axe,  par  raison  de  symétrie,  sa  valeur  à  la 
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distance  r  est  ai:  ht.  En  appelant  a  le  rayon  du  cylindre,  le 
champ  magnétique  à  la  surface  est 


Dans  le  diélectrique,  il  reste  simplement 
et,  si  l'on  prend  l'origine  des  coordonnées  sur  l'axe, 

Le  champ  est  encore  normal  au  rayon  vecteur  et  en  raison 
inverse  de  la  distance  à  l'axe,  résultat  conforme  aux  expé- 
riences de  Biot  et  Savart. 

Quelle  que  soit  d'ailleurs  la  section  du  cylindre,  si  I  est  le 
courant  total  et  s  le  contour  de  la  section,  le  champ  exté- 
rieur F  est  en  chaque  point  parallèle  au  contour,  et  l'on  a 


4,,  =  / 


Frfs. 


445.  Conducteurs  parfaits.  —  Imaginons  qu'il  existe  des 
conducteurs  dont  la  résistance  soit  nulle.  Si  le  système  ne 
renferme  pas  de  forces  électromotrices  permanentes  et  que 
les  courants  proviennent  uniquement  des  effets  d'induction, 
l'équation  générale 

relative  à  l'action  du  llux  ?  d'induction  magnétique  dans  un 
circuit  dont  la  résistance  est  R  et  le  coefficient  de  self-induc- 
tion L,  se  réduit  à  /,!  H- ç  —  const.  Le  flux  total  d'induc- 
tion magnétique  dans  le  circuit  est  donc  constant  ;  les  varia- 
tions du  flux  extérieur  o  sont  compensées  à  chaque  instant  par 
celles  du  flux  que  produit  le  courant.  Comme  un  champ  per- 
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manent  ne  produit  aucun  effet,  on  peut  supposer  £1  +  9  =  0, 
ce  qui  revient  à  admettre  que  l'élat  primitif  était  neutre.  II 
en  résulte  plusieurs  conséquences  importantes  : 

1°  Dans  un  conducteur  parfait,  le  champ  magnétique  reste 
nul,  quelles  que  soient  les  variations  des  systèmes  extérieurs, 
et  l'on  a  toujours  X  —  o,  Y  =  o,  Z  =  o. 

3°  Le  champ  magnétique  étant  nul,  les  courants  sont  aussi 
nuls,  d'après  les  équations  (C).  Les  courants  sont  donc  unique- 
ment superficiels. 

3°  Le  champ  magnétique  extérieur  est  langent  à  la  surface. 
En  effet,  comme  le  flux  d'induction  magnétique  qui  traverse 
une  surface  quelconque  du  conducteur  est  nul,  on  a,  pour  un 
élément  dS, 

Or,  si  l'on  prend  les  axes  des  x  et  des  7  tangents  k  la  surface, 
auquel  cas  a  —  o  cl?>~o,  l'équation  se  réduit  à  Z  —  0, 

On  verrait,  comme  plus  haut,  que  le  champ  magnétique  ex- 
térieur est  perpendiculaire  au  courant. 

4°  Le  champ  électrique  est  nul  dans  un  conducteur  parfait. 
Les  seconds  membres  des  équations  (D)  sont  nuls.  Dans  les 
premiers  membres,  les  courants  cP,  cQ  et  cR  sont  également 
nuls.  Les  composantes  P,  Q,  R  sont  donc  constantes  et,  par 
suite,  nulles  puisque  l'état  primitif  a  été  supposé  neutre. 

5°  Le  champ  électrique  extérieur  est  normal  à  la  surface. 
Supposons  qu'il  existe  entre  le  conducteur  et  le  diélectrique 
une  couche  intermédiaire  infiniment  mince,  et  prenons  l'axe 
des  ^  normal  à  la  surface. 

Dans  l'équation 

dX_dfl_OÇ 

appliquée  à  la  couche  intermédiaire  d'épaisseur  e,  le  premier 
membre  est  évidemment  fini,  c'est-à-dire  qu'il  n'est  ni  de 
l'ordre  de  e,  auquel  cas  il  serait  infiniment  petit,  ni  de  l'ordre 
du  rapport  inverse,  ce  qui  lui  donnerait  une  valeur  infiniment 
grande,  hypothèses  également  inadmissibles.  Le  premier  terme 
du  second  membre  est  également  fini,  puisque  les  variations 
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rapides  n'ont  lieu  que  dans  une  direction  normale  à  la  couche. 

Le  dernier  terme  ~  reste  donc  fini;  comme  la  valeur  de  Ç 

est  nulle  dans  le  conducteur,  elle  est  aussi  nulle  à  l'extérieur 
au  voisinage  de  la  surface. 

On  verrait,  de  m€me,  que  la  composante  P  est  nulle.  La 
composante  normale  R  est  donc  la  seule  qui  diffère  de  zéro, 
c'est-à-dire  que  le  champ  électrique  est  normal  au  conduc- 
teur, comme  pour  l'état  permanent. 

6*  Le  champ  magnétique  extérieur  est  proportionnel  à  la 
densité  superficielle  du  courant. 

Si  le  plan  des  xr  est  tangent  à  la  surface  et  le  courant  paral- 
lèle à  l'axe  des  .r,  la  valeur  de  u  est  infmie,  mais  le  courant 
total  ramené  au  contour  a  une  valeur  finie. 

Si  l'on  multiplie  par  dz  les  deux  termes  de  l'équation 

dP      ,)Y      dZ 

l'intégrale  du  premier  ferme  udz  reste  finie  quand  on  l'élend 
à  la  couche  infiniment  mince   des  courants  de  conduction. 

;  -r-  restent  finis,    les  intégrales 

correspondantes  sont  nulles.  Enfin  la  valeur  de  Y  est  nulle 
dans  le  conducteur;  l'intégrale  se  réduit  donc  à 


^'f--ri- 


=  Y. 


Or,  l'intégrale  du  premier  membre  est  le  courant  tolal  qui 
correspond  à  l'unité  de  longueur  du  contour  de  la  section, 
c'est-à-dire  la  densité  superficielle  X  du  courant.  Le  champ 
extérieur  Y  peut  donc  s'écrire 

Y  =  4-X. 

446-  Propagation  dans  un  cylindre.  —  Si  l'axe  des  =  est 
parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  les  composantes 
transversales  u  et  c,  comprenant  les  courants  de  conduction 
et  de  déplacement,  sont  nulles.  Il  résuite  alors  des   équa- 
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tioDS  (C)  que  les  composantes  F  el  G  sont  nulles  dans  toute 
l'étendue  du  système,  puisqu'elles  représentent  respective- 
ment le  potentiel  d'un  agent  fictif  dont  la  densité  serait 
égale  à  jj-c  ou  y-tv. 

Dans  le  diélectrique  (438)  et  sur  une  parallèle  aux  généra- 
trices du  cylindre,  la  valeur  de  H  ne  dépend  que  de  ^  ;  on  a 
donc 

^    à^H       .„     d^H 


C'est  la  forme  obtenue  déjà  pour  la  propagation  des  ondes 
planes.  Dans  l'état  variable,  le  potentiel  vecteur  se  propage 
donc  parallèlement  au  conducteur  avec  la  même  vitesse  que 
les  ondes  planes.  Il  en  est  de  même  pour  le  champ  électrique 
et  le  champ  magnétique. 


OSCILLATIONS    ÉLECTniQUES.    —    THÉORIE   DE    LA    LUUlÈBE. 

447-  Phénomènes  périodiques.  —  Nous  avons  fait  remar- 
quer déjà  (393)  que  si  l'état  d'un  système  varie  d'une  manière 
continue,  les  phénomènes  de  nature  quelconque  peuvent  être 
représentés,  suivant  la  formule  de  Fourier,  par  une  série  de 
termes  harmoniques  de  périodes  différentes.  Les  équations 
différentielles  sont  d'ailleurs  linéaires  et  la  solution  générale 
est  la  somme  des  solutions  qui  conviennent  à  tous  les  termes 
de  la  série.  Si  le  régime  permanent  est  établi,  on  pourra  donc 
considérer  séparément  les  effets  de  périodes  différenlos. 

Dans  les  vues  de  Faraday  pour  expliquer  les  phénomènes 
électriques  et  magnétiques  par  l'éiasticité  des  milieux,  sans 
recourir  aux  actions  à  distance,  il  serait  contraire  à  l'espril 
scientifique  d'imaginer  autant  de  milieux  superposés  que  de 
propriétés  physiques  différentes. 

Le  grand  problème  que  soulève  la  philosophie  de  la  science 
est  alors  de  connaître  quelle  serait  la  constitution  du  milieu 
qui  permettrait  de  rendre  compte  en  même  temps  de  toutes 
ces  propriétés.  Il  parait  difficile  d'aborder  une  question  aussi 
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vaste,  mais  c'est  déjà  un  progrès  considérable  d'établir  une 
liaison  entre  les  phénomènes. 

En  particulier,  si  l'expérience  et  la  théorie  montrent  que 
la  vitesse  de  propagation  des  effets  électromagnétiques  est 
la  même  que  celle  de  la  lumière,  on  sera  autorisé  à  en  con- 
clure que  tes  deux  ordres  de  phénomènes  ne  sont  que  des 
manifestations  différentes  des  propriétés  d'un  milieu  commun. 
C'est  le  résultat  auquel  conduit  la  théorie  de  Maxwell. 

L'action  d'un  champ  magnétique  sur  la  polarisation  d'un 
rayon  de  lumière  semblerait  alors  la  conséquence  naturelle 
du  lien  que  ce  milieu  établit  entre  les  phénomènes. 

448.  Résistance  apparente  des  conductears.  —  Si  les  varia- 
tions du  champ  sont  périodiques  et  de  forme  sinusoïdale,  on 
peut,  abstraction  faite  d'un  terme  constant,  représenter  le 
flux  d'induction  7  dans  un  circuit  quelconque  par  ^  coamt,  le 
coefficients  étant  une  constante,  ou  par  une  fonction  com- 
plexe ^e"",  dont  la  dérivée  esti'w?. 

Le  llux  de  force  Ll  produit  par  le  courant  étant  lui-même 
une  fonction  complexe  d'égale  période,  sa  dérivée  estiuLI  et 
l'équation  d'induction  devient 

o  =  U I -)- ^  (? -f- il)  =  (R -M' wL) I -H lù) ?, 
^-!-i{LI  +  ?}  =  o. 

Les  résultats  sont  les  mômes,  en  remplaçant  l'expression 
complexe  par  ses  termes  réels,  que  si  la  résistance  du  circuit 
était  réduite  proportionnellement  k  la  fréquence  des  oscil- 
lations. On  l'aurait  vu  d'ailleurs  par  les  formules  établies 
déjà  (393)  pour  les  courants  alternatifs. 

Lorsque  les  oscillations  sont  très  rapides,  les  conducteurs 
se  comportent  donc  comme  si  leur  résistance  était  nulle,  et 
toutes  les  conséquences  établies  pour  les  conducteurs  parfaits 
se  trouvent  applicables. 

On  doit  cependant  faire  quelques  réserves  sur  cette  conclu- 
sion, parce  que  la  distribution  des  courants  alternatifs  dans 
un  conducteur  ne  se  fait  pas  suivant  les  mêmes  lois  que  pour 
les  courants  continus.  Par  suite  des  effets  d'induction  réci- 
proque, les  courants  alternatifs  se  portent  vers  la  surface  des 
ÉUclr.  etHagn.  —  1.  it 
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conducteurs  et  n'utilisent  ainsi  qu'une  partie  de  leur  section, 
ce  qui  augmente  leur  résistance  efficace.  Pour  les  conduc- 
teurs cylindriques  en  particulier,  comme  on  le  verra  plus 
loin,  la  résistance  tend  à  devenir  proportionnelle  à  yu  Ioi*s-- 
que  la  fréquence  est  très  grande.  Comme  la  résistance  est  ici 
divisée  paru,  les  conducteurs  médiocres  se  comportent  fma- 
lement  comme  des  écrans  parfaits  pour  des  courants  de  très 
grande  fréquence. 

449.  DiélectrîqueB.  —  Quand  un  milieu  diélectrique  est  le 
siège  de  phénomènes  périodiques,  tous  les  effets  se  propa- 
gent avec  une  même  vitesse  V  (442)  et  la  longueur  d'onde  î. 
est  l'espace  parcouru  pendant  une  période  T.  On  a  donc,  en 
posant  mT  =  2T, 

Si  l'on  considère  un  système  d'ondes  planes  perpendicu- 
laires à  l'axe  des  z,  les  composantes  Z,  //,  H  et  k  relatives  à 
cette  direction  sont  nulles.  Toutes  les  quantités  qui  restent 
sont  transversales  à  la  propagation.  Chacune  d'elles  est 
périodique  et  peut  être  représentée  par  une  fonction  com- 
plexe de  la  forme  Ac'f,  en  posant 


"('-^)^ 


Le  module  A  est  Yampîtlude  de  la  fonction  et  l'argument  9  sa 
phase  ;  les  termes  réels  et  les  coefficients  des  imaginaires  des 
expressions  analogues  satisfont  séparément  au  problème. 
Les  équations  (10)  et  les  relations 

montrent  que  le  déplacement  lf,g),  le  courant  (m,  v),  le  champ 
électrique  (/*,   Q),   le  potentiel  vecteur  (F,  0)  et  le  champ 
magnétique  (X,  Y)  ont  des  amplitudes  proportionnelles. 
La  dérivée  du  sinus  ou  du  cosinus  d'une  expression  linéaire 
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des  variables  ayant  une  avance  de  phase  de  90°  par  rapport  à 
la  fonction  primitive  (394),  il  en  est  encore  de  même  pour 
une  fonction  complexe. 

Les  fonctions  /'et  P,  d'une  part,  n  et  F  d'autre  part  ont  res- 
pectivement la  même  phase,  la  différence  de  phase  des  deux 
groupes  étant  de  90°.  En  outre,  le  déplacement,  le  courant 
et  le  potentiel  vecteur  sont  à  chaque  iastant  parallèles,  car 
il  résulte  des  formules  générales  : 

1.-Q-V-G 
D'autre  part,  les  équations  (to)  du  n°  442  donnent 

(3)  PX  +  Q\  =  o. 

Le  champ  magnétique  est  donc  perpendiculaire  au  champ 
électrique  et  ces  deux  grandeurs  ont  la  môme  phase. 

Le  phénomène  correspond  h  des  ondes  lamineascs,  dont 
les  vibrations  sont  également  transversales  ;  la  vibration  lu- 
mineuse serait  parallèle  au  champ  magnétique  ou  au  champ 
électrique.  Le  vecteur  radiant  est  parallèle  à  la  propagation; 
il  représente  le  rayon  de  lumière. 

En  général,  l'angle  «  est  différent  pour  les  deux  compo- 
santes rectangulaires  de  même  espèce.  Chacune  des  grandeurs 
(P,  Q)  ou  (X,  Y)  est  alors  représentée  par  le  rayon  vecteur 
d'une  ellipse,  qui  obéit  à  la  loi  des  atres  autour  du  centre. 
C'est  le  cas  d'une  vibration  lumineuse  eUipUque. 

Lorsque  cet  angle  a  est  le  même  pour  les  deux  compo- 
santes, le  champ  électrique  et  le  champ  magnétique  ont  res- 
pectivement des  directions  constantes.  On  peut  dire  que  les 
ondes  sont  polarisées,  comme  la  lumière. 

Dans  ce  cas,  si  l'on  prend  l'axe  des  x  parallèle  au  champ 
électrique,  la  composante  Ç  est  nulle;  il  reste  alors 

[  g^=o,     c^o,     G=:o,     X=^o; 

(4)  4t./==KP,        4':k  — iKo>P; 
)  u  P 
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L'une  ou  l'autre  des  quantités  P  et  Y  représentera  la  vibra- 
tion lumineuse  dans  les  idées  de  Fresnel. 

450.  Partage  des  énergies.  —  Dans  le  cas  d'ondes  planes 
perpendiculaires  à  l'axe  des  :■,  l'énergie  électrostatique  du  mi- 
lieu par  unité  de  volume  devient,  en  tenant  compte  de  (a), 

K  (p.^ç.)^ii|!Z!(x.  +  y.)  =|.  (X.  +  ï.). 

Or,  la  dernière  expression  représente  aussi  l'énergie  électro- 
magnétique par  unité  de  volume  (435). 

On  voit  que  l'énergie  du  milieu  dans  lequel  se  propagent 
les  ondes  se  trouve,  moitié  sous  forme  électrostatique  et 
moitié  sous  forme  électromagnétique.  Il  en  résulte  que  l'é- 
nergie totale  par  unité  de  volume  est,  à  chaque  instant, 

L'énergie  moyenne  s'obtiendra  en  remplaçant  le  carré  de 
chacune  des  fonctions  considérées  par  la  moitié  du  carré  de 
son  amplitude. 

Désignons  par  p  chacune  de  ces  énergies  partielles.  En 
vertu  de  son  état  électrique  (80)  le  milieu  est  soumis  à  une 

tension  périodique  d'amplitude  -  parallèle  i  la  force  électro- 
motrice  et  une  pression  de  même  valeur  suivant  les  directions 
rectangulaires.  En  vertu  de  son  état  électromagnétique,  le 
milieu  est  soumis  aux  mêmes  efTets,  sauf  qu'il  faut  rem- 
placer la  direction  de  la  force  électroraotricc  par  celle  du 
champ  magnétique,  qui  lui  est  perpendiculaire,  et  inverse- 
ment. Ces  actions  se  détruisent  dans  le  plan  de  l'onde  et  il 
reste  normalement  à  ce  plan  une  pression  p  égale  à  la  moitié 
de  l'énergie  totale  par  unité  de  volume. 

451.  Pouvoir  inducteur  spécifique.  —  L'indice  de  réfrac- 
tion n  d'un  milieu  pour  une  couleur  déterminée  est  le  rap- 
port des  vitesses  de  propagation  V  et  V  de  la  lumière  dans 
le  vide  et  dans  le  milieu  considéré,  ce  qui  donne 


Les  milieux  étant  supposés  diélectriques  et  non  magné- 
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tiques,  si  l'on  dt^signe  par  K  et  K'  les  pouvoirs  inducleurs 
spécifiques  du  vide  et  du  dii^lectrique,  on  a  aussi 


(3)  K/i^  ^  K.'. 

Le  pouvoir  inducteur  spécifique  d'un  diélectrique  par  rap- 
port h  celui  du  vide,  ou  sensiblement  de  l'air,  doit  donc  Cire 
égal  au  carré  de  son  indice  de  réfraction. 

Il  se  présente,  pour  la  vérification  expérimentale  de  cette 
conséquence  si  importante,  une  difficulté  qui  tient  à  la  dis- 
persion des  milieux  réfringents.  L'indice  de  réfraction  étant 
variable  avec  la  longueur  d'onde,  ou  la  période,  l'idée  la  plus 
naturelle  est  de  considérer  la  valeur  limite  de  l'indice,  c'est- 
à-dire  celle  qui  correspond  h  la  plus  grande  période. 

Pour  la  paraffine,  par  exemple,  les  indices  de  réfraction  des 
rayons  lumineux  extrêmes  varient  de  i,4^  à  i,45  et  les  meil- 
leures expériences,  par  les  méthodes  d'électricité  statique, 
montrent  que  la  valeur  moyenne  du  pouvoir  inducteur  spé- 
cifique est  voisine  de  ^,29;  la  racine  carrée  i,5i  de  ce  nombre 
n'est  pas  très  éloignée  de  l'indice  de  réfraction. 

L'accord  est  moins  satisfaisant  avec  la  plupart  des  diélec- 
triques solides  transparents,  tels  que  les  différentes  espèces 
de  verres,  le  spaih  d' Islande,  le  spath  jluor  et  le  quartz; 
leur  pouvoir  inducteur  spécifique  est  toujours  plus  élevé, 
quelquefois  le  double  du  carré  de  l'indice  de  réfraction.  11  en 
est  de  même  pour  les  huiles  végétales  et  animales. 

Pour  les  gaz,  dont  la  réfraction  est  plus  faible  et  la  disper- 
sion négligeable,  la  puissance  réfractive  n^  —  1  est  propor- 
tionnelle au  poids  spécifique,  ou  b  la  pression,  si  la  tem- 
pérature est  maintenue  constante  ;  il  doit  en  résulter  que  le 
pouvoir  inducteur  spécifique  croît  aussi  proportionnellement 
à  la  pression,  et  par  le  même  coefficient  que  la  puissance 
réfractive.  Cette  conséquence  parait  avoir  été  vérifiée  par  les 
recherches  de  M.  Boltzmann. 

Le  contrôle  de  l'expérience  ne  peut  donc  pas  être  considéré 
comme  suffisant  pour  confirmer  la  théorie  ;  mais  il  n'y  a  pas 
lieu  d'attacher  trop  d'importance  à  ce  désaccord  apparent,  si 
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l'on  tient  compte  du  fait  que  le  pouvoir  inducteur  spécifique 
diminue  d'une  manière  notable  avec  la  durée  de  l'élcctri- 
sation.  Or,  la  période  des  oscillations  électriques  qu'il  faut 
admettre  pour  expliquer  les  phénomènes  lumineux  est  hors 
de  toute  proportion  avec  le  plus  court  intervalle  de  temps  que 
l'on  puisse  réaliser  dans  les  expériences  électrostatiques. 

Dans  tous  les  cas,  cette  corrélation  des  proprîét^^s  optiques 
et  électriques  d'un  milieu  peut  âtre  considérée,  au  moins, 
comme  une  première  approximation  d'une  théorie  qui  reste 
à  préciser  davantage. 

452.  Phénomènes  de  Hertz.  —  La  découverte  de  Hertz  et 
les  nombreux  travaux  qu'elle  a  provoqués  ont  confirmé  d'une 
manière  inattendue  la  belle  théorie  de  Maxwell. 

Dans  ces  expériences,  sur  lesquelles  nous  reviendrons  plus 


Fig.  .03. 

tard  et  dont  il  suffit  de  rappeler  ici  le  caractère  général,  le 
champ  oscillatoire  est  produit  par  un  appareil  dit  excitateur 
et  ses  propriétés  sont  observées  au  moyen  d'une  sorte  de 
résonateur  électrique. 

L'excitateur  est  formé  par  un  système  de  conducteurs  où 
l'on  provoque  des  décharges  de  nature  oscillante  (399).  Tel 
est  l'ensemble  de  deux  sphères  métalliques  A  et  A'(ng.  io5), 
munies  de  tiges  qui  se  terminent  par  deux  boules  a  et  />'  ;  ces 
conducteurs  sont  joints  respectivement  aux  pdles  B  et  B'  du  fil 
secondaire  d'une  bobine  d'induction. 

A  chacune  des  décharges  de  la  bobine  (rupture  ou  ferme- 
ture du  courant  primaire),  les  conducteurs  Ao  et  A'a' reçoi- 
vent des  charges  égales  et  de  signes  contraires;  pour  une 
distance  convenable  des  boules  a  et  a',  il  s'y  produira  une 
série  d'étincelles  de  nature  oscillatoire  assez  complexe,  sur- 
tout à  cause  de  la  présence  de  la  bobine  dans  le  système. 
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Il  esl  vrai  que  le  phénomène  est  (le  très  courte  durOe  pour 
chacune  des  décharges,  mais  le  nombre  des  étincelles  secon- 
daires esl  néanmoins  considérable,  parce  que  leur  période  est 
extrêmement  courte,  et  leur  amortissement  est  très  faible. 

Le  jeu  continu  de  la  bobine  provoque  incessamment  des 
séries  analogues  d'étincelles,  de  sorte  que  les  effets  sont 
comparables  à  ceux  que  produiraient  des  oscillations  ininter- 
rompues de  môme  amplitude. 

Si  l'on  considère  un  point  M  sur  la  perpendiculaire  OL  au 
milieu  de  la  distance  AB,  les  champs  électriques  f^if  des 
conducteurs  Ad  et  Ma  sont  à  chaque  instant  situés  dans  le 
plan  méridien  AMA'  et  inclinés  également  de  cOté  et  d'autre 
sur  la  droite  OL  ;  la  direction  du  champ  électrique  résultant 
est  donc  située  dans  le  plan  méridien,  normale  à  la  droite 
OL  et  le  champ  est  lui-même  oscillatoire. 


Fig.  106. 

D'autre  part,  le  système  AA'  étant  parcouru  par  un  courant 
oscillatoire,  le  champ  magnétique  au  point  M  présente  le 
même  caractère  et  il  est  perpendiculaire  au  plan  méridien. 

La  droite  OL  est  un  des  rayons  suivant  lesquels  se  pro- 
pagent les  phénomènes;  pour  ce  rayon,  le  plan  des  vibrations 
électriques  est  le  méridien  et  le  plan  des  vibrations  magné- 
tiques perpendiculaire  au  méridien.  L'amplitude  des  deux 
champs  s'affaiblit,  et  suivant  des  lois  différentes,  à  mesure 
que  la  distance  OM  augmente  ;  mais,  à  une  distance  assez 
grande  par  rapport  aux  dimensions  de  l'excitateur,  les  ondes 
de  même  phase  formeront  sensiblement  une  série  de  plans 
parallèles  équidistants. 

Le  résonateur  sera  formé,  par  exemple,  d'un  conducteur 
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circulaire  (fig.  106)  iaterrompu  en  un  point  où  il  est  muni  de 
boules  ou  de  pointes  m  et  m' très  rapprochées,  aOn  de  pouvoir 
y  constater  la  production  de  faibles  étincelles. 

Cet  appareil  a  aussi  un  régime  propre  d'oscillations;  il 
peut  entrer,  pour  ainsi  dire,  en  vibration  sous  l'influence  du 
champ  et  donner  des  étincelles  au  point  d'interruption.  La 
résonnance  est  relativement  facile  lorsque  les  deux  instru- 
ments sont  accordés,  qu'ils  ont  la  même  période  principale 
ou  la  même  note  dominante;  elle  devient  moins  nette  lorsque 
l'accord  n'a  lieu  que  pour  des  harmoniques  d'ordre  élevé. 

Prenons  l'axe  des  s  suivant  le  diamètre  d'interruption,  qui 
est  un  axe  de  symétrie  du  résonateur,  et  l'axe  des  j-  dans  le 
plan  du  cadre. 

Si  le  champ  électrique  est  parallèle  à  l'axe  des  ^  oudes^f,  les 
extrémités  m  et  m' sont  constamment  au  môme  potentiel,  par 
raison  de  symétrie  ;  aucune  étincelle  n'est  possible  de  ce  chef. 
Le  champ  électrique  efficace  est  donc  la  composante  P  pei^ 
pendiculaire  à  l'axe  de  symétrie  et  dans  le  plan  do  cadre;  les 
étincelles  sont  dues  alors  à  l'inégalité  des  actions  produites 
sur  les  deux  moitiés  du  cadre,  l'une  continue  et  l'autre  inter- 
rompue. L'effet  maximum  a  lieu  quand  l'axe  des  :r  est  parallèle 
aux  vibrations  électriques. 

D'autre  part,  le  flux  d'induction  dans  le  circuit  ne  dépend 
que  de  la  composante  Y  du  champ  magnétique  ;  la  meilleure 
condition  pour  obtenir  les  étincelles  des  courants  induits  est 
donc  de  placer  le  cadre  dans  le  plan  méridien,  quel  que 
soit  d'ailleurs  le  diamètre  d'interruption. 

Si  l'on  veut  observer  séparément  l'action. du  champ  élec- 
trique, on  mettra  le  plan  du  cadre  perpendiculaire  au  rayon, 
c'est-à-dire  parallèle  aux  ondes,  et  le  diamètre  d'interruption 
perpendiculaire  au  méridien;  pour  isoler  l'action  du  champ 
magnétique,  le  cadre  étant  situé  dans  le  plan  méridien,  le  dia- 
mètre d'interruption  devra  Cire  dirigé  suivant  une  perpendi- 
culaire au  rayon,  c'est-à-dire  dans  le  plan  de  l'onde.  Dans  les 
deux  cas,  l'expérience  montre  que  le  résonateur  peut  donner 
des  étincelles  à  une  très  grande  distance. 

Supposons  que  l'on  place  dans  le  champ  un  plan  conduc- 
teur P  (fig.  10-)  perpendiculaire  au  rayon  LC;  les  ondes  qui  se 
réfléchissent  sur  ce  plan  interfèrent  avec  les  ondes  incidentes 
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et  doHDent  Heu  à  des  nœuds  et  des  ventres  de  vibrations, 
comme  dans  la  réflexion  du  son  ou  les  anneaux  colorés.  Ce 
conducteur  étant  impénétrable  aux  oscillations  électriques 
ou  magnétiques  de  très  courte  période  (448),  sa  surface  est 
un  nœud;  il  se  produit  ainsi  sur  la  droite  CL  une  série  alter- 
native de  nœuds  et  de  ventres  No,  V(,  Ni,  Va,  ,  la  distance 

de  deux  nœuds  ou  de  deux  ventres  consécutifs  étant  la  moitié 


Fig.  .. 


de  la  longueur  d'onde.  La  position  des  nœuds  étant  déter- 
minée par  les  points  où  le  résonateur  reste  silencieux,  on  peut 
ainsi  connaître  la  longueur  d'onde  X  du  phénomène. 

Si  l'on  connaît  en  même  temps  la  période  T  des  oscilla- 
lions,  on  en  déduira  la  vitesse  V  de  propagation  par  la  rela- 
tion >>=VT.  On  doit  remarquer  ici  que  la  période  n'est  pas. 


JU 


£^ 


définie  par  l'excitateur;  il  résulte,  en  effet,  des  expériences 
de  MM.  Sarrazin  et  De  la  Rive  que  la  position  des  nœuds  et 
des  ventres  dépend  uniquement  du  résonateur,  lequel  vibre 
sous  la  seule  condition  que  sa  p(^riode  propre  se  trouve  dans 
le  phénomène  confus  que  produit  l'excitateur. 

L'emploi  de  fils  conducteurs  permet  de  rendre  les  phéno- 
mènes plus  manifestes  à  une  grande  distance.  Ainsi,  l'excita- 
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leur  élant  formé  de  deux  plateaux  A  et  A'  (fig.  io8)  dans  le 
même  plan,  on  met  ea  face  deux  autres  plateaux  B  et  B'  munis 
de  fils  conducteurs  parallèles  L  et  L',  sur  lesquels  on  pose 
une  tige  transversale  PP'  qui  sert  deponl.  Les  courants  pro- 
voqués par  induction  électrostatique  se  propagent  le  long 
des  conducteurs  ou,  plus  exactement,  dans  le  diélectrique  au 
voisinage  de  leur  surface.  Comme  ces  deux  courants  sont  à 
chaque  instant  égaux  et  de  signes  contraires,  le  milieu  du 
pont,  où  les  effets  de  même  nature  arrivent  à  la  même  époque, 
est  un  ventre  de  vibration  et  il  se  produit  sur  les  fils  des 

nœuds  Ni,Nï N|',Ni, ...., respectivement  en  regard  l'un  de 

l'autre.  Un  résonateur  placé  dans  l'inlervalle  de  deux  nœuds 
doit  rester  silencieux. 

Pour  préciser  la  période,  M.  Blondiot  prend  comme  réso- 
nateur R  un  cadre  rectangulaire  interrompu  par  deux  plateaux 
parallèles,  qui  forment  condensateur,  et  portent  des  pointes 
latérales  entre  lesquelles  on  observe  les  étincelles. 

Le  résonateur  étant  situé  dans  le  plan  des  deux  fils,  les 
étincelles  sont  dues  aux  variations  du  champ  magnétique. 

Les  courants  sont  alors  uniquement  superficiels  et  le  coef- 
ficient de  self-induction  L  du  cadre  se  détermine  par  ses  di- 
mensions (409). 

La  résistance  du  circuit  est  négligeable  quand  il  s'agit 
d'oscillations  très  rapides;  enfin,  si  l'on  appelle  S  la  surface 
des  plateaux  et  e  leur  distance,  la  capacité  C  en  unités  électro- 
__S_ 
s  4-e' 


Le  pont  est  placé  d'abord  de  manière  que  le  résonateur 
reste  silencieux  ;  cette  circonstance  se  produit,  par  exemple, 
quand  il  se  trouve  en  face  des  nœuds  N|  et  N|.  On  fait  alors 
glisser  le  pont  vers  la  droite,  de  manière  que  le  résonateur, 
après  avoir  donné  des  étincelles  d'intensité  croissante,  puis 
décroissante,  soit  de  nouveau  silencieux;  c'est  comme  si  l'on 
avait  porté  le  résonateur  dans  la  direction  contraire,  à  la 
même  distance  a-,  de  manière  à  l'amener  en  face  des  nœuds 
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suivants  N]  et  N^.  La  distance  x  est  donc  la  moitié  de  I 
longueur  d'onde  et  la  vitesse  de  propagation  est 


Or,  l'expérience  montre  que  le  facteur  de  v  dans  le  dernier 
membre  de  celte  équation  est  sensiblement  Égal  à  l'unité  ;  il 
en  résulte  V  — v,  c'est-ii-dire  que  la  vitesse  de  propagation 
des  oscillations  électriques  dans  l'air  est  égale  au  rapport  des 
unités,  ou  à  la  vitesse  de  la  lumière. 

Si  on  plonge  dans  un  autre  milieu  (essence  de  lérében- 
Ikine,  huile  de  ricin  ou  même  eau  congelée)  l'ensemble  des 
deux  fils  et  du  résonateur,  la  vitesse  de  propagation,  la  lon- 
gueur d'onde  et  la  capacité  du  condensateur  sont  modifiées, 
le  coefficient  d'induction  restant  le  même.  En  désignant  par 
des  lettres  accentuées  les  quantités  relatives  b  ce  second  mi- 
lieu, et  parn  son  indice  de  réfraction,  on  a  ainsi 

X        Vï       V  ,  /C  ,  /C  .  /K 

Or,  l'expérience  montre  que  la  position  des  nœuds  est  ri- 
goureusement indépendante  de  la  nature  du  milieu  exlcrieur  ; 
la  longueur  d'onde  est  donc  invariable.  lien  résulte  K/i"-  =  K'; 
c'est  une  vérification  directe  de  la  loi  de  Maxwell. 

Signalons  encore,  sans  y  insister  maintenant,  une  autre 
expérience  par  laquelle  M.  Blondiota  déterminé,  à  l'aide  d'un 
miroir  tournant,  la  vitesse  de  propagation  des  oscillations 
électriques  dans  l'air  au  voisinage  de  fils  conducteurs  ;  la 
moyenne  des  résultats  s'est  trouvée  aussi  1res  voisine  de  la 
vitesse  de  la  lumière. 

453.  Corps  imparfaitement  isolants.  —  Supposons  que.  le 
milieu  étant  un  isolant  imparfait  (439),  les  effets  de  déplace- 
ment et  de  conductibilité  soient  de  mCme  ordre.  Alors  l'éner- 
gie se  transforme  partiellement  en  chaleur,  et  la  propagation 
des  phénomènes  se  fait  avec  un  amortissement  graduel. 

Considérons  une  onde  plane  perpendiculaire  à  l'axe  des  :,  la 
perturbation  étant  parallèle  h  l'axe  des  x. 
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Dans  ce  cas,  l'équation  diCFérentieDe  (8),  b  laquelle  doivent 
satisfaire  les  fonctions  F  et  G,  se  réduit  à 

Ces  fonctions  sont  de  la  forme  Ae-"  cos  (u/—  gz)  ou  des  ex- 
pressions complexes  Ac"«=+""'^P*>,  les  constantes  a  et  ? 
étant  déterminées  par  la  condition 

qui  donne 

Les  phénomènes  représentés  par  des  expressions  de  cette 
lorme  correspondent  à  une  onde  amortie  qui  se  propage  pa- 


plitude  diminue  rapidement. 

Le  coefficient  d'absorption  a  a  pour  valeur  2  7:;j.cV.  L'absorp- 
tion de  la  lumière  doit  donc  augmenter  avec  la  conductibilité 
électrique.  L'expérience  indique,  en  effet,  que  la  plupart  des 
corps  transparents  sont  diélectriques,  et  que  tous  les  bons 
conducteurs  sont  très  opaques. 

Toutefois,  cette  relation  n'est  pas  absolue,  car  certains  mé- 
taux sont  transparents  sous  une  faible  épaisseur  et  plusieurs 
diélectriques  sont  opaques.  On  doit  aussi  mettre  à  part  les 
électrolytes,  presque  tous  transparents,  parce  que  les  actions 
chimiques  liées  au  passage  de  l'électricité  changent  complè- 
tement la  nature  du  phénomène. 

454.  RéflexioD  et  réfraction.  —  Si  Ton  considère  une  onde 
plane  dont  la  normale  a  pour  cosinus  directeurs  /,  m  et  n,  la 
distance  d  de  l'onde  à  l'origine  des  coordonnées  est 

(/  —  l.c-\-my-\-nz. 

En  comptant  la  normale  dans  une  direction  opposée  à  celle 
de  la  propagation,  la  phase  de  toutes  les  quantités  qui  entrent 
dans  le  phénomène  est  de  la  forme 
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hpx+qy-i 


Une  quelconque  des  grandeurs  considérées  peut  ôtre  repré- 
sentée par  une  expression  de  la  forme  Ae'>. 

Supposons  que  les  ondes  rencontrent  une  surface  plane 
séparant  deux  milieux  différents.  En  appelant  I  l'angle  d'inci- 
dence et  prenant  pour  axe  des  ^  sur  cette  surface  une  droite 
située  dans  le  plan  d'incidence,  on  aura  m  =  o,  q~o  et 

p    _     /■     _   :— ;;  _  '^  _  ^~ 

Il  se  produit  alors  des  ondes  réiléchies  et  des  ondes  réfrac- 
tées qui  sont  également  perpendiculaires  au  plan  d'inci- 
dence, par  raison  de  symétrie. 

Les  équations  (C)  du  n"  434  donnent,  en  tenant  compte  de  la 
condition  de  continuité  yi(/>XH-/Z)  =  o, 


=  i{pZ-rX)  =  ~if^ 


4i« 

iiY 

4=v 

;1X 

i-^. 

<)Y 

=:^ 

On  aura  de  même,  par  les  équations  (B)  et  1 
continuité  du  champ  électrique, 


Comme  les  courants  n  et  v  restent  finis  de  part  et  d'autre 
de  la  surface  de  séparation,  et  que  les  dérivées  par  rapport 
à  X  sont  évidemment  Onies  dans  les  deux  milieux,  il  en  est  de 

même  des  quantités  -^r  et  -r^i  c'est-à-dire  que  les  valeurs 

totales  de  t^X  et  i^Y  sont  respectivement  égales,  de  part  et 
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d'autre  de  la  surface,  sans  quoi  leurs  dérivées  par  rapport  à 
la  normale  prendraient  des  valeurs  infinies.  Oit  peut  consi- 
dérer que  celte  concordance  constitue  l'hypothèse  admise 
pour  le  phénomène. 

La  même  raison,  appliquée  aux  dérivées  de  X  et  Y  par  rap- 
port au  temps,  montre  que  les  quantités  P  et  Ç  ont  les  mômes 
valeurs  de  part  et  d'autre. 

En  désignant  par  l'indice  i  les  quantités  relatives  aux  ondes 
réfléchies  et  par  un  accent  '  celles  des  ondes  réfractées,  on 
aura  donc,  en  supposant  .-  —  o. 

Les  conditions  de  concordance  doivent  avoir  lieu  sur  toute 
la  surface,  c'est-à-dire  quelle  que  soit  la  valeur  de  x.  Il  faut 
donc  que  le  coefficient  de  .r  soit  le  même  dans  les  trois  expo- 
nentielles, c'est-à-dire  qu'on  ait 

,  sin  I       sin  I,       sin  I' 

P=p.=p,    ou    ^^-=-r  =  -\'- 

Ces  équations  expriment  la  loi  géométrique  de  la  réflexion 
et  de  la  réfraction. 

Quand  on  passe  des  ondes  incidentes  aux  ondes  rélléchics, 
le  coefficient  /■  doit  être  changé  de  signe.  La  concordance 
des  valeurs  de  t^X  et  (jiY  donne  alors,  en  posant 


e 

r 

!L~ 

r 
cos"  I' 

( 
t 

,{Q- 

-P.) 

=  f'p'. 

On  déduit  des  équations  (8)  et  (9) 

9'^  9+ Cl.    9-9.^   '9    ^  '9. 


(.0) 
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La  dernière  des  équations  (7)  montre  aussi  que  la  concor- 
dance a  lieu  pour  les  composantes  normales  de  l'induction 
magnétique;  il  n'en  sera  de  même  pour  te  champ  magnétique 
que  si  la  perméabilité  ne  change  pas  d'un  cdté  à  l'autre. 

D'autre  part,  la  condition  de  continuité  du  champ  électrique, 
appliquée  aux  trois  systèmes  d'ondes,  donne 

pP-i-rIi=o,  />P,  — ;/î,=o, 

La  dernière  des  équations  (9)  peut  alors  s'écrire 

B'  fr       p'-hr*      X'»' 

Il  y  a  donc  changement  brusque  pour  la  composante  nor- 
male de  la  force  électromolrice,  ce  qui  correspondrait  à  une 
périodicité  de  charge  électrique  sur  la  surface. 

4^.  Réflexion  vitrée.  —  Si  le  milieu  inférieur  est  diélec- 
trique, les  facteurs  ;■'  et  p'  sont  réels  et  l'on  a 

;-__cos  I  \" ces  I  sin  I'  p  r    cos*  I'  __  sin  al' 

;■'      cosi'V      cos  r  sin  1  p'       ;■'  cos^  I        sin  al 

Les  équations  { 10)  déterminent  les  rapports  des  forces  élec- 
tromotrices incidente,  réfléchie  et  réfractée.  Comme  ces  rap- 
ports sont  constants,  la  phase  est  la  même  pour  les  différentes 
composantes  de  chaque  espèce.  La  réflexion  et  la  réfraction 
se  font  donc  sans  changement  de  phase.  Si  le  champ  élec- 
trique, ou  la  perturbation  incidente,  est  rectiligne,c'est-à-dire 
si  la  lumière  incidente  est  polarisée,  il  en  sera  de  même  pour 
les  ondes  réfléchie  et  réfractée.  C'est  le  cas  de  la  réflexion  et 
de  la  réfraction  vitrées. 

En  désignant  par  U  el  Q  les  composantes /)rj/icipa/eâ,  si- 
tuées dans  le  plan  d'incidence  et  dans  la  direction  perpendi- 
culaire, et  supposant  les  premières  i/ comptées  dans  le  même 
sens  par  rapport  à  la  propagation,  U  en  résulte 

P=i^cosr,       P.^-U.cosl,      P'=Vco%V. 
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Les  équations  (lo)  doDDent  alors 


(■■) 


Q. 

si-Cr-I)         <?■       acoslsinl'. 

Q 

•iii(i'H-i)'     Q     siii(i+r)' 

sinaT  — sinal'      tnng(I— I') 

u 

sinsl  +  siiul'      tangjl+r)' 

C09 1           asinîl'                     acoslsinl' 

u 

cosl'   .inal+.raar'       .iii{l  + I')  00.(1-1') 

On  retrouve  ainsi  les  formules  de  Fresnel. 

U  est  facile  de  montrer  d'ailleurs  que  les  principes  sont  les 
mêmes  dans  les  deux  théories.  En  effet,  les  équations  (8)  tra- 
duisent d'abord  la  concordance  des  vibrations  principales 
parallèles  &  la  surface.  D'autre  part,  en  les  multiplant  membre 
à  membre  avec  les  équations  (9),  on  obtient 


(.a) 


Gomme  on  a  pP^  —  f/^  p  cos'  I 
tions  peut  s'écrire  également 


-  U'^r,  la  dernière  de  ces  équa- 


(.a)' 


riU'-U'^)^ 


Considérons  maintenant  le  cylindre  de  volume  ir  ;=  SX  ayant 
pour  hauteur,  dans  le  premier  milieu,  la  distance  X  de  deux 
ondes  successives  incidentes  et  pour  section  S;  l'énergie 
moyenne  comprise  dans  ce  volume  pour  la  composante  princi- 
pale Q  est  proportionnelle  (450)  h  KcjÇ'. 

Cette  énergie  devant  se  retrouver  dans  les  volumes  corres- 
pondants CT=;  SXetra'ii;  S'X'  des  cylindres  compris  entre  deux 
ondes  consécutives,  réfléchies  et  réfractées,  il  en  résulte 


(i3) 


Kn«)'-Çï)=:K'n'Ç'* 


Or,  les  sections  S  et  S'  de  ces  cylindres  sont  respective- 
ment proportionnelles  à  cos  l  et  cos  l',  puisqu'elles  repré- 
sentent séparément  les  projections  d'une  même  étendue  de 
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la    suriace  de  séparation  sur  les  ondes  respectives.    Si  les 
milieux  ne  sont  pas  magnétiques,  on  a 

K       V      V 


et,  par  suite, 

Kn 

X  cos  I 

V  cos  I 

'-xs^rr 

L'équation  (i3)  est  donc  identique  à  la  première  des  équa- 
tions [12);  il  en  serait  de  même  pour  la  seconde  et  (12)'. 

n  est  important  de  remarquer  ici  que  les  coefficients  K  et  K' 
sont  respectivement  en  raison  inverse  du  carré  de  la  vitesse 
de  propagation,  c'est-à-dire  proportionnels  à  ce  que  Fresnel 
appelle  la  densité  de  l'éther  dans  les  différents  milieux;  les 
équations  (12)  traduisent  alors  le  principe  de  la  conservation 
des  forces  vives  appliqué  séparément  aux  deux  composantes 
principales. 

Il  en  résulte  que  les  lois  de  la  réflexion  vitrée,  établies  par 
Fresnel,  s'appliquent  aux  phénomènes  électromagnétiques. 
Le  champ  électrique  [P,  Q,  R)  et  le  potentiel  vecteur  {F,  G,  H) 
sont  dirigés  suivant  une  droite  transversale  au  rayon  et  per- 
pendiculaire au  plan  de  polarisation  ;  ils  jouissent  des  mêmes 
propriétés  que  la  vibration  de  Fresnel. 

Le  champ  magnétique  {X,  Y,  Z),  est  aussi  transversal  et 
perpendiculaire  à  la  direction  précédente;  c'est  la  vibration 
lumineuse  dans  l'hypothèse  de  Neumann. 

456.  Réflexion  totale.  —  H  est  clair  que  l'on  doit  retrouver 
aussi  les  formules  relatives  à  la  réflexion  totale,  lorsque  le 
premier  milieu  est  plus  réfringent. 

Les  valeurs  de  p  étant  les  mêmes  de  part  et  d'autre  de  la 
surface,  si  n  désigne  l'indice  de  réfraction  du  premier  milieu 
par  rapport  au  second,  on  a 


/."  +  -■■■ 

= 

gin' 

I' 

'n 

"sin^ 

l~n^ 

cos= 

rf 

r'' 

P' 

M 

(■- 

n' 

'ain' 

'!)  = 

mC 

—  n»  ein 

|.I). 

Él«!l 

r.  e(  if<flrn. 

_ 

,. 
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Lorsque  l'incidence  est  telle  que  nsiQ!>  i,  la  valeur  de  /*' 
est  imaginaire  et  l'on  peut  écrire 


p    a                .  rt"             n*aiii''I  —  i        ,  „        ,  ,, 

H-^--=--i+nY,  =  H cobM       =("'-')tangM. 

Dans  ce  cas,  il  résulte  des  équations  (lo)  que  les  rapports 
des  quantités  Qt  k  Q  et  Pt  h  P  sont  les  rapports  de  deux 
grandeurs  complexes  ayant  le  même  module;  les  amplitudes 
de  ces  composantes  sont  donc  respectivement  égales.  Par 
suite,  l'intensité  des  ondes  réiléchies  est  égale  à  celle  des 
ondes  incidentes,  et  la  réllexion  est  totale. 

Si  l'on  pose  fl  =  rtangî,,  on  peut  écrire 

Q,       r  — oi_c098.— faina._    _j., 
Q  ~  f  +  «i       cosSi  -j-i  sinS, 

c'est-à-dire  que  la  phase  de  la  vibration  réfléchie  Q,  est  en 
retard  de  l'angle  îS,  sur  celle  de  la  vibration  incidente  Q. 

En  posant  —  <3'  =  p  tangS',  la  perte  de  phase  de  P,  sur  P 
est  aussi  2S';  maïs  la  quantité  /'■  est  de  signe  contraire  à  la 
composante  principale  U,.  La  perte  de  phase  apparente  de 
cette  composante  U,  est  donc  28»=:  77  +  28',  ce  qui  donne 

tang£,=  -cotg3'  =  |;. 

La  différence  de  phase  apparente  des  deux  composantes 
principales  réfléchies  étant  2S  =  2{S,  —  S,},  il  en  résulte 


tangS  ^ =r  —  cotg^l  - 
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C'est  encore  la  valeur  donnée  par  Fresnel  pour  la  diffé- 
rence de  phase  des  deux  composantes  principales  de  la  vibra- 
tion elliptique  produite  par  la  réflexion  totale  d'une  lumière 
incidente  polarisée  dans  un  azimut  quelconque. 

451.  Réflexion  métallique.  —  Si  le  second  milieu  est  con- 
ducteur (431),  les  différentes  grandeurs  y  satisfont  &  une  même 

équation  générale  A6=4ictto-r)  qui  donne 

p'^  +  r'*  —  —  4i:\i.cn>i. 

Gomme  on  a  toujours  p'  =p,  il  en  résulte 


Les  coefficients  r'  et  p'  étant  des  quantités  complexes,  de  la 
forme  a+bi,  les  rapports  (lo)  des  composantes  P|  et  Qi  aux 
valeurs  correspondantes  P  et  Q  seront  toujours  des  quantités 
complexes  dont  le  module  est  inférieur  à  l'unité. 

Dans  ce  cas,  la  réflexion  est  parlielle  ;  l'excès  de  l'énergie 
des  ondes  incidentes  sur  les  ondes  réfléchies  est  transformé 
en  chaleur  dans  le  conducteur. 

En  outre,  le  coefficient  de  réflexion  et  la  perte  de  phase  ne 
sont  pas  les  mêmes  pour  les  deux  composantes  principales 
réfléchies.  Si  les  ondes  incidentes  sont  polarisées,  les  ondes 
réfléchies  présentent  une  polarisation  elliptique  ou  une  dépo- 
larisation partielle. 

C'est  encore  le  caractère  que  présente  la  réflexion  mélaUique 
pour  la  lumière. 

La  période  joue  un  grand  rôle  dans  la  nature  des  phéno- 


Lorsque  la  période  d'oscillation  ou  la  longueur  d'onde  X  est 
assez  grande,  le  terme  réel  du  second  membre  est  très  petit 
par  rapport  au  coefficient  du  terme  imaginaire  ;  le  module  et 
l'argument  de  la  qualité  r'  sont  alors  indépendants  de  l'inci- 
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dence.  Dans  ce  cas,  on  peul  négliger/)  et  r  devant  r',  p  de- 
vant p',  et  les  équations  (lo)  et  (8)  se  réduisent  h 

Avec  cette  hypothèse,  les  composantes  <?et  échangent  de 
signe  par  réflexion,  en  conservant  la  même  amplitude,  de 
sorte  que  la  réflexion  est  totale.  En  outre,  le  champ  électrique 
résultant  danâ  le  miheu  supérieur  est  normal  à  la  surface, 
comme  dans  l'état  d'équilibre  électrostatique. 

Cette  application  des  formules  à  un  cas  extrême  exige  que 
le  produit  V>.[*f,  qui  est  un  nombre,  soit  très  grand  par  rap- 
port à  l'unité.  Pour  le  cawre,  par  exemple,  iJi=  i,  *  — -75 — 
et,  par  suite, 


li  suffit  donc  que  la  valeur  de  X  soit  très  grande  par  rap- 
port à  10-*.  Or,  la  longueur  d'onde  de  la  lumière  est  d'en- 
viron un  demi-millième  de  millimètre  ou  o,iî  io~',  La  réflexion 
métallique  devrait  ainsi  toujours  être  complète  pour  la  lu- 
mière, si  d'autres  causes  n'intervenaient  dans  le  phénomène, 
telles  que  la  transparence  partielle  du  milieu. 

458.  Diélectriques  anisotropea.  —  Dans  les  milieux  aniso- 
tropes,  le  déplacement  et  le  courant  ne  sont  plus  parallèles 
à  la  direction  du  champ  électrique.  L'hypothèse  la  plus  simple 
consiste  à  admettre  que  les  composantes  du  courant  sont  liées 
à  celles  du  champ  par  des  équations  linéaires  à  coefGcients 
constants.  Il  existe  alors  trois  directions  rectangulaires,  dites 
principales,  pour  lesquelles  chacune  des  composantes  du  cou- 
rant est  proportionnelle  à  In  composante  correspondante  du 
champ.  En  désignant  par  a,  b,  et  c  des  constantes,  on  pourra 
remplacer  les  relations  précédentes  (438)  par 

.  „       ,  1   dP         .  j    dQ         ^  i   OR 

('4)    4-'=^^'    ^^-'^v^-^'    ^''■"'^7^-ôr' 

en  conservant  les  équations  générales  (A)  (B)  et  (C)  qui  res- 
tent applicables. 


DigmzcdbyGoOglC 


THÉORIES   GÉNÉnALES.  709 

Si  l'on  désigne  par  Via  vitesse  de  propagation  d'un  système 
d'ondes  planes,  la  phase  de  toute);  les  quantités  est  encore 
de  la  forme 


M(H-^  rf4-3 


-('■ 


et  on  les  représentera  par  des  grandeurs  complexes  Ae''. 

Le  milieu  n'étant  pas  supposé  magnétique,  les  équations 
(A),  (B),  (C)  et  (i4)  donnent  alors 


(,5) 


x=^(„G-».//)=^(»,fl-«9), 


^(„Y-,„Z). 


(i6) 


4"  =  y("-»x)  =  jj9, 


(■7) 


1  Xi-(-Y,«+Zn  =  o 

'  «X+pY  +  ».7,=  o 

I  FX  +  OI  +  HZ^o 

;  PX  +  ()Y4-fl/.  =  o 


11  en  résulte  que  le  courant  (u,  f,  ic)  et  ]e  champ  magné- 
tique (X,  Y,  Z)  sont  dans  le  plan  de  l'onde;  en  outre,  le  champ 
magnétique  est  perpendiculaire  au  courant,  au  champ  élec- 
trique {P,  Q,  H)  et  au  potentiel  vecteur  {F,  G,  If),  de  sorte  que 
ces  trois  dernières  grandeurs  sont  dans  le  même  plan. 

Remplaçant  les  composantes  P,  Q,  R  dans  la  dernière  des 
équations  (9)  respectivement  par  des  quantités  proportion- 
nelles Urées  des  équations  (8),  on  a 

a' uX  +  i' f  Y' -(- c*  wZ  ^  o . 
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Cette  condition  signiiîe  que  le  champ  magnétique  se  trouve 
dans  le  plan  conjugué  de  la  direction  du  courant,  par  rapport 
à  l'ellipsoïde 

(18)  a^  x' -i- b' x" -i- "' ^' ~  1. 

Le  champ  magnétique  et  le  courant  étant  rectangulaires, 
leurs  directions  sont  celles  des  axes  de  la  section  de  cet 
ellipsoïde  par  le  plan  de  l'onde. 

En  éliminant  les  composantes  X,  Y  et  Z  entre  les  équa- 
tions (7)  et  (8),  on  en  déduit 

ii:uV»  =  i,^[P-l{lP-hmQ-\-n/i)], 


Si  l'on  fait  la  somme  des  trois  équations  analogues,  respec- 
tivement multipliées  par  u,  p  et  m',  en  tenant  compte  de  la 
condition  ul-\-pm-i-tfn  =  o  et  des  équations  (8),  il  reste 

V»  (u*  -t-  f  '  -f-  «-")  =^  a^  a»  +  i*  c»  -H  c=  «-' , 

c'est-à-dire  que  la  vitesse  V  est  l'inverse  du  rayon  de  l'ellip- 
soïde {18)  mesuré  dans  la  direction  du  courant. 

On  retrouve  ainsi  la  théorie  de  Fresnel,  puisque  cet  ellip- 
soïde jouit  des  mêmes  propriétés  que  l'ellipsoïde  de  polari- 
sation, l'oscillation  électrique  étant  parallèle  à  la  vibration  de 
Fresnel.  Le  champ  magnétique,  qui  lui  est  perpendiculaire 
et  dans  le  même  plan,  serait  la  vibration  de  Neumann. 

On  peut  considérer  le  problème  d'une  autre  manière,  en 
supposant  même  que  le  milieu  est  magnétique,  à  la  condition 
toutefois  que  les  axes  principaux  d'aimantation  coïncident 
avec  les  axes  électriques. 

Lorsque  le  milieu  est  isolant  et  que  la  position  des  masses 
électriques  ne  varie  pas  avec  le  temps,  la  fonction  ^  et  la 
conductivité  c  disparaissent  des  équations  générales  (D). 

Si  on  remplace  le  produit  Kn  dans  la  première  par  l'inverse 
d'une  constante  o^,  elle  devient 


DigmzcdbyGoOglC 


THÉORIES   GÉNÉHALES.  711 

Introduisant,  de  même,  les  constantes  b'  et  c'  dans  les  autres 
équations,  on  obtient 

(■9)  G+J^^[lF+mG  +  nH)  =  o, 


\  H^ 


L-{lF-^mG  +  nH)  =  o. 


La  somme  de  ces  équations,  multipliées  respectivement 
par  les  cosinus  /,  m  et  n,  donne 


{■"') 


C'est  encore  l'équation  de  la  surface  d'onde  de  Fresnel  re- 
lative k  la  propagation  de  la  lumière  dans  les  milieux  biré- 
fringents à  deux  axes. 

Pour  des  ondes  perpendiculaires  à  l'axe  des  x,  par  exemple, 
on  a  m  =  o  et  /i  =  o  ;  les  deux  vitesses  sont  b  et  c. 

Si  le  milieu  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x,  les 
vitesses  principales  b  et  c  sont  égales.  Pour  une  onde  perpen- 
diculaire à  l'axe, /=  i  ;  il  n'y  a  qu'une  vitesse  de  propagation  b, 
quelle  que  soit  la  direction  des  oscillations  électriques  et 
magnétiques  dans  le  plan  de  l'onde.  Pour  des  ondes  parallèles 
ù  i'axe,  /=o;  les  deux  vitesses  sont  a  et  b. 

L'onde  de  vitesse  constante  b  correspond  au  rayon  ordi- 
naire dans  les  phénomènes  d'optique. 

Si  l'on  fait  \^=b  =  c  dans  les  équations  (19),  les  dernières 
donnent  lF-i-mG  +  nH=o,  c'est-à-dire  que  le  potentiel  vec- 
teur est  dans  le  plan  de  l'onde.  La  composante  F  est  alors 
nulle,  d'après  la  première;  ce  potentiel  est  donc  perpendicu- 
laire à  l'axe,  et,  par  suite,  parallèle  à  la  vibration  de  Fresnel, 
puisque  l'onde  est  polarisée  dans  le  plan  de  l'axe.  La  com- 
posante P  et  le  courant  u  sont  aussi  nuls. 

La  perméabilité  jt  ayant  des  valeurs  différentes  a  et  ?  sui- 
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vanl  l'axe  et  suivant  les  directions  perpendiculaires  des  y  el 
des  z,  les  équations  (A),  (B)  et  (C)  donnent  alors 


Y  = 

GY+ 

"V 

Gl 

SY 

=-v' 

9Y  + 

,     ?z= 

/iZ  =  o; 

<:    Q 

ll~  H' 

-', 

Ainsi,  le  courant  est  parallèle  au  potentiel  vecteur  el  au 
champ  électrique.  Le  champ  magnétique  leur  est  perpendi- 
culaire, mais  non  exactement  dans  le  plan  de  l'onde. 

L'induction  magnétique,  au  contraire,  est  toujours  dans  le 
plan  de  l'onde  et  perpendiculaire  au  potentiel  vecteur,  car  les 
équations  générales  (A)  donnent,  avec  trois  perméabilités  dif- 
férentes a,  ?>,  et  Y, 

.X  =  '^{nG-mH). 
SY  =  ^{/ff-»F), 
yï  =  '^{mF-lG); 


il  en  résulte 


/(aX)-|-/M(3\)  +  «(vZ)  =  o, 


La  théorie  de  la  réflexion  cristalline  se  ferait  encore,  sans 
qu'il  soit  nécessaire  d'y  insister,  d'après  les  mêmes  principes 
qu'en  optique. 
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CHAPITRE  HUITIÈME 
INDUCTION  DANS  LES  CONDUCTEURS 

CONDUCTEURS    CYLINDRIQUES 

459.  Régime  périodique.  —  Dans  un  milieu  conducteur 
isotrope,  que  nous  supposerons  en  même  temps  magnétique, 
les  composantes  u,  v,  »■  du  courant  (437)  satisfont  h  la  même 
équation  différentielle 

qui  correspond  au  problème  de  la  propagation  de  la  chaleur 
ou  au  mouvement  dans  un  liquide  doué  de  frottement. 

On  voit  d'abord  que,  si  les  courants  varient  avec  le  temps., 
la  conductivité  c  du  milieu  se  trouve  multipliée  par  la  per- 
méabilité magnétique  ij.;  les  milieux  magnétiques  paraissent 
donc  plus  conducteurs,  toutes  choses  égales,  par  suite  de 
l'accroissement  qui  en  résulte  pour  te  flux  d'induction. 

Dans  le  cas  général,  les  composantes  du  courant  peuvent 
être  des  fonctions  quelconques  des  coordonnées  et  du  temps. 
Si  le  régime  est  périodique,  on  représentera  la  composante 
relative  h  une  période  déterminée  par  une  expression  com- 
plexe de  la  forme 

(2)  «=Je'"'^(U  +  iV)e'""f, 

dont  l'amplitude  J  est  elle-même  complexe  et  dont  la  partie 
réelle  est  Ucoswf  — Vsinw/. 
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Si  l'on  pose 

l'équation  (i),  appliquée  au  courant  u,  devient  àu=^mtu  ou 

(3)  iJ=-miJ. 

Si  l'on  égale  séparément  les  termes  réels  et  les  coefficients 
des  termes  imaginaires,  il  en  résulte 

(      àV  =  -/n\, 

460.  Résistance  des  conducteurs  cylindriques.  —  Ces  coo- 
sidératioûs  permettent  de  calculer  la  résistance  d'un  conduc- 
teur à  section  constante,  "soumis  à  un  régime  de  courants 
alternatifs  (<).  Quelle  que  soit  d'ailleurs  la  forme  du  circuit, 
si  son  rayon  de  courbure  reste  très  grand  par  rapport  au 
diamètre  du  conducteur,  on  doit  admettre  que  le  courant  est 
le  même  à  cBaque  instant  le  long  d'une  ligne  parallèle  au 
contour  et  que  chacune  des  portions  se  comporte  comme 
une  partie  cylindrique  ;  les  composantes  du  courant  dans  la 
section  droite  du  cylindre  sont  alors  nulles. 

Si  l'on  prend  l'axe  des  x  parallèle  aux  génératrices  du 
cylindre,  le  courant  u  en  chaque  point  ne  dépend  que  des 
coordonnées  j  et  ^  ;  les  fonctions  J,  U  et  V  ne  renferment 
alors  que  ces  deux  coordonnées. 

Le  carré  moyen  du  courant  est 

(5)  „i  =  i(U=  +  V=). 

Pour  un  cylindre  parallèle  ayant  l'unité  de  longueur  et 
l'unité  de  section,  la  résistance  est  l'inverse  de  c,  de  sorte 
que  l'énergie  calorifique   dégagée  par  le  courant  pendant 

l'unité  de  temps  est  — ■ 

(1)  Sir  W.  Thombos.  Malh.  and  Phy».  P»per$,  t.  Ht,  p.  191  el  5H  ;  1890. 
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En  désignant  par  dS  un  élénsent  de  la  section  droite  du 
cylindre,  l'énergie  calorifique  totale  W  relative  à  l'unité  de 
longueur  est 

(6)  W  =  lJ„WS  =  ^^J"(U-+V-)iS. 

Le  courant  total  est 

(;)  1=  rHrfS  =  co9wï  rUrfS-sino)r  CvdS 

et  son  carré  moyen 

(8)  .i  =  l[(/u.s)'  +  (/v.sy]. 

La  résistance  efficace  R  du  cylindre,  pour  l'unité  de  lon- 
gueur, ou  sa  résistance  ohmique  relative  à  des  courants  de 
cette  période,  est  le  quotient  de  l'énergie  calorifique  W  par 
le  carré  moyen  U  du  courant. 

D'autre  part,  la  résistance  R^  de  ce  même  cylindre  aux 


Il  est  manifeste  que  la  dernière  expression  est  toujours 
plus  grande  que  l'unité.  Par  suite  de  la  tendance  des  cou- 
rants à  se  porter  vers  la  surface,  la  résistance  ohmique  du 
conducteur  est  augmentée  quand  il  s'agit  de  courants  alter- 
natifs. Le  rapport  des  résistances  R  et  R^  est  égal  au  rapport 
inverse  de  la  section  réelle  du  conducleur  h  ia  section  qui 
serait  nécessaire  pour  qu'un  courant  continu  d'intensité  !„ 
dégage  la  même  quantité  d'énergie  W. 

Les  intégrales  relatives  à  la  section  S  peuvent  être  trans- 
formées en  intégrales  relatives  au  contour  ».  Les  équations  (4) 
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^lonnent,  en  effet,  par  les  relations  de  Greeo  (28)  appliquées 
«ux  fonclioDs  de  deux  variables. 


m  CvdS^  CwdS^  f^di, 
n.fwdS  =  ~fsVdS  =  -f^ds; 
«J{U'  +  V«)rfS=y(UAV-VAU)rfS=J(u^-V^)rf.. 
La  substitution  de  ces  valeurs  donne 

(«r    ^v=^./(uS-vS)-. 

(7)'  I=^[co,.</2i.  +  si„.,J'SA], 


(9)  5-  =  "^ 


(/s-y-as^j 


461.  Cylindres  Â  sectiOD  circulaire.  —  Lorsque  la  section 
du  conducteur  est  circulaire  et  de  rayon  a,  l'intensité  du 
courant  en  chaque  point  lie'  dépend  que  de  la  distance  &  l'axe 
f=z\jx'^-\-y^  ou  du  rayon  vecteur.  On  a  alors 

A,  ''"J  '     '/J 

d'/       p  (/p 

«t  l'équation  (3)  devient 

d^i      I  dî 

T-V  +  -  j-^mii , 

dp^       p  rtp 

OU,  en  posant 

(10)  .7»  =  /Mp=  =  4i:i*cci)p*, 

—      -~~il 
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•■i' 

.6' 

+ 

'/• 

■  = 

berq 

{2.4.6.8)" 

1" 
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C'est  la  définition  des  fondions  cylindriques  utilisées  par 
Fourier  (')  dans  la  théorie  de  la  chaleur. 

A  uD  facteur  constant  prés  Ig,  lequel  représente  l'amplitude 
du  courant  sur  l'axe,  la  fonction  J  est  donnée  par  la  série 

i=,+tt+, 

a' 
Il  en  résulte 

(   V  =  ^— .     'i^-,^  +  ,      .ig r-,~ =  beiq. 

'  n'       {a.4-o)         (a. 4-0.8.10)"  ' 

Lord  Kelvin  applique  respectivement  à  ces  deux  séries  les 
dénominations  de  berq  et  ùeiq,  par  analogie  avec  les  cosinus 
et  sinus,  dont  les  développements  en  fonction  de  l'arc  pré- 
sentent des  formes  comparables.  On  en  déduit 

I  dV       ,-dV       ^,    , 

(,3)  M'  ^ 

Comme  on  doit  faire  «  =  p  =  a  dans  les  intégrales  relatives 
au  contour  de  la  section,  les  fonctions  U  et  V,  ainsi  que  leurs 
dérivées,  n'interviennent  que  par  leurs  valeurs  sur  le  contour 
et  sont  des  constantes. 

Si  p  est  la  valeur  de  q  pour  p  =  a  dans  l'équation  (lo), 
c'est-à-dire  si  l'on  pose  p'  =  ma',  on  a  alors,  en  tenant 
compte  des  équations  (i3), 

(6)'      \V  ^  -^  (ber  bei'  -  bei beA,  =  —  iber  bei'  -  beî ber')„ , 

aS 
(y)'         I  ^  —  (ie('y3cosw(-f- Jer|/>sînw/), 

(8)'       \l  =  ''-^{hei'^  +  hcr'%, 

,  ,,  R       prherbeV  —  beiber'^K        p  ,,    . 
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Pour  un  conducteur  de  nature  déterminée,  raccroissement 
de  résistance  ne  dépend  que  du  paramètre  />,  c'est-à-dire  de 
la  valeur  de  laa",  ou  du  produit  de  la  fréquence  du  courant 
par  la  section  du  conducteur. 

Lord  Kelvin  a  donné,  avec  quelques  corrections  ultérieures, 
la  Table  suivante  des  fonctions  ber  et  l/ei  et  de  leurs  dérivées 
pour  différentes  valeurs  de  la  variable  q. 

q  ber  q  beiq  btrr' q  beCq  ~f{<l) 


0,5 

0.9W 

o,o6»5 

—0,0078 

o,î499i 

, 

t 

o,98« 

0496 

—0,063446 

0,49740 

1.0O56 

1,5 

o,g2ii 

0,5576 

-o,aioon 

0.73035 

■  ,0358 

a 

0.7517 

0,97^3 

^,4931 

0,9170 

.,o8o5 

a,5 

0,3999 

1,4571 

-o,9436 

0,9983 

i,'747 

3 

— 0,Ml4 

1,9376 

-.,5698 

o,88o5 

i,3i8o 

3,5 

-.,.936 

a,î833 

-1,336. 

0,4353 

1,4910 

4 

-a,5634 

3,3927 

-3, 1347 

-0,49.. 

1,6778 

4,5 

-4,>99' 

1,6859 

-3,7537 

— a,o536 

r,86a8 

5 

— 6,a3oi 

0,1160 

-3,8443 

-4,3538 

a,o43o 

5,5 

-7.9735 

—1,7901 

—3,9070 

—7,3739 

3,3190 

6 

-8,8583 

-7.Î347 

-o.agSi 

— io,84Gi 

1,3937 

8 

«>,9739 

—35,0167 

38,a944 

—7,66.5 

3,0956 

lO 

i38,84o 

56,370 

5i,307 

i35,3. 

3,7980 

i5 

~a957,a6        - 

ï952,7ï 

gi,o6i 

-4088,5 

5,5630 

ao 

47489,1          I 

477^.4 

488oa,8 

.11853,7 

7,3377 

3o 

-4544,10' 

1034,10*      — 

10933,10* 

4383,.  0* 

10,8765 

La  fonction  f{q\ 

est  constamment  décroissante,  mais  d'une 

manière  très  lente 

;  on  verra 

plus  loin 

qu'elle  tend 

vers  la 

valeu 

r  limite  —  = 

0,7071. 

Si  le  conducteur  est  un  labe  creux,  dont  les  rayons  exté- 
rieur et  intérieur  a  et  a'  correspondent  aux  paramètres  p  elp', 
on  devra  remplacer  les  intégrales  des  équations  (6)'  et  (Sy 
par  la  différence  de  leurs  valeurs  relatives  aux  deux  surfaces 
et  faire  la  même  transformation  dans  les  équations  (6)'  et  (8)'. 
On  aura  alors 

(6)'    'W~^^[a{berùei'—beiber')p—a'{berbei'—beiber')p'], 
cym 

(8)"     ll,  =  -^[{abei'p  —  a'bei'p')'  +  {aber'p  —  a'ber'p')']. 
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L'inverse  de  la  résistance  normale  Rd  ayant  alors  pour 
valeur  cT:(a*  — a'*),  on  en  déduit  encore 

,  ,„      R      p — p'    {a-i-a'^\a{herhei' — ùeiber')p — a'(l>erbei'--beil>er')p'^ 
'"        Ro         2  [abei'p — a' bci'p'Y-i~{aber'p  —  a' ber'p'Y 

462.  Localisation  superficielle  des  courants.  —  Les  cou- 
rants se  portent  de  plus  en  plus  vers  le  contour  de  la  section 
à  mesure  que  la  fréquence  augmente. 

Si  l'on  rétablitle  facteur  Constantin  dans  'es  valeurs  (12)  des 
fonctions  U  et  V,  le  courant  u  ii  la  distance  p  de  l'axe  peut 
s'écrire,  en  posant 


{ 1 4) =  ^-^=  S^bei" q  -H be? 


(l5)  «  =  I» \/ie/-^ y -(-  bei^ q  cos['ùt  +  n). 

L'amplitude  et  la  phase  augmentent  d'abord  très  lentement 
avec  la  valeur  de  q,  c'est-à-dire  avec  le  rayon  p,  puis  d'une 
manière  plus  rapide. 

En  posant 


bei' p ber' p 


l'expression  (7)'  du  courant  total  s'écrira  aussi 


(17)  l=:Io  —  ^ber'^p-i-bei'-'pcos(iJit-i~^). 

Le  carré  du  rapport  de  l'amplitude  du  courant  n  en  chaque 
point  à  celle  du  courant  total  est 

am_^  p*     ber^  q -\- bei}  q   2|xc     ber^  q -\- bei*  q 

Ijî,      4^^  ber'* p  +  bei'^p~~ 'ïd^  ber'*  p  +  bei'*p 

et  l'avance  de  phase  3  =  3—  3  du  premier  sur  le  second  se  dé- 
terminera par  la  relation 

°         ber  q  bei'p  —  bei  q  ber  p 
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L'avance  de  phase  Î|  du  courant  superficiel  sur  Je  courant 
lotal  est  alors,  en  faisant  y—;», 

rbeibei'-i-berber'l    i      fbei  bei' +  berber''] 

"g  <~\jierbet~bei  ber'  \p~  f[p)  L     ber' ^ -^  bei' ^      \ 

Enfin  le  rapport  de  la  section  réelle  S  du  conducteur  à  la 
section  S'  dans  laquelle  le  courant  efficace  !«  dépenserait  la 
même  énergie  calorifique  est 


1  —  ^-P 


f{p)- 


Ce  rapport  reste  très  voisin  de  l'unité  jusqu'à  ce  que  le 
paramètre  p  soit  supérieur  à  3  et  croît  ensuite  rapidement. 

463.  Formules  approchées.  —  La  Table  précédente  permet- 
trait encore  de  déterminer,  par  une  méthode  d'interpolation, 
toutes  les  quantités  qui  correspondent  à  des  valeurs  quel- 
conques des  variables  y  et  p,  mais  il  est  commode  d'en  avoir 
une  évaluation  approchée. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  les  courants  u  et  I  ne  dif- 
fèrent d'une  manière  sensible  du  courant  axial  qu'à  partir  du 
moment  où  les  variables  q  oa  p  sont  supérieures  à  2.  On  a, 
en  effet,  pour  9  =  2, 


sjber*  -H  beï^  =  i  ,2290 , 


\j ber' ^ -\- bel  *  =:  i,o4ia  . 
3  =  52' 17',       3  =  28"  i6'. 

Tant  qu'on  reste  entre  ces  limites,  le  problème  ne  présente 
pas  d'intf^rét  pratique,  puisque  la  résistance  ne  varie  pas  d'un 
dizième  et  que  l'amplitude  du  courant  superficiel  n'est  supé- 
rieure que  d'un  cinquième  h  celle  du  courant  axial. 

A  mesure  que  les  paramètres  augmentent,  on  reconnaît 
aisément,  par  une   traduction   graphique,  que  les  courbes 

représentant  les  valeurs  de-f{q),  a  et  ^  ont  des  asymptotes 
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rectilîgDes  dont  elles  se  rapprochent  très  rapidement.  On  peut 
alors  écrire,  avec  une  grande  approximation, 

f /■(/')  =  J  (/>  + 1)  =  0.3^355  (;, -1-0,75) , 

î  =  o,,.53(,-o,58), 

-  =  0,2244(/'—  l,6o}. 

Quand  on  donne  seulement  la  valeur  3  aux  variables  p  ou  q, 
l'erreur  relative  n'atteint  pas  o,oi  pour  la  première  formule; 
elle  est  de  o,o4  ou  o,o5  pour  les  deux  suivantes.  Au  delà,  les 
erreurs  restent  de  l'ordre  des  millièmes. 

La  quantité  la  plus  utile  à  considérer  étant  la  résistance  R 
du  conducteur,  on  aura  ainsi,  en  remplaçant  p  par  sa  valeur 


(.8) 


«=o.35355(.,a\/^  +  o,75). 


Cette  résistance  tend  à  devenir  simplement  proportionnelle 
au  contour  de  la  section. 

Quant  aux  amplitudes  des  courants  h  et  I,  leurs  variations 
sont  beaucoup  plus  rapides.  A  partir  Ae  q^5,  on  peut  les 
représenter  d'une  manière  très  exacte,  par  des  exponentielles 
dont  l'exposant  est  fonction  linéaire  de  y  et  /'. 

464.  Cas  extrâme.  —  Si  le  rayon  a  est  assez  grand,  ou  les 
oscillations  assez  rapides,  pour  que  les  courants  s'éteignent 
à  une  petite  profondeur  x  au-dessous  de  la  surface,  le  rayon  p 
diffère  très  peu  de  a  et  l'équation  (i)  appliquée  à  la  compo- 
sante u  du  courant  peut  s'écrire,  en  posant  p  =  a  —  x, 

,     .  d'u       i  du       ,         du 

(iq)  -— : —  =  Aitu.c—-- 

Elle  admet  une  solution  complexe  de  la  forme 

(ao)  u  =  Ae-"^e'("'-P^)  =  Ae-("+P')*e<»', 

dont  la  partie  réelle  est  Ae-<"cos(uï  — 3.r). 

eieclr.  et  Magn.  -  i.  46 
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Si  l'on  représente  encore  par  m  le  produit  4^  ['''^(^i  les  cons- 
tantes a  et  ^  seront  déterminées  par  la  condition  générale 

a  +  ûi 

qui  donne,  en  égalant  les  réelles  elles  imaginaires, 
{21)  a"  — p=+-  =  o,        2ag4--  =  m. 

Si  l'on  pose 

il  en  résulte,  par  la  première  des  équations  {21), 

2fl  —  =:Y+I,  2a(ï:^Y —  •> 

4a»P»  =  Y*-i. 

Les  constantes  a  et  0  sont  ainsi  exprimées  en  foncUon  de  r; 
la  seconde  des  équations  (21)  donne  alors 

ï'(y'— ')  — 4'n»a*  =  4/'*, 


2y'=  I  +  i/i^hi6p . 
Lorsque  la  valeur  de  p  est  très  grande,  il  reste  simplement 

Le  résultat  est  le  même  que  si  l'on  avait  fait  a  =  00  dans 
l'équation  différentielle  (19]. 

L'expression  (ao)  montre  que  les  courants  s'amortissent  à 
partir  de  la  surface  et  leur  perte  de  phase  Pj-  est  proportion- 
nelle à  l'épaisseur. 

Le  carré  moyen  du  courant  u  est 
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Comme  ce  courant  n'est  sensible  que  dans  une  très  petite 
épaisseur,  on  peut  faire  dS  =  iii:adx  el  prendre  ensuite  les 
intégrales  entre  les  limites  ;):i=:oet  j;=:  oo.  L'énergie  calori- 
fique dégagée  par  unité  de  longueur  est  alors 

Le  courant  total  a  pour  expression 

Ï=z2-!cal    udx  —-i-ak— — ^  — axaA  ""    '.e'""' 

OU,  en  prenant  les  termes  réels, 

1=  2X(7  -r ]jT  {orcosuï-H  Psinuf), 

«  +p 

Le  carré  moyen  du  courant  est  alors 

et  la  résistance  ohmique, 

W  _  fl     «^  +  &'  _  „   Y 
Im      *■■»        a''  4 

Pour  une  valeur  très  grande  de  p,  il  reste  simplement 

R__  P>/^__E^; 

Rtt"      4        av'î 

c'est  la  valeur  limite  de  la  fonction  représentée  par  la  der- 
nière colonne  de  la  Table  de  Lord  Kelvin. 

Dans  ce  cas,  le  second  terme  de  l'équation  différentielle  (  19) 
étant  négligeable,  le  courant  u  est 

C'est  l'équation  de  Fourier  relative  à  la  transmission  de  la 
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chaleur  dans  le  sol  par  suite  des  variations  périodiques  de  la 
température  à  la  surface. 

L'épaisseur  e  pour  laquelle  l'amplitude  est  réduite  à  la  iv 
partie  de  sa  valeur  A  sur  la  surface  est 

.     .=  v/^..„  =  -Ji-=-Ll/ïi:.„. 

La  perte  de  phase  par  rapport  au  courant  superficiel  est 
alors  £.1,  ce  qui  donnerait,  pourn—  looo, 

£.n=^  6,9078  >-<  =  . 

Le  courant  est  donc  en  retard  de  plus  d'une  période  sur 
l'état  de  la  surface  quand  l'amplitude  est  réduite  au  millième. 

465.  Applicatioa  au  cuivre.  —  II  est  intéressant  de  voir 
comment  on  fera  un  usage  numérique  de  ces  formules  dans 
le  cas  des  conducteurs  les  plus  généralement  employés. 

Pour  le  cuivre  pur,  on  a  1*=  1  et  c  =  -7; — ice  qui  donne 
r  1600        ^ 


Si  les  oscillations  sont  très  rapides,  ou  la  section  du  con- 
ducteur assez  grande,  l'épaisseur  pour  laquelle  le  courant  se 
réduit  au  millième  est 


0,1^71 
ce  qui  donne,  par  exemple  : 

T  i»         lo""*        10^  10"  io~' 

s       44=       4%4       o%44       o',o44       o',oo44. 

On  a  encore,  dans  le  cas  généra), 

La  valeur  de  p  sera  ainsi  déterminée  par  le  diamètre  20  du 
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conducteur  et  par  la  fréquence  du  courant  ;  les  nombres  de  la 
dernière  colonne  de  la  Table  donneront  ta  valeur  correspon- 
dante du  rapport  des  résistances. 

Le  calcul  se  simplifie  beaucoup  lorsque  la  valeur  de  p  est 
supérieure  à  a, 5;  la  formule  (i8)  devient  alors 

S'il  y  a  seulement  aS  périodes  par  seconde,  le  diamètre  du 
conducteur  à  partir  duquel  cette  expression  approchée  peut 
s'appliquer  est 


-?,■;- 


4S5. 


Avec  des  fils  plus  minces,  la  variation  de  résistance  serait 
trop  faible  pour  qu'il  y  ait  intérêt  à  en  tenir  compte  dans  la 
pratique  industrielle. 

Pour  les  courants  téléphoniques,  la  fréquence  moyenne  est 
d'environ  4oo  et  l'épaisseur  limite  se  réduit  à  i*,  laS.  Les  con- 
ducteurs ayant  toujours  un  diamètre  beaucoup  moindre,  la 
distribution  des  courants  vers  la  surface  n'intervient  encore 
que  pour  une  très  faible  part  dans  le  phénomène. 


CONDUCTEURS    l)E    FORME    QUELCONgUE 

466.  Magnétisme  de  rotation.  —  A  ta  suite  d'une  observa- 
tion de  Gambey  sur  l'amortissement  des  oscillations  d'une 
boussole,  Arago  (')a  montré  en  1824  qu'une  aiguille  aimantée, 
placée  au-dessus  d'un  disque  métallique  animé  d'un  mouve- 
ment de  rotation,  est  entraînée  par  le  disque  et  tend  à  prendre 
une  rotation  de  même  sens. 

L'action  qui  s'exerce  sur  un  pôle  magnétique  dans  ces  con- 
ditions a  trois  composantes:  l'une  tangentielle  qui  entraîne  le 
pôle  dans  le  sens  du  mouvement,  une  autre  normale  qui  tend 

(')  F.  AtiAG-),  Ann.  dt  chim.  ft  dt  jihyi.  [ï],l.  XXVII,  p.  363;  1R24  et  l.  XXVIII, 
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à  l'éloigner  du  disque,  enUn  une  troisième  dirigée  suivant  le 
rayon.  Cette  dernière  est  nulle  quand  le  pAle  est  à  une  dis- 
lance de  l'axe  égale  environ  aux  deux  tiers  du  rayon  du 
disque;  plus  près  de  l'axe,  le  pôle  est  attiré  vers  le  centre  ; 
plus  près  des  bords,  il  semble  repoussé  vere  le  bord. 

L'entraînement  de  l'aiguille  est  plus  marqué  avec  un  métal 
bon  conducteur  comme  le  cuivre,  qu'avec  un  métal  moins 
conducteur,  comme  le  laiton  et  surtout  l'anlimoîne.  Quand  on 
produit  une  interruption  dans  la  continuité  du  disque,  par 
exemple  avec  des  traits  de  scie  suivant  les  rayons,  l'effet  est 
très  notablement  affaibli. 

Ces  phénomènes  ont  été  attribués  d'abord  à  une  forme  par- 
ticulière de  magnétisme  et  désignés  sous  le  nom  de  magné- 
tisme de  rotation.  Ils  sont  produits,  en  réalité,  par  des  cou- 
rants d'induction  développés  dans  le  métal;  mais  c'est  seule- 
lement  après  la  grande  découverte  de  Faraday  qu'ils  ont  été 
rapportés  &  leur  véritable  cause. 

467.  Feuillets  conducteors.  —  Le  problème  soulevé  par 
l'expérience  d'Arago  est  celui  de  l'induction  dans  un  conduc- 
teur à  deux  dimensions,  Maxwell  a  résolu  ce  problème  d'une 
manière  très  élégante,  en  employant  une  méthode  analogue 
à  celle  des  images  électriques. 

Considérons  un  conducteur  homogène  iniiniment  mince, 
qu'on  pourra  supposer  réduit  à  une  surface,  et  dans  lequel 
existent,  pour  une  cause  quelconque,  des  courants  qui  ne  sont 
point  amenés  de  l'extérieur  par  des  électrodes.  Ces  courants 
sont  nécessairement  fermés  et  les  lignes  de  courant  ne  peu- 
vent se  couper  entre  elles.  L'espace  annulaire  compris  entre 
deux  lignes  de  courant  iuQniment  voisines  peut  être  considéré 
comme  un  conducteur  linéaire  parcouru  par  un  courant  d'in- 
tensité d\.  Ce  courant  peut  être  remplacé  par  un  feuillet  de 
même  puissance  et  de  même  contour. 

Si  l'on  décompose  ainsi  la  surface  du  conducteur  en  bandes 
infiniment  minces  par  des  lignes  de  courant,  on  voit  que. 
pour  un  point  extérieur,  l'ensemble  des  courants  sera  équiva- 
lent à  un  feuillet  complexe  (246),  dont  la  puissance  magné- 
tique U  en  chaque  point  est  égale  à  la  somme  de  celles  qui 
correspondent  aux  feuillets  superposés.  Sur  la  face  positive 
du  feuillet,  les  courants  tournent  en  sens  inverse  des  aiguilles 
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d'une  montre  autour  des  régions  où  la  fonction  U  passe  par  une 
valeur  maximum.  Cette  fonctioa  est  d'ailleurs  nulle  sur  le 
contour,  si  la  lame  est  limitée. 

Le  long  d'une  ligne  de  courant,  la  valeur  de  U  est  constante  ; 
les  lignes  de  courant  sont  les  ligues  de  niveau  de  cette  fonction. 
Un  élément  dn  d'une  orthogonale  n  aux  lignes  de  courant  est 

coupé  normalement  par  un  courant  d'intensité  -7—  dn,  dirigé 

à  droite  d'un  observateur  qui,  en  suivant  cette  ligne,  marche- 
rait vers  les  points  où  la  fonction  U  est  croissante.  Enfin  un 
élément  ds'  d'une  courbe  quelconque  est  coupé  par  un  courant 

d'intensité  -r— ,  da',  mais  qui  n'est  plus  normal. 

Le  potentiel  magnétique  du  feuillet  à  l'extérieur  est 


"/"" 


Cette  fonction  est  discontinue  quand  on  traverse  la  surface  ; 
les  deux  valeurs  V»  et  V,  qu'elle  prend  de  part  et  d'autre  du 
feuillet,  sur  la  face  positive  et  sur  la  face  négative,  sont  liées 
par  la  relation 

V,-V,  =4tU- 

La  composante  du  champ  magnétique  normale  à  la  surface 
est  continue,  car  elle  représente,  de  part  et  d'autre,  le  flux 
d'induction  par  unité  de  surface.  Il  en  est  de  même  pour  la 
composante  tangentielle  suivant  une  ligne  de  courant,  puis- 
qu'alors  la  dérivée  de  U  est  nulle. 

Au  contraire,  la  composante  tangentielle  suivant  une  ortho- 
gonale aux  lignes  de  courant  est  discontinue,  et  on  a,  de  part 
et  d'autre  de  la  surface. 


On  a  vu  aussi  (261  )  qu'en  appelant />  l'inverse  de  la  distance 
d'un  point  M  à  l'élément  dS  d'un  feuillet,  le  potentiel  de  l'élé- 
ment au  point  considéré  est  U  -^  dS.  Or  le  produit  VpdS  est 
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le  potentiel  que  produirait  une  couche  de  densité  U  distribuée 
sur  cet  élément.  Si  l'on  désigne  par  Q  le  potentiel  d'une 
couche  répandue  sur  la  surface  du  feuillet  complexe  et  dont 
la  densité  en  chaque  point  est  égale  à  la  puissance  magné- 
tique du  feuillet,  on  aura  donc 


468.  Cas  d'an  feuillet  plan.  —  Considérons,  en  particulier, 
une  lame  conductrice  indéfinie,  située  dans  le  plan  des  ^x^  ^t 
supposons  que  la  face  positive  des  courants  soit  à  la  partie 
supérieure.  Comme  on  a  alors  dn  =  —  ds,  le  potentiel  du 
feuillet  magnétique  correspondant,  en  un  point  dont  les 
coordonnées  sont  j:,j  et  s,  sera 


(') 


Dans  le  cas  actuel,  la  fonction  Q  est  symétrique  par  rap- 
port au  plan  des  scj-  et  ne  change  pas  quand  on  remplace  s 
par  —  z.  La  fonction  V,  au  contraire,  change  de  signe  avec  z, 
et  sa  valeur  absolue  est  la  même  en  deux  points  symétriques 
par  rapport  au  feuillet..  On  a  donc,  pour  les  points  corres- 
pondants situés  du  côté  de  la  face  positive  ou  de  la  face 
négative. 

Les  composantes  X  et  Y  du  champ  magnétique  sur  la  face 
positive,  et  les  valeurs  de  ces  composantes  X'  et  Y'  sur  la 
face  négative,  sont  données  par  les  équations 


9) 


-X 

dV 

-ï 

Examinons  maintenant  les  couriants  dans  la  lame.  La  com- 
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posante  u,  parallèle  à  l'axe  des  v,  du  courant  qui  coupe  une 
longueur  égale  h  l'unité  parallèle  h  l'axe  des  /,  est 

__dU 
et  la  composante  analogue  c,  relative  à  l'axe  des  y. 


Si  l'on  appelle  <s  la  résistance  de  la  lame  par  unité  de  sur- 
face, la  chute  de  potentiel  électrique,  pour  une  longueur  égale 
à  l'unité,  aura  pour  composantes  <su  et  av;  celte  chute  de 
potentiel  n'est  autre  chose  que  la  force  électromotrice  ou  le 
champ  électrique  suivant  les  mêmes  directions.  On  a  donc, 
en  vertu  des  relations  trouvées  précédemment  (433), 


"-%■ 

^-'-§- 

U  en  résulte  pour  la  face 
quations  (3], 

positive,  en  tenant 

compte  des 

(4) 

( 

dF  _ 
ât  ~ 
ÔG 
ât  " 

ait  àj-ôz' 

'    à'd 
2x  dzdx 

Les 

équations  (A' 

du  champ  magnétique  (432) 

donnent 

dG 
dz 

djr 

0\         r)>Q 
~       ds  ~  d.rdz' 

àH 

dz 

dF 
ày 

dx 
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Ces  équations  sont  satisfaites  en  posant 

dj  Oj: 

la  vérification  pour  les  premières  est  évidente  et  la  dernière 
se  réduit  ft  AQ— o. 

S'il  existe  en  même  temps  un  système  extérieur  d'aimanls 
ou  de  courants,  on  sait  (357)  que  son  action  sur  une  surface 
qui  Tentoure  est  équivalente  à  celle  d'un  ensemble  conve- 
nable de  courants  superficiels.  Le  potentiel  magnétique  de  ce 
système,  à  la  surface  positive  du  feuillet  que  nous  considé- 
rons, pourra  donc  être  exprimé  par  une  fonction  Q'  analogue 
à  la  fonction  Q;  on  aura  alors 

dz 

j,^     ')(Q  +  Q')       c^îM±S). 

dy  dx 


Les  équations  (4)  deviennent,  en  posant  - 
(5) 


^  d^  ^  i)'(Q+Q') 
\  dydz  dydt 


I    B  ilQ  _  ''■(Q+Q') 

'  dzdi~       dxùl      ' 

En  intégrant  la  première  par  rapport  à  7,  ou  la  seconde 
par  rapport  à  .r,  on  obtient 

^    '  Oz  ôt 

On  devrait  ajouter  au  second  membre  une  fonction  arbitraire 
de  /,  mais  cette  fonction  disparaîtra  toutes  les  fois  que  Ton 

prendra  une  dérivée  partielle  de  U  ou  de  -^,  par  rapport  à  u: 

ou  à  X,  pour  calculer  les  composantes  du  courant;  il  n'est 
donc  pas  nécessaire  d'en  tenir  compte. 

Supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  pas  d'aimants  ou  de  courants 
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extérieurs,  c'est-à-dire  que  Q'  soit  nul.  Ce  cas  est  celui  d'un 
système  de  couraats  établis  dans  le  feuillet  et  abandonnés 
à  eux-mêmes;  ces  courants  agiraient  l'un  sur  l'autre  par 
leur  induction  mutuelle  et  perdraient  rapidement  leur  énergie 
par  l'effet  de  la  résistance  du  conducteur.  L'équation  (<i)  est 
fllors  satisfaite  par  une  fonction  de  la  forme 

(7)  Q=/-(^,j,^  +  R/). 

Par  suite,  la  valeur  de  la  fonction  Q,  à  l'époque  i,  en  un 
point  situé  b.  la  distance  z  du  plan,  du  côté  de  la  face  positive, 
et  dont  les  coordonnées  sont  x,  y  et  z,  est  la  mâmc  que  pour 
l'époque  ï  =  o  au  point  :c,  /  et  z-i~R(. 

It  en  résulte  que,  si  un  système  de  courants  a  été  établi 
dans  un  plan  indéfini  et  uniforme,  et  ensuite  abandonné  i\ 
lui-même,  le  champ  magnétique  produit  par  ces  courants  sur 
un  point  situé  du  côté  de  la  face  positive  est  le  môme  que  si 
le  plan  se  déplaçait  parallèlement  à  la  normale,  et  du  côté 
négatif,  avec  la  vitesse  constante  R.  La  diminution  de  force 
électromotrice  due  à  l'affaiblissement  des  courants  est  exac* 
tement  représentée  par  la  diminution  du  champ  magnétique 
qui  résulte  en  chaque  point  de  ce  mouvement  fictif. 

469.  Images  magnétiques.  —  L'intégrale  de  l'équation  (6) 
donne,  pour  les  points  situés  à  la  surface  du  feuillet. 


(8)  Q  +  Q^Jr^*. 


Si  nous  supposons  que,  les  fonctions  Q  et  Q'  étant  d'abord 
nulles,  le  champ  extérieur  soit  créé  subitement  du  côté  po- 
sitif de  manière  que  le  potentiel  qui  lui  correspond  passe 
brusquement  de  o  à  Q',  on  aura  alors  au  début  et  pour  la 
surface  du  feuillet,  puisque  l'intégrale  est  nulle. 

Ainsi,  pour  tous  les  points  de  la  lame  et,  par  suite,  pour 
tous  tes  points  situés  du  côté  de  la  face  négative,  le  système 
initial  des  courants  produit  un  effet  égal  et  de  signe  contraire 
à  celui  du  système  réel  placé  du  côté  positif.  Leur  effet  est 
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donc  le  même  que  celui  d'un  champ  magnétique  identique 
et  de  signe  contraire  à  celui  du  système  des  aimants  ou  cou- 
rants extérieurs. 

Pour  les  points  situés  du  côté  positif,  l'effet  des  courants 
est  le  même  que  celui  d'un  système  de  même  signe  qui  lui 
serait  symétrique  par  rapport  au  plan  conducteur  ;  c'est  ce 
que  nous  appellerons  l'image  positive  du  système. 

L'action  des  courants  de  chaque  côté  du  feuillet  peut  donc 
être  considérée  comme  produite  par  une  image  du  champ 
magnétique,  positive  ou  négative,  c'est-à-dire  de  même  signe 
ou  de  signe  contraire,  suivant  que  le  point  considéré  est  du 
côté  positif  ou  négatif  du  feuillet. 

Si  la  conductibilité  du  feuillet  était  parfaite,  on  aurait  R  =o  ; 
le  second  membre  de  l'équation  {8)  serait  toujours  nul  et  la 
condition  Q  =  —  Q'  satisfaite  à  tout  instant.  La  iame  conduc- 
trice serait  un  écran  absolu  (445)  pour  tous  les  points  situés 
du  côté  négatif.  Le  champ  des  courants  induits  dans  la  lame 
serait  représenté  à  chaque  instant,  pour  tous  les  points  de 
l'espace,  par  celui  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  images 
immobiles  du  système  extérieur. 

En  réalité,  la  résistance  R  a  toujours  une  valeur  finie.  Les 
courants  produits  par  l'introduction  brusque  d'un  système 
magnétique  commencent  aussitôt  à  s'affaibhr  et  leur  effet, 
de  part  et  d'autre,  est  à  chaque  instant  représenté  par  celui 
des  deux  images  du  système  qui  s'éloigneraient  du  feuillet 
de  part  et  d'autre  suivant  une  direction  normale,  avec  la  vi- 
tesse commune  R. 

470.  Induction  d'an  syatème  variable.  —  Le  pi-incipe  des 
images  permet  de  déterminer  les  courants  induits  par  les 
variations  d'un  système  magnétique  quelconque  M,  que  nous 
supposerons  situé  du  côté  positif  du  feuillet. 

La  fonction  Q',  qui  détermine  l'action  magnétique,  variera 

de  -j^  di  pendant  que  le  système  varie  de  ~  dl.  On  peut 

considérer  cette  dernière  variation  comme  étant  elle-même 
un  système  magnétique,  et  supposer  qu'à  l'instant  /  il  s'est 
formé  brusquement,  du  côté  négatif  du  feuillet,  une  image 

positive  de  -^dt,  laquelle  s'éloigne  ensuite  dans  la  direc- 
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lion  normale  avec  une  vitesse  R.  Si  le  système  varie  d'une 
manière  continue,  on  imaginera  que  les  différentes  images 
des  variations,  relatives  aux  intervalles  de  temps  successifs, 
se  meuvent  suivant  la  même  loi,  dès  qu'elles  sont  formées, 
et  constituent  ainsi  des  traînées  continues  d'images. 

Supposons,  par  exemple,  qu'un  pôle  positif  +  m  se  meuve 
en  ligne  droite  avec  une  vitesse  constante  u,  parallèlement 
au  feuillet,  et  admettons  que  ce  pôle  ait  été  créé  brusque- 
ment au  point  A  (ftg.  109),  ce  qui  donne  naissance  à  une 
image  -i-m  au  point  symétrique  B. 

Au  bout  d'un  temps  infiniment  petit  Se,  le  pôle  vient  en  A' 
{ûg.    Mo)  à  la  distance  uSt.  On  peut  imaginer  encore  que 


T 


l'opération  a  été  faite  brusquement,  auquel  cas  elle  équivaut 
à  l'introduction  subite  de  deux  autres  pôles,  l'un  —m  en  A 
et  l'autre  -h  m  en  A',  donnant  des  images  de  même  signe  en 
B  et  B' ;  mais,  à  ce  moment,  la  première  image  -\-m  qui  se 
trouvait  en  B  est  venue  en  C  à  la  distance  R3/.  A  l'époque  aî(, 
la  masse  -f-zn  se  trouve  en  A'  (fig.  m)  :  U  existe  alors  deux 
images  égales  à  —m  en  C  et  B',  en  même  temps  que  trois 
images  positives  en  B",  C  et  D  ;  et  ainsi  de  suite. 

Si  le  mouvement  est  continu,  on  voit  que  l'action  que  subit 
le  pôle  mobile  est  celle  de  deux  lignes  magnétiques  indéfinies, 
l'une  positive  et  l'autre  négative.  En  désignant  parU  la  résul- 
tante ^m'4-R'  des  deux  vitesses,  la  densité  de  ces  deux  lignes 
serait  X=^y^  et  leur  distance  parallèle  au  mouvement  uSf  ;  le 
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produit  de  la  densité  par  cette  distance,  ou  l'aimantation  par 

unité  de  longueur,  est  donc  -yr-  Ces  deux  lignes  forment  un 

raban  aimanté  uniformément  dans  une  direction  parallèle  au 
mouvement  du  pdle;  partanldupoinlsymétriquede  la  posilion 
actuelle  du  pôle,  ce  ruban  est  situé  dans  un  plan  normal  au 
feuillet,  passant  par  la  trajectoire  du  pôle,  et  t'ait  avec  le  feuillet 

un  angle  dont  la  tangente  est  égale  au  rapport^  ■ 

Si  le  pdle  -\-m,  au  lieu  de  décrire  une  ligne  droite,  est 
animé  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  d'un  axe 
perpendiculaire  au  feuillet,  il  suffit  de  supposer  que  le  ruban 
qui  précède  forme  une  hélice  sur  le  cylindre  droit  qui  a  pour 
base  la  circonférence  décrite  par  le  pôle. 

Pour  un  aimant  réduit  à  ses  deux  pôles  et  tournant  autour 
de  son  centre,  les  courants  induits  sont  aussi  équivalents  au 
système  de  deux  rubans  magnétiques  enroulés  sur  le  ménie 
cylindre.  Enfin,  les  courants  produits  par  le  déplacement 
d'un  système  magnétique  quelconque  animé  d'un  mouvement 
uniforme,  sont  équivalents  à  un  ensemble  de  rubans  magné- 
tiques qui  correspondent,  point  par  point,  aux  différentes 
masses  du  système. 

471.  Action  des  courants  induits.  —  Pour  calculer  l'efTet 
de  ces  images,  désignons  par  Q,  la  valeur  du  potentiel  Q, 
déterminé  par  les  courants  du  feuillet,  au  point  dont  les 
coordonnés  sont  x,  y,  2-)-Rt,  et  &  l'époque  t  —  x\  par  Q^  la 
valeur  du  potentiel  Q',  déterminé  par  le  système  magnétique 
au  point  x,  y,  —  (s-t-Rî)  et  à  la  môme  époque  (  —  t.  Le  po- 
tentiel Q,  étant  une  fonction  des  coordonnées  x,  ^,  z-i-R- 
et  de  i  —  ',  on  a,  en  tenant  compte  de  (6), 


(9)  ^-^ 


dz 


L'intégration  par  rapporta  la  variable  t,  entre  les  limites  t=o 
etT  =  oo,  donnera  la  valeur  de  Ja  fonction  Qpour  l'époque  t, 
c'est-à-dire 
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La  fonction  Q,,  qui  fournit  la  solution  du  problème,  puis- 
qu'elle permet  de  calculer  en  chaque  point  raction  des  cou- 
rants induits,  est  ainsi  déterminée  par  la  fonction  Q^  définie 
à  chaque  instant  par  l'état  et  le  mouvement  du  système  ma- 
gnétique extérieur. 

472.  Cas  d'an  p61e  unique-  —  On  peut  appliquer  ce  mode 
de  calcul  au  cas  d'un  pôle  unique  de  masse  m,  qui  se  meut 
d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme  en  présence  d'un 
plan  conducteur  indéflni  ;  mais  il  est  plus  simple  de  traiter 
le  problème  directement  par  la  considération  des  images 
magnétiques. 

Examinons  d'abord  le  champ  magnétique  que  produit  sur 
un  point  A  (fig.  113)  une  ligne  droite  homogène  6B,  de  den- 


k.  Menons  la  normale  AP  =  A  à  la  droite  et  désignons 
(  l'angle  du  rayon  vecteur  AM  =  7-  avec  cette  normale. 

ds  au  point  A  est  — ~-  On  a 


Le  champ 

de  rélément  MM' 

=  iJ>  a 

d'ailleurs 

MR  = 

=  d>m,a 

=  ^^ 

par  suite, 

À^_ 

Ce  champ  est  donc  le  même  que  celui  de  l'arc  correspon- 
dant d<i  de  la  circonférence  ayant  l'unité  de  rayon  et  dont  la 
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En  appelant  0  et  fi,  les  valeurs  de  l'angle  a  relatives  aux 
extrémités  B  et  Bi,  les  composantes  du  champ /"de  la  droite, 
suivant  les  directions  normale  et  parallèle,  sont 

'^< 


/;rrr^J  cos«rfa  =  J(sine, 

^  — T  /  sinarfa  —  x(co8Ô  — cosfi,) 


It  est  facile  de  vérifier  que  le  champ  lui-même  est  bissecteur 
de  l'angle  apparentai  — 6  de  la  droite  et  proportionnel  à  la 


longueur  de  la  corde.  Si  te  point  B,  s'éloigne  indéfiniment 
vers  la  gauche,  l'angle  0,  est  droit  et  il  reste 

f      /i  =  ^(,-sioO), 

Supposons  maintenant  qu'un  pOle  de  masse  -\-m,  animé 
d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme  avec  la  vitesse  n 
dans  la  direction  A'A  (fig.  ii3),  se  trouve  en  présence  d'un 
feuillet  conducteur  K.  Désignons  par  «  l'angle  de  la  trajec- 
toire A'A  avec  la  normale  au  feuillet  et  par  c  la  distance  OA 
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du  pôle  à  une  époque  déterminée,  après  qu'il  a  déjà  marché 
depuis  un  temps  infini  sans  traverser  le  feuillet. 

La  direction  des  traînées  magnétiques  BB,  et  B'B,',  qui 
correspondent  à  deux  positions  successives  A'  et  A  du  pôle, 
est  déterminée  par  le  triangle  BCB'  des  vitesses.  L'angle  B' 
étant  égal  hT.  —  xel  l'angle  C  complémentaire  de  8,  on  aura 

U*  =  R*  +  M"  +  2RuC08a, 

UcosO^  usina,       UsinO^^R  +  ucosa; 
R  +  «cosa 
usina 


tang  9  = 


Appelant  A -f-  rfA  et  9 -f-  rffi  les  valeurs  des  quantités  A  et  6 
correspondant  à  la  tratnée  négative  6'B|,  les  composantes 
f,  et  fj  seront  données  par  les  équations  (ii)  prises  en  signes 
contraires  avec  ces  nouvelles  valeurs  des  variables.  Les  com- 
posantes F,  et  F,  du  champ  résultant  sont  donc  les  différen- 
tielles de  ces  expressions,  prises  en  signes  contraires  (i  i)  ;  il 
en  résulte 

Fj  =  T5  [A  sin  6  d9  +  cobO  dk]. 

On  a  d'ailleurs  ,1a  relation  A  =  2ccos6  et  les  triangles  ABB' 
et  BCB  donnent 

usina  ,        UcosO. 

dfi  = 8r  =  -  ■  ■-■■  5/ , 

ac  2C 

—  rfA— Rcos08ï. 


alors,  en  posant 


F,  =/»[Ucos»9  — R(i  — ain9)], 
Fa  =  /)cosO(UBiae  — R). 

Si  l'on  prend  Taxe  des  z  normal  au  plan  et  l'axe  des  x  dans 
ÉUetr.  et  Magn.  —  i.  4? 
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lé  sens  du  mouvement,  les  composantes  Z  et  X  du  champ 

deviennent 

Z  =  Fj  sin  6  -t-  F,  cos  6  =;>eo8e  {U  —  R) , 
X  =  F, cosQ  —  F,  sin e  =  —  ^R(  I  —  Bine) ; 

ou,  en  appelant  y  l'angle  90'  —  6  des  traînées  avec  la  normale 
au  plan, 

.      „_  m     U-R 

^     '       }     ^  m     R  i-sine  m     R^        y 

L'angle  ^  que  fait  le  champ  résultant  F  avec  cette  normale 
est  déterminé  par  la  condition 

L'action  des  courants  induits  s'oppose  bien  au  mouvement 
du  pdle,  comme  on  pouvait  le  prévoir,  mais  elle  ne  lui  est 
pas  directement  opposée. 

Si  le  mouvement  du  pôle  est  perpendiculaire  au  feuillet,  on 
a  «  =  0,6  =  90'  et  U  =  R  H-  «  ;  il  vient  alors 


4c»  R  +  tt  ' 
X=o. 

L'action  est  la  même  que  celle  d'une  masse  unique  située 
à  chaque  instant  au  point  B  symétrique  de  la  position  du 

pôle  et  égale  à  m  5- — ^1  ou  d'une  masse -7  ■-= située  au 

pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  pôle  sur  le  plan.     . 

Si  le  mouvement  du  pôle  est  parallèle  à  la  lame,  les  for- 
mules deviennent 

U'  =  R»  +  u»,       tangO— Ç; 

«R 


X  = 


i  U{R  +  U}'        '^~      4c*  U(R-i-U)' 
F- """ 
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Dans  ce  cas,  le  champ  résultant  est  perpendiculaire  b  la 
direction  des  traînées  magnétiques;  son  action  est  la  même 
que  s'il  existait  dans  le  plan,  sur  sa  direction,  une  masse 

On  peut  encore  imaginer  que  le  cbamp  F  est  produit  par 
un  aimant  inOniment  petit  situé  dans  le  plan.  En  appliquant, 
par  exemple,  les  formules  de  Gauss  (109),  on  trouve  que  cet 
aimant  est  situé  en  arriére  de  la  projection  du  pôle,  à  une 
distance  x  donnée  par  l'équation 


?(\A 


La  direction  de  cette  aimantation  est  alors  parallèle  au  sens 
du  niouvement;  le  moment  de  l'aimant  considéré  serait  d'ail- 
leurs facile  à  calculer. 

La  composante  X  parallèle  au  plan  est  maximum,  pour  une 
valeur  donnée  R,  quand  la  vitesse  u  satisfait  à  la  condition 

R»  =  U(U-R),       U  =  -(,H-V5}, 


4vq7T7^. 


i,27R; 


cette  composante  est  nulle  pour  R  =  o  et  pour  R  =  qc. 

La  composante  Z  tend  à  éloigner  le  pôle  de  la  lame  ;  elle 


tend  vers  l'infini. 

Dans  le  cas  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme  paral- 
lèle au  plan,  on  peut  considérer  encore  les  phénomènes  d'une 
autre  manière. 

Le  ruban  magnétique  qui  part  du  point  B  (Gg.  ii4)  symé- 
trique de  la  position  actuelle  A  du  pôle,  est  formé  de  deux 

tratnées  magnétiques  dont  la  densité  est  j^ïr.  ^^  ^^  distance 

horizontale  uic.  Soit  a  l'inclinaison  de  ces  traînées  sur  la 
normale  au  plan. 
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Menant  une  droite  quelconque  OMM',  posons 

AM:=r,        AM'-r', 
OM  — j:,        BM'  =  3, 

Le  moment  magnétique  d'un  élément  ds  du  ruban  est 

mu  j  , 

— T-(M=:  massina  =^  max  . 

L'action  sur  le  point  A  de  cet  aimant  inûniment  petit  est 
équivalente  à  celle  d'un  aimant  parallèle  situé  au  point  M  et 


dont  le  moment  serait  diminué  dans  le  rapport  de  r^  à  r'*. 
On  a  d'ailleurs 


dx 


i:  cotga 
h^'cotga_ 


■  —  X  cotg  a 
-,dx  = 


^cotg« 


4c 


L'action  sur  le  point  A  de  l'élément  ds  du  ruban  peut  ainsi 
être  remplacée  par  celle  d'un  aimant  de  longueur  dx  situé 
au  point  M.  L'action  des  courants  induits  sur  te  pdie  mobile 
est  donc  équivalente  à  celle  d'un  solénoïde  complexe  (244) 
situé  sur  le  plan,  partant  du  point  0,  dans  une  direction 
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Opposée  à  celle  du  mouvement  du  pôle,  et  dont  l'intensité 
d'aimantation  en  chaque  point  serait 

r'  dx' m  c  —  jrcotgg 


Od  trouverait  ainsi,  pour  les  composantes  X  et  Z  du  champ, 
les  mêmes  valeurs  que  précédemment. 

413.  Espérience  d'Arago. —  Cette  méthode  peut  être  étendue 
au  cas  où  le  mouvement  n'est  plus  recUligne  et  reste  paral- 
lèle au  plan  conducteur.  Supposons  que  le  pôle  décrive  une 


circonférence  de  rayon  a,  en  sens  contraire  du  mouvement 
des  aiguilles  d'une  montre  quand  on  le  regarde  de  la  partie 
supérieure.  L'action  des  courants  induits  est  celle  de  deux 
hélices  homogènes  de  signes  contraires,  ou  d'un  ruban  hé- 
hçoïdai  BM' (fig.  ii5)  enroulé  sur  la  surface  d'un  cylindre 
circulaire  autour  de  l'axe  de  rotation  et  passant  par  le  pôle. 
Chaque  élément  de  cette  hélice  est  aimanté  suivant  une  tan- 
gente au  cylindre  menée  perpendiculairement  à  l'axe,  et  son 
action  sur  le  pôle  équivaut  à  celle  d'un  aimant  infiniment  petit 
situé  en  un  point  M  dans  le  plan  conducteur.  Le  lieu  des 
points  M  est  la  courbe  perspective  de  l'hélice  vue  du  point  A. 
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En  désignant  par  p  le  rayon  vecteur  OM,  par  6  l'angle  qu'il 
fait  avec  la  tangente  OT  au  point  0,  et  remarquant  que  cet 
angle  6  est  la  moitié  de  l'angle  f  des  deux  plans  qui  passent 
par  l'axe  et  par  les  points  B  et  M',  on  a,  en  considérant  les 
triangles  AMO  et  AM'O', 

p_M'0'_  a        _        asme 

c~  AO'  ~  2C-f-açcotga       c-f-a6cotgût 

Cette  courbe  se  compose  d'une  série  de  boucles  fermées 
ayant  une  tangente  commune  au  point  0. 

L'arc  O'M'  étant  égal  à  a^  ou  2<i6,  le  moment  magnétique 
de  l'élément  d'hélice  en  M'  est  amarfO.  Le  moment  magné- 
tique de  l'aimant  correspondant  que  l'on  peut  supposer  au 

point  M  est  égal  à  nma  -^g  rfO. 

On  voit  aussi,  par  les  relations 

L  -  _9^  _     p 

r'  ~0'M'~  aflsine' 

que  le  moment  magnétique  de  l'élément   de  la  courbe  au 

point  M  est  égal  à  -r-i    .  ,.  ■ 
'^  ^        4a»  sin'6 

Cet  aimant  élémentaire  au  point  M  est  parallèle  à  l'aimait- 
talion  de  l'hélice  eu  M';  il  fait  donc  l'angle  0  avec  le  rayon 
vecteur  p  de  la  courbe  perspective. 

Le  calcul  du  champ  magnétique  produit  au  point  A  ne 
conduit  pas  à  un  résultat  simple,  mais  il  est  évident  que 
les  portions  de  la  courbe  qui  correspondent  à  la  première 
partie  BM'  de  l'hélice  sont  prédominantes.  D'après  la  direc- 
tion des  aimants  élémentaires  sur  la  courbe  perspective,  on 
voit  que  l'action  des  courants  induits  sur  le  pôle  aura  une 
composante  verticale,  une  autre  direclement  opposée  à  la 
vitesse  du  pôle,  et  une  troisième  dirigée  vers  le  centre  de  ia 
circonférence  qu'il  décrit.  Le  système  entier  équivaut  encore 
à  un  petit  aimant  situé  en  arrière  du  point  O,  perpendicu- 
laire à  un  rayon  du  disque  qui  fait  un  certain  angle,  du  côté 
opposé  au  mouvement,  avec  le  rayon  qui  correspond  au  pôle, 
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l'aimantation  étant  dans  le  sens  du  mouvement,  si  le  pôle 
considéré  est  un  pOle  nord. 

Si  le  plan  était  indéfini,  cet  aimant  serait  à  une  distance 
de  l'axe  plus  grande  que  celle  du  pMe;  mais  l'effet  des  bords 
tend  à  le  ramener  de  plus  en  plus  vers  le  centre,  h  mesure  que 
le  rayon  diminue.  On  retrouve  ainsi  toutes  les  particularités 
de  l'expérience  d'Arago,  entre  autres  ce  fait  que  la  compo- 
sante radiale  est  centripète,  si  le  pôle  est  éloigné  des  bords, 
et  qu'elle  devient  centrifuge  quand  il  s'en  rapproche. 

Si  le  pôle  décrit  une  courbe  quelconque  parallèle  au  plan, 
la  traînée  d'images  magnétiques  correspondantes  détermine- 
rait, de  même,  l'aimantation  de  la  courbe  perspective.  L'ac- 
tion sur  le  point  A,  dans  le  cas  d'un  plan  indéfini,  aura  encore 
une  composante  verticale,  une  autre  directement  opposée  au 
mouvement  et  une  troisième  normale  à  la  trajectoire  du  pôle 
et  dirigée  vers  la  concavité  de  ta  courbe. 

474.  AmortisBenrs  des  boQBBOles.  —  L'action  d'un  disque 
conducteur  sur  un  système  magnétique  en  mouvement  est 
utilisée  dans  les  boussoles  et  les  galvanomètres,  pour  amortir 
les  oscillations  des  aiguilles,  sous  la  forme  même  où  le  phé- 
nomène a  été  observé  d'abord  par  Gambey. 

Cette  action  réciproque  équivaut  à  une  sorte  de  frottement 
qui  s'oppose  au  mouvement  relatif  des  deux  systèmes;  il  en 
résulte  une  absorption  d'énergie  qui  correspond  précisément 
à  réchauffement  du  conducteur  par  les  courants  induits. 

415.  Expérience  de  Faraday.  —  D'une  manière  plus  géné- 
rale, lorsqu'un  conducteur  de  forme  quelconque  se  déplace 
dans  un  champ  magnétique,  les  courants  induits  s'opposent 
au  mouvement,  mais  le  calcul  des  effets  présente  alors  de 
plus  grandes  difficultés,  parce  qu'il  faut  faire  intervenir  les 
dimensions  du  conducteur.  Faraday  {')  a  constaté  ainsi  que, 
si  l'on  place  entre  les  pôles  d'un  électro-aimant  une  masse 
de  cuivre,  de  forme  cubique  ou  sphérique,  suspendue  à  un 
fil  sans  torsion  notable  et  animée  d'un  mouvement  de  rotation 
rapide,  la  masse  s'arrête  aussitôt  qu'on  fait  passer  un  courant 
dans  les  bobines;  on  éprouve  ensuite  une  grande  résistance 
pour  la  remettre  en  mouvement. 

(')  Faradat,  Exp.  IU*e»rchf,  9  35U,  t.  III,  p.  100,  note;  18*8. 
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Foucault  (')  montra  que  les  courants  induits  échauffent  le 
conducteur.  A  l'aide  d'un  système  de  roues  dentées  com- 
mandées par  une  manivelle,  il  entretient  la  rotation  d'un 
disque  conducteur  entre  les  branches  d'un  électro-aimant 
très  énergique  :  le  travail  dépensé  est  considérable  et  la 
température  du  disque  s'élève  très  rapidement. 

C'est  en  raison  de  cette  expérience  que  l'on  appelle  souvent 
courants  de  Foucault  les  courants  parasites  induits  dans  un 
conducteur  par  les  variations  du  champ  magnétique  dû  à  on 
système  d'aimaûts  ou  de  courants. 

La  mesure  du  travail  dépensé  et  de  la  chaleur  correspon- 
dante fournit  même  un  moyen  de  déterminer  l'équivalent 
mécanique  de  la  chaleur;  c'est  te  principe  de  la  méthode 
employée  par  M.  Violle  {*). 

476.  PhéDOmèae  de  Hall.  —  Nous  signalerons  ici  une 
expérience  curieuse  de  M.  Hall  (*]  relative  à  la  déformation 


Fig.  1.6. 

des  surfaces  équipotentielles  des  courants  permanents  sous 
l'influence  d'un  champ  magnétique. 

Soit  ABCD  (fig.  ti6)  un  conducteur  en  forme  de  croix 
taillé  dans  une  feuille  métallique  très  mince,  une  feuille  d*or, 
par  exemple  ;  les  deux  extrémités  A  et  B  de  la  branche  prin- 
cipale sont  en  communication  avec  les  pâles  d'une  pile,  les 
extrémités  C  et  D  de  la  branche  transversale  en  communi- 


{•)  L,  Foucault,  ^nn.  de  ehim.  al  de  phyi.  [3]  l.  XLV,  p.  816;  18S5. 
(»)  J.  ViotLB,  Ann.  de  ch!m.  et  de  ph\fs.  [i]  t.  XXI,  p.  fli  -,  1870. 
(*]  E.  H.  Hall,  Am.  Journ.  ofmath.,  t.  II,  p. 387 ;  1S7B el /tm.  Jonrn. ùftù.,  t.  XX, 
p.  161;  ISSO.  —  Joarn.  de  phya.,  L  IX,  p.  389;  1880  et  t.  X,  p.  133;  IBSl. 
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cation  avec  un  galvanomètre.  On  arrive  facilement  à  rendre 
l'appareil  assez  symétrique  pour  que  le  galvanomètre  ne 
révèle  aucun  courant  appréciable. 

Quand  on  place  ce  conducteur  dans  un  champ  magnétique 
très  intense,  de  manière  que  les  lignes  de  force  soient  perpen- 
diculaires à  son  plan,  une  déviation  permanente  de  l'aiguille 
du  galvanomètre  montre  qu'il  s'établit  un  courant  transver- 
sal. Si  le  courant  va  de  A  en  B  dans  la  brancbe  principale, 
et  que  les  lignes  de  force  traversent  d'avant  en  arrière  le  plan 
de  la  figure,  le  courant  dérivé  va  de  D  en  C  à  travers  le  galva- 
nomètre, lorsque  le  conducteur  est  formé  d'une  feuille  d'or, 
d'argent,  de  platine  ou  d'étain,  et  en  sens  contraire  lorsque  le 
métal  est  du  fer. 

Pour  un  même  métal,  la  force  électromotrice  produite  dans 
le  circuit  transversal  est  proportionnelle  au  cbamp  magné- 
tique, au  courant  principal  et  en  raison  inverse  de  l'épaisseur 
de  la  lame. 

Toutefois  l'opposition  que  le  caractère  du  phénomène  dans 
le  fer  semble  établir  entre  les  propriétés  des  conducteurs 
magnétiques  ou  non  magnétiques  ne  paraît  pas  être  générale, 
car  l'action  sur  le  nickel  est  de  même  signe  que  sur  l'or. 

Pour  les  métaux  ordinaires,  le  courant  transversal  parait 
entraîné  en  sens  contraire  de  l'action  électromagnétique  que 
le  champ  exerce  sur  le  courant  principal;  on  peut  dire  qu'il 
en  est  encore  de  même  dans  le  cas  du  fer,  puisqu'à  l'intérieur 
de  ce  métal,  par  suite  de  l'aimantation  qu'il  subit,  la  direc- 
tion des  lignes  de  force  et  du  champ  électromagnétique  a 
changé  de  signe. 
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477.  Pouvoir  rotatoire  magnétique-  —  Après  de  nombreuses 
recherches,  demeurées  longtemps  infructueuses,  Faraday  (') 
a  découvert  en  1845  qu'un  corps  transparent,  dénué  par  lui- 
même  de  pouvoir  rotatoire,  devient. capable,  sous  riniluence 
du  magnétisme,  de  faire  tourner  te  plan  de  polarisation  d'uo 
rayon  lumineux.  L'effet  est  maximum  quand  le  rayon  polarisé 
traverse  le  corps  parallèlement  aux  lignes  de  force  ;  il  est  nul 
quand  les  deux  directions  sont  rectangulaires. 

Ce  phénomène,  constaté  d'abord  pour  le  fîinl  lourd,  se  pro- 
duit à  des  degrés  différents  avec  tous  les  corps  liquides  et  les 
solides  monoréfringents;  l'action  du  magnétisme  est  moins 
sensible  sur  les  corps  biréfringents  ;  elle  est  extrêmement 
faible  pour  les  gaz  et  les  vapeurs.  Les  corps  doués  naturelle- 
ment du  pouvoir  rotatoire  éprouvent  les  mêmes  effets  :  les 
deux  rotations  magnétique  et  naturelle  s'ajoutent  ou  se  re- 
tranchent, suivant  leurs  sens  respectifs. 

478.  Caractères  du  phénomène.  —  La  polarisation  rotatoire 
magnétique  se  distingue  de  celle  du  quartz  et  des  corps  natu- 
rellement actifs  par  différents  caractères. 

La  rotation  est  d'abord  temporaire;  elle  se  manifeste  et 
disparaît  en  même  temps  que  l'aimantation  du  système. 

11  semble  parfois  que  la  rotation  s'établit  graduellement  et 
disparaît  de  même,  mais  cette  circonstance  tient  aux  condi- 
tions de  rexpérience.  La  méthode  la  plus  employée  consiste, 
en  effet,  à  placer  le  corps  dans  le  champ  produit  entre  les 

[<}  Faradat,  C    R.  de  VAcad.  de*  âcienctt,  l.  XXII,  p.  113;  1846. 
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pdies  contraires  de  deux  électro-aimants,  dont  les  armatures 
ontété  percées  d'un  canal  pour  le  passage  du  rayon  de  lumière. 
Quand  on  excite  l'électro-aimant  ou  que  l'on  supprime  les 
courants  d'aimantation,  les  extra-courants  de  fermeture  et 
de  rupture,  ainsi  que  les  effets  d'hystérésis,  déterminent  un 
retard  dans  l'établissement  du  maximum  d'aimantation  et  sa 
diminution  ultérieure.  Le  phénomène  optique  ne  fait  que  tra- 
duire les  variations  continues  du  champ.  On  évite  cette  diffi- 
culté en  utilisant  le  champ  d'une  bobine. 

Il  semble  même,  d'après  les  expériences  de  MM.  Bichal  et 
Blondlot  {<),  qu'il  n'existe  aucun  retard  appréciable  entre  la 
production  du  champ  et  la  rotation  optique. 

La  lumière  émanant  d'une  fente  étroite  traverse  un  polari- 
seur,  puis  une  lame  de  verre,  un  corps  transparent,  verre  ou 
sulfure  de  carbone,  placé  dans  l'axe  d'une  bobine,  enfin  un 
analyseur  réglé  à  l'extinction.  La  lumière  reparaît  chaque 
fois  que  l'on  fait  traverser  la  bobine  par  la  décharge  d'une 
bouteille  de  Leyde  ;  la  durée  de  l'étincelle  suffit  donc  pour 
établir  la  polarisation  rotatoire. 

Si  les  décharges  sont  oscillantes  et  qu'on  observe  par 
réflexion  dans  un  miroir  tournant  réglé  de  manière  que  l'ana- 
lyseur soit  visible  au  moment  des  décharges,  on  aperçoit 
plusieurs  images  successives  qui  correspondent  bien  à  des 
courants  de  sens  contraires,  car  une  petite  rotation  de  l'ana- 
lyseur affaiblit  toutes  les  images  d'ordre  pair,  par  exemple, 
et  fait  croître  l'éclat  des  images  d'ordre  impair. 

Pour  vérifier  si  la  rotation  et  le  courant  sont  simultanés, 
on  dispose  obliquement,  à  la  suite  de  l'analyseur,  un  miroir 
fixe  qui  permet  de  voir  en  même  temps  dans  le  miroir  tour- 
nant l'image  des  étincelles  et  celle  de  ta  fente  au  travers  de 
l'analyseur.  L'appareil  étant  réglé  pour  qu'à  l'état  de  repos 
les  deux  images  soient  sur  la  môme  verticale,  elles  forment 
ensuite  dans  le  miroir  tournant  deux  bandes  parallèles  juxta- 
posées; les  images  successives  des  déchaînes  alternantes 
correspondent  alors  exactement  aux  maxima  de  lumière  que 

laisse  passer  l'analyseur.  Un  retard  de  :t de  seconde  entre 

^  "  ooooo 

les  deux  phénomènes  eut  été  manifeste. 

(>)  BiCRAT  el  BoHDLOT,  Joarti.  dt  phy*.,  [3|,  t.  I,  p.  3G4;  188S. 
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Supposons  que  le  champ  produit  par  la  décharge  ou  par 
un  courant  alternatif  soit  simplement  sinusoïdal  ;  la  rotation 
du  plan  de  polarisation  est  delà  forme  R  =  RjSinu(  =  R,siQx. 
Si  l'analyseur  a  été  tourné  d'un  angle  a  à  partir  de  la  position 
d'extinction,  l'amplitude  de  la  composante  utilisée  est  pro- 
portionnelle à  sin  (R  ±;  a)  ;  le  rapport  de  l'intensité  à  celle 
qu'on  ohtiendrait  pour  le  parallélisme  du  polariseur  et  de 
l'analyseur  est  égal  à  sln  '(R  — a).  L'intensité  relative  1  de 
l'image,  pour  les  courants  d'un  même  sens,  est  la  valeur 
moyenne  de  cette  expression  pendant  une  demi-période  : 

T 
I-|  f  '  sin^R  ±  oi) dl  ^ ^  Tsin^iRit  ce) dx. 

Si  les  angles  R  et  a  sont  très  petits,  on  peut  écrire 

I  — -I    (R  ±1  a)^  d.r  =  a."  ± j    BinxrfxH '/    sm*j<ir. 


En  séparant  les  deux  espèces  d'images  par  un  miroir  tour- 
nant, elles  présenteront  alternativement  des  maxima  et  des 
minima  d'intensité. 

Si  l'image  est  observée  directement,  l'intensité  relative  est 

a*-\ — î- et  elle  se  réduit  au  dernier  terme  quand  l'analyseur 

reste  réglé.  L'éclat  de  la  lumière  est  alors  proportionnel  au 
carré  de  la  rotation  maximum  ou  du  champ  maximum. 

D'autre  part,  la  rotation  est  proportionnelle,  toutes  choses 
égales,  à  l'épaisseur  du  milieu,  comme  pour  les  corps  actifs, 
mais  elle  dépend  celte  fois  uniquement  de  la  direction  du 
champ  magnétique,  quel  que  soit  le  sens  de  la  propagation. 
Dans  le  quartz,  l'essence  de  térébenthine  et  les  liquides  actifs, 
le  sens  de  la  rotation  est  toujours  le  même  pour  l'observateur 
qui  reçoit  la  lumière,  de  sorte  que  si  le  rayon,  ayant  traversé 
une  lame  de  quartz,  revient  sur  lui-même  après  une  réflexion 
normale,  le  plan  de  polarisation  éprouve  au  retour  une  rota- 
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tion  de  sens  contraire  à  la  première  et  se  retrouve  fînalemeiit 
dans  l'azimut  prinnitif. 

Pour  le  phénomène  magnétique,  le  sens  de  la  rotation  est 
fixe  dans  l'espace.  Un  rayon  qui  revient  sur  ses  pas,  après 
réflexion  normale,  éprouve  dans  le  milieu  une  rotation  de 
même  sens  qui  s'ajoute  à  la  première  ;  on  peut  ainsi,  avec 
un  nombre  impair  nn-h  i  de  réflexions  successives,  observer 
sur  le  rayon  émergent  la  même  rotation  que  s'il  eût  traversé 
une  épaisseur  2n+  i  fois  aussi  grande  de  la  substance. 

479.  Lois  de  Verdet.  —  Verdet  (■)  a  déterminé  les  lois  de 
ce  phénomène  en  plaçant  le  corps  à  étudier  dans  le  champ 
sensiblement  uniforme  produit  entre  de  larges  surfaces  po- 
laires d'un  électro-aimant  et  mesurait  l'intensité  du  champ 
par  la  méthode  de  Weber  (3'78).  Les  liquides  sont  placés 
dans  des  tubes  terminés  par  des  plaques  de  verre  et  on  a  soin 
de  retrancher  des  nombres  observés  les  rotations  dues  aux 
plaques  terminales. 

Pour  donner  au  rayon  de  lumière  une  direction  oblique  au 
champ,  le  corps  était  situé  un  peu  au-dessus  des  plaques 
polaires  où  le  cbamp  reste  encore  à  peu  près  uniforme.  La 
rotation  est  proportionnelle  : 

1°  A  l'épaisseur  du  milieu  Iraoersi  par  le  rayon  ; 

2°  Aa  produit  du  champ  par  le  cosinus  (*)  de  l'angle  que 
fait  sa  direction  avec  celle  du  rayon,  cesl-à-dire  à  la  compo- 
sante du  champ  magnétique  parallèle  aa  rayon. 

Ces  deux  lois  peuvent  recevoir  une  autre  interprétation. 

Lorsque  le  champ  est  uniforme,  si  Y,  et  Va  sont  les  valeurs 
du  potentiel  magnétique  aux  points  d'entrée  et  de  sortie  du 
rayon  dans  la  substance  considérée,  la  6omposanle  X  du 
champ  parallèle  à  la  direction  du  rayon  est  le  quotient  de  la 
différence  des  potentiels  Vi— V»  par  l'épaisseur  e  du  milieu 
traversé.  En  désignant  par  p  une  constante,  la  rotation  R 
peut  donc  s'écrire 

R  =  peX^p(V. -Vi). 

(»]  Veri>bt,  Ann.  de  chim.  et  de  phyi.  [3],  t.  XLI,  p.  370;  1854.  —  t.  XLIH, 
p.  53»;  1806.  —  t.  LU,  p.  129;  1858.  —  t.  LXIX,  p,  *15;  1883. 

(ï)  Cette  loi  du  cosinus  a  été  viriRée  par  MM.  Cornu  et  PoUer  jusqu'aux 
direction*  lea  plus  rapprochées  de  la  normale  au  champ  ma^ëtiquc  {Joarn.  d« 
phyt.  [S],  t.  V,p.  lS7;ia86). 
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En  d'autres  termes,  la  rotation  du  plan  de  polarisation 
entre  deux  points  est  proportionnelle  à  la  différence  de  leurs 
potentiels  magnétiques. 

Sous  cette  forme,  la  loi  s'applique  également  aux  milieux 
homogènes  situés  dans  un  champ  non  uniforme.  En  effet, 
l'accroissemeot  de  rotation,  produit  dans  une  épaisseur  dx, 
est  en  tous  cas  proportionnel  à  la  chute  correspondante  de 
potentiel  magnétique  —  dN,  de  sorte  que  la  rotation  totale  ne 
dépend  que  de  la  différence  des  potentiels  aux  points  d'entrée 
et  de  sortie  du  rayon. 

Le  coefficient  p  représente  la  rotation  produite  au  travers 
de  l'unité  d'épaisseur  dans  l'unité  du  champ,  ou  celle  qui 
correspond  à  l'unité  de  différence  de  potentiel.  Cette  quantité 
est  la  constante  de  Verdet  ou  le  pouvoir  rotatoire  magnétique 
de  la  substance  considérée. 

Dans  le  sulfure  de  carbone,  la  constante  serait  de  o',o43 
pour  la  raie  D  à  la  température  de  zéro. 

Des  corps  différents  d'égale  épaisseur  soumis  à  l'action  du 
même  champ  magnétique  produisent  des  rotations  dans  le 
rapport  de  leurs  pouvoirs  rotatoires. 

Il  suffit  donc,  pour  les  expériences  comparatives,  de  placer 
dans  les  mêmes  condiiions  deux  corps  de  même  épaisseur, 
dont  l'un  a  un  pouvoir  rotatoire  connu,  sans  qu'il  soit  néces- 
saire de  réaliser  un  champ  uniforme. 

480.  Pouvoir  rotatoire  moléculaire.  —  Si  l'on  admet  aussi 
que  la  rotation  magnétique  est  proportionnelle  à  la  quantité 
du  corps  actif  traversée  par  le  rayon,  c'est-à-dire  au  produit 
de  son  épaisseur  par  sa  densité,  on  pourra  appeler  ^oudoiV 
rotatoire  moléculaire  le  quotient  [f>j  de  la  quantité  p  par  la 
densité  du  milieu. 

Cette  loi  est  rigoureuse  pour  les  gaz  et  les  vapeurs.  Verdet 
a  vérifié  qu'elle  convient  également  aux  dissolutions  de  cer- 
tains sels,  comme  le  nilraie  d'ammoniaque,  car  l'observation 
de  liqueurs  de  richesses  différentes  conduit  à  la  même  valeur 
du  pouvoir  rotatoire  moléculaire  pour  le  sel. 

Si  p  et/*'  sont  les  poids  d'eau  et  de  sel  contenus  dans  le 
volume  V  de  la  dissolution,  [p]  et  [p']  les  pouvoirs  rotatoires 
moléculaires  des  deux  corps,  les  rotations  correspondantes 
dans  l'unité  de  champ  magnétique,  et  pour  l'unité  d'épaisseur, 
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sont  respectivement  [p]- et  [?']—>  le  pouvoir  rotatoire  p,  de 
la  diBsolulîon  est  donc 

p.  =  ipif+[p'i^. 

ou,  en  appelant  d  la  densité  ~ — ^  de  la  dissolution. 
On  en  déduit 

481.  Corps  positifs  et  négatifs.  —Le  pouvoir  rotatoire  mo- 
léculaire [f ']  ainsi  calculé  est  le  plus  souvent  de  même  signe 
que  le  pouvoir  rotatoire  p,  de  la  dissolution. 

Au  contraire,  le  pouvoir  rotatoire  des  solutions  de  sels  de 

proloxyde  de  fer  est  toujours  plus  faible  que  la  valeur  [p]- 

qui  conviendrait  h  l'eau  du  mélange.  Les  choses  se  passent 
donc  comme  si  le  sel  dissous  exerçait  sur  la  lumière  polarisée 
une  action  contraire  à  celle  de  l'eau  et  le  calcul  des  expé- 
riences indique  encore  pour  le  sel  un  pouvoir  rotatoire  mo- 
léculaire p'  sensiblement  constant. 

Verdet  appelle  posilif  le  pouvoir  rotatoire  de  l'eau  et  de 
la  généralité  des  substances  transparentes  non  magnétiques, 
négatif  celui  des  sels  de  protoxyde  de  fer  et  des  corps  qui 
agissent  dans  le  même  sens, 

Pour  Qxer  le  sens  des  rotations,  on  peut  supposer  que  le 
champ  est  produit  par  un  courant  qui  parcourt  le  fll  d'une 
bobine  cylindrique  suivant  l'axe  de  laquelle  chemine  le  rayon 
de  lumière.  Dans  ce  cas,  les  corps  positifs  font  tourner  le 
plan  de  polarisation  dans  le  sens  des  courants,  et  les  corps 
négatifs  en  sens  contraire. 

La  règle  s'applique  alors  facilement  aux  champs  produits 
d'une  manière  quelconque.  Si  le  rayon  se  propage  dans  le 
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sens  de  la  composante  du  champ  qui  lui  est  parallèle,  la 
rotation  a  lieu  de  droite  &  gauche,  avec  les  corps  positifs, 
pour  l'observateur  qui  reçoit  la  lumière,  et  de  gauche  à  droite 
avec  les  corps  négatifs. 

L'exemple  des  sels  de  fer  avait  pu  faire  croire  que  le  pou- 
voir rotatoire  est  négatif  pour  les  corps  magnétiques  et 
positif  pour  les  corps  diamagnétiques,  mais  cette  relation  est 
loin  de  se  vérifier.  Si  presque  tous  les  sels  de  fer  sont  magné- 
tiques et  négatifs,  ainsi  que  la  plupart  des  corps  magnétiques, 
on  en  trouve  beaucoup  d'autres,  en  particulier  les  sels  de 
nickel  et  de  cobalt,  qui  sont  positifs.  De  même,  la  presque 
totalité  des  corps  diamagnétiques  sont  positifs,  mais  un 
certain  nombre,  tels  que  le  chlorate  de  potasse,  le  bichlorure 
de  titane,  etc.,  se  montrent  négatifs. 

En  outre,  la  loi  des  mélanges  donnant  lieu  5  de  nombreuses 
exceptions  quand  il  s'agit  du  pouvoir  rotatoire  naturel,  il  est 
à  prévoir  qu'elle  ne  s'appliquera  pas  non  plus  d'une  manière  ' 
rigoureuse  à  la  polarisation  rotatoire  magnétique.  Il  résulte, 
en  effet,  des  expériences  de  Verdet,  que  le  pouvoir  rotatoire 
moléculaire  négatif  des  dissolutions  de  prolochtorure  et  de 
perchlorare  de  fer  dans  l'eau  augmente  rapidement  avec  la 
richesse  du  liquide  ;  pour  Vazolate  d'urane,  au  contraire,  qui 
est  également  négatif  et  diamagnétiqué,  le  pouvoir  rotatoire 
moléculaire  serait  indépendant  de  la  concentration  {'). 

La  loi  s'applique  mieux  aux  corps  positifs,  sans  être  encore 
tout  h  fait  rigoureuse. 

Si  l'on  tient  compte  de  ces  irrégularités,  il  ne  semble  pas 
que  l'on  puisse  par  l'étude  des  dissolutions  connaître  exacte- 
ment les  propriétés  qui  conviennent  au  sel  lui-même,  à  l'état 
cristallisé,  en  supposant  qu'il  reste  alors  assez  transparent 
et  que  la  forme  cristalline  permette  l'observation  directe. 

Pour  les  chlorures  de  potassium  et  de  sodium,  par  exemple, 
qui  sont  cubiques,  les  pouvoirs  rotatoires  des  sels  anhydres 
sont  notablement  plus  faibles  que  ne  l'indiqueraient  les  pro- 
priétés de  leurs  dissolutions. 

A  plus  forte  raison  ne  peut-on  en  déduire  les  propriétés 
du  métal  puisque,  même  pour  les  sels  de  fer,  le  signe  du 

(I]  H.  Becquerbl,  Ann.  de  chim.  el  dt  phyt.  [b]  L  XI[,  p.  fi;  187T. 
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pouvoir  roiatoire  moléculaire    change  quelquefois   avec  la 
nature  de  la  combiaaison. 

Kundt  (')  a  pu  mesurer  directement  la  rotation  produite 
par  des  lames  de  fer  déposées  par  voie  électrolytique,  sur 
des  miroirs  en  verre  platiné,  en  couches  assez  minces  pour 
rester  transparentes,  et  a  trouvé  cette  rotation  positive. 

Le  cobalt  et  le  nickel  ont  aussi  un  pouvoir  rotatoire  positif,^ 
voisin  de  celui  du  fer  pour  le  premier  métal  et  environ  moitié 
moindre  pour  le  second. 

Il  arrive  même  alors  que  la  loi  de  Verdet  est  en  défaut. 
Pour  les  lames  de  fer,  la  rotation  est  d'abord  pioportionnclle 
au  champ  magnéliqueetatteint,  dans  un  champ  de  2000  uni- 
tés C.  G.  S.,  un  maximum  qui  correspondrait  à  300000°  par 
centimètre,  c'est-à-dire  environ  i  000  fois  la  rotation  naturelle 
du  quartz.  Le  nickel  et  le  cobalt  donnent  des  résultats  ana- 
logues. Le  maximum  de  rotation  est  comparable  au  maximum 
d'aimantation  des  corps  magnétiques. 

Enfin,  cette  anomaUe  paraît  se  présenter  aussi  pour  les 
dissolutions  de  chlorure  de  fer  (').  Si  la  liqueur  est  concentrée, 
le  pouvoir  rotatoire  augmente  d'abord  avec  l'intensité  du 
champ  et  passe  par  un  maximum  pour  aller  ensuite  en  dimi* 
nuant;  avec  les  liqueurs  étendues,  la  rotation  croit  toujours 
moins  vite  que  l'intensité  du  champ. 

482.  Dispersion  rotatoire.  —  Le  pouvoir  rotatoire  magné- 
tique varie  avec  la  couleur  et,  quand  on  opère  à  la  lumière 
blanche,  l'image  vue  dans  l'analyseur  présente  les  teintes  des 
lames  de  quartz  perpendiculaires  à  l'axe.  On  compense  d'une 
manière  à  peu  près  complète  la  rotation  magnétique  dans  le 
flint  par  la  rotation  naturelle  dans  une  épaisseur  convenable 
de  dissolution  sucrée  et  d'essence  de  térébenthine.  La  rota- 
tion magnétique  est  donc  comparable  à  celle  du  quartz,  c'est- 
à-dire  sensiblement  en  raison  inverse  du  carré  de  la  longueur 
d'onde,  mais  it  est  à  prévoir  que  cette  loi  n'est  aussi  qu'une 
première  approximation.  En  réalité,  dans  les  deux  ordres  de 
phénomènes,  le  produit  de  la  rotation  par  le  carré  de  la  lon- 

[»)  A,  Kundt,  C,  R.  de  VAc&d.  de  Berlin,  I.  XXXIV,  p.  761  ;  1881  et  t.  XLVIII, 
p.  lOia;  188S.  —  Jonrn.  de  phys.   [î]  t.  III,  p.  «6;  1884  el  t.  V,  p.  78;  1886. 

(1)  Stïcheolajeff,  Wied.  Ann.,  t.  XXXVIII,  p.  168;  1888.  —Journal  de  phyt. 
[21,  l.  VI,  p.  47  ;  1887. 

Éleclr,  et  Magn.  —  i.  4^ 
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gueur  d'onde  augmente  à  mesure  que  la  longueur  d'onde 
diminue;  les  écarts  sont  d'autant  plus  sensibles  que  la  subs- 
tance considérée  est  plus  dispersive  par  réfraction,  mais  ils  se 
manifestent  très  inégalement,  de  sorte  que  chaque  substance 
obéit  à  une  loi  parliculiëre  de  dispersion  rotatoirc. 

Quelques  mois  après  la  publication  des  découvertes  de 
Faraday,  sir  G.  Airy  {')  a  fait  remarquer  qu'il  suffisait,  pour 
rendre  compte  des  phénomènes,  d'ajouter  aux  équations  du 
mouvement  vibratoire  dans  les  corps  isotropes  certains  termes 
proportionnels  aux  dérivées  d'ordre  impair  des  déplacements 
par  rapport  au  temps.  Désignant  par  n  l'indice  de  réfraction 
du  milieu  relatif  à  la  longueur  d'onde  X,  on  peut  ainsi  obtenir 
pour  ie  pouvoir  rolatoire  une  série  d'expressions  ne  renfer- 
mant qu'une  constante  A  et  de  la  forme  : 


;(i) 

-K"-S). 

(") 

(iii) 

Toutefois,  les  observations  de  Verdet  ont  montré  que,  dans 
l'échelle  du  spectre  lumineux,  aucune  de  ces  formules  n'est 
complètement  vérifiée. 

D'après  M.  II.  Becquerel  (')  la  rotation  est  proportionnelle 

à  ■■  ■■  ■.  ^■■-■■'  pour  la  plupart  des  substances,   tandis  que  la 

fonction  — ^-J représente  bien  les  observations  relatives 

au  bîcklorure  de  titane  et  aux  corps  très  magnétiques. 
M.  Joubin  (*)  a  constaté  que  la  formule 

(■V)  '  =  l(«-B-4> 

sur  laquelle  on  reviendra  plus  loin,  convient  à  toutes  les  me- 

(1)  G.  Ainv,  Ph.  Mtg.  [3},  l.  XXVIII,  p.  «6;  ISiS. 

(>)  A.  Bbchububl,  Ann.  de  chim.  et  de  phgi.  [i],  t.  XII,  p.  b;  1877. 

(")  P.  JouBin,  Ibid.,  [al,  L.  XVI,  p.  78  ;  1889. 
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sures  fuites  dans  le  spectre  lumineux,  soit  pour  les  corps  né- 
gatifs, comme  le  bichlorare  de  titane  et  les  dissolutions  de 
perchlorure  de  fer,  soit  pour  les  corps  positifs,  tels  que  les 
différents  verres,  le  sulfure  de  carbone  et  la  créosote.  Avec  le 
sel  gemme,  la  formule  s'applique  encore  aux  longueurs  d'onde 
comprises  entre  ot",6437  et  oi',2i43,  c'est-à-dire  dans  toute 
l'étendue  du  spectre  lumineux  et  du  spectre  ultra-violet. 

En  y  joignant  les  observations  relatives  aux  rayons  calo- 
rifiques dans  le  sulfure  de  carbone,  M.  Moreau  (')  a  comparé 
encore  les  résultats  à  la  formule  de  van  Schaik  {"),  qui  ren- 
ferme deux  constantes 

m  '=4("-4")(-§)' 

et  &  une  autre  analogue 

(VI)  p  =  A,J(„-x|)(,  +  cg). 

11  s'est  trouvé  finalement  que  l'expression  (IV),  sans  être 
irréprochable,  est  la  seule  qui  concorde  d'une  manière  satis- 
faisante avec  les  résultats  expérimentaux. 

De  même  que  dans  la  réfraction  ordinaire,  il  se  présente 
encore  des  dispersions  rotatoires  anormales;  c'est  ce  qui  a 
lieu  en  particulier,  d'après  Kundt,  avec  les  lames  minces  de 
fer  transparentes,  où  la  rotation  pour  les  rayons  rouges  est 
notablement  plus  grande  que  pour  les  rayons  bleus. 

Enfm,  ta  dispersion  se  conserve,  au  moins  d'une  manière 
qualitative,  lorsque  le  champ  magnétique  éprouve  des  oscil- 
lations très  rapides,  car  si  l'on  cherche,  dans  l'expérience  de 
MM,  Bichat  et  Blondlot  (478),  à  éteindre  les  bandes  d'un 
certain  ordre  de  parité,  vues  dans  le  miroir  tournant,  elles 
présentent  successivement  des  couleurs  de  longueur  d'onde 
décroissantes,  pendant  que  les  images  d'autre  parité  prennent 
des  teintes  complémentaires. 

483.  Vapeurs  et  gaz.  —  A  mesure  qu'on  élève  la  tempé- 
rature, le  pouvoir  rotatoire  magnétique  paraît    augmenter 
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pour  les  corps  solides  et  diminuer  pour  les  liquides  (').  La 
loi  de  variation  permettrait  de  calculer  l'effet  produit  par 
une  vapeur,  avec  l'hypothèse  que  le  pouvoir  rotatoire  molé- 
culaire se  conserve  dans  le  nouvel  état,  comme  pour  les 
liquides  naturellement  actifs,  mais  l'observation  donne  tou- 
jours un  nombre  beaucoup  plus  faible  ('). 

Si  l'on  ramène  les  observations  à  la  pression  de  76'  et  à  la 
température  de  zéro,  en  admettant  que  l'effet  est  propor- 
tionnel au  poids  spécifique  du  gaz,  le  quotient  du  pouvoir 
rotatoire  par  la  fonction  /i'(n'— i)  reste  le  même,  d'après 
M.  H.  Becquerel,  pour  le  liquide  et  la  vapeur,  et  cette  rela- 
tion se  vérifie  d'une  manière  assez  exacte.  A  cause  de  la 
très  faible  réfraction  des  gaz,  le  produit  n'(n*—  i)  se  réduit 
sensiblement  k  2(71 —  1), 

Pour  les  gaz  et  les  vapeurs,  le  quotient  par  2(/t~  i)  de 
la  rotation  magnétique  fournit  d'ailleurs  des  nombres  de 
mfime  ordre  de  grandeur,  qui  croissent  nettement  avec  l'in- 
dice de  réfraclion, 

M.  H.  Becquerel  a  constaté  aussi,  par  l'emploi  d'écrans 
colorés,  que  la  dispersion  est  manifeste  pour  les  gaz  et  suit 
la  loi  ordinaire,  sauf  pour  Voxggène  qui  aurait  une  disper- 
sion anormale,  en  rapport  avec  les  propriétés  magnétiques 
du  gaz,  mais  cette  exception  n'a  pas  été  confirmée  par  les 
observations  ultérieures  ('). 

484.  Forme  de  la  surface  d'onde.  —  Les  principes  de  la 
théorie  donnée  par  Fresnel,  pour  expliquer  la  polarisation 
rotatoire  du  quartz  et  des  liquides  actifs,  peuvent  être  appli- 
qués h  la  polarisation  rotatoire  magnétique,  en  admettant 
qu'un  rayon  de  lumière  polarisée  se  décompose  .en  deux 
rayons  polarisés  circulairement  en  sens  contraires,  lesquels 
se  propagent  dans  le  milieu,  sous  l'induence  du  champ,  avec 
des  vitesses  différentes  et  reconstituent  à  la  sortie  un  rayon 
polarisé  dans  un  azimut  différent. 

Les  expéi'iences  d'interférence  montrent,  en  effet,  qu'un 
morceau  de  (lint,  soumis  à  l'action  d'un  champ  magnétique, 

(•]  J.  JotiBEnT,  C.  n.  de  fAcaJ.  âei  «-.,  t.  LXXXVII,  p.  981  ;  1878. 
{')  H.  Becquehbl,  Jonrn.  de  phyt.,  l.  V[[I,  p.  198;  1879  et  t.  IX,  p.  365;  18S0. 
—  E.  Bir.HAT,  Ibid.,  t.  VIU,  p.  201;  1879  et  t.  IX.  p.  37S;  1880. 
t»)  H.  ^EKT^BMA,  Comm.  froin  the  Ub.  al  Lei/den,  n'  7,  p.  9:  180S. 
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se  comporte  comme  une  lame  de  quartz  perpendiculaire  à 
l'axe  (').  En  faisant  interférer  deux  rayons  qui  ont  traversé 
séparément  deux  épaisseurs  de  flint  identiques,  l'une  située 
dans  le  champ  magnétique  et  l'autre  en  dehors,  les  compo- 
santes circulaires  des  deux  faisceaux  donnent  deux  systèmes 
de  franges,  k  droite  et  à  gauche  du  système  primitif.  M.  Cornu 
a  obtenu  un  déplacement  d'un  dixième  de  frange  environ  et 
la  position  moyenne  des  systèmes  coïncide,  à  moins  d'un 
deux-centième  de  frange,  avec  celle  du  système  unique  que 
l'on  observe  par  la  suppression  du  champ. 

Il  en  résulte  que  l'indice  moyen  de  réfraction  des  ondes 
à  vibrations  circulaires  est  égal  à  l'indice  du  milieu  non 
altéré;  en  raison  de  l'ordre  de  grandeur  du  phénomène,  la 
même  relation  s'applique  aux  vitesses  de  propagation. 

La  loi  de  Verdet  permet  alors  de  déterminer  la  surface 
d'onde  relative  aux  .vibrations  circulaires  qui  se  propagent 
dans  un  champ  magnétique  uniforme. 

Soient  Vo  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière  dans  le 
vide,  V,  et  Vj  les  vitesses  des  ondes  à  vibrations  circulaires 
inverses,  dans  un  milieu  d'épaisseur  e  soumis  à  l'action  du 
champ  magnétique  ;  les  chemins  équivalents  dans  le  vide  sont 

respectivement  A,  =  — Vo  et  Aj^ 

phase  S  de  deux  rayons  a  pour  expression 


La  rotation  du  plan  de  polarisation  est  la  moitié  de  ta 
différence  de  phase.  Si  le  rayon  fait  l'angle  a  avec  la  direction 
du  champ  F,  il  en  résulte 

R  =  peFcosa  =  -. 

1         I       XpF  , 

-----  ^  -^cosa  =  2Ac08a. 

(')  A.  RioHC,  Anouo  cimenlo  [3].  t. 
fAcad.  det  (c,  t.  LX^XYIII,  p.  331; 
1881  et  l.  XCIX,  p.  1013;  18tl4. 
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Comme  les  vitesses  Vi  et  Vj  différent  très  peu  de  la  vitesse  V 
dans  le  milieu  non  altéré,  on  peut  écrire 

V,  —  Vs  =  îAV,  Vacosa  =  lAV^cosa. 

On  déduit  alors  de  la  relation  V,  +  Vs  =  aV, 

V,  =V  +  AV*cosa, 
Vj-V-AVcosot. 

Les  vitesses  V(  et  Vj  différant  de  la  vitesse  V  d'une  quan- 
tité proportionnelle  à  cosa,  la  surface  d'onde,  qui  était  primi- 
tivement sphérique,  est  remplacée  par  deux  surfaces  sphéri- 
ques,  analogues  aux  couches  de  glissement  (126),  dont  les 
centres  sont  situés  sur  une  parallèle  au  champ  et  séparés 
par  la  distance  aAV^. 

Ce  dédoublement  des  ondes  relatives  aux  deux  vibrations 
circulaires  montre  que  le  phénomène  doit  être  accompagné 
d'une  double  réfraction,  trop  faible  il  est  vrai  pour  filre  mise 
en  évidence. 

48S.  Considérations  théoriques.  —  M.  Rowland  (■)  a  fait 
intervenir  le  phénomène  de  Hall  (476)  dans  l'explication  du 
pouvoir  rotatoire  magnétique. 

Si  l'on  admet  que  les  déviations  des  courants  se  produisent 
également  dans  les  diélectriques,  il  en  résulte  une  force  élec- 
tromotrice nouvelle,  dont  nous  désignerons  les  composantes 
par  A,  B  et  C. 

La  composante  A,  qui  agit  suivant  l'axe  des  j:,  est  la  résul- 
tante des  deux  actions  exercées  sur  les  composantes  perpen- 
diculaires f  et  tv  du  courant  ;  la  première  est  proportionnelle 
à  —  Z  c  et  la  seconde  à  Y  w. 

On  aura  donc,  en  désignant  par  y  le  coefficient  commun, 

(     A  =  -r(Y*-Z.), 

(i)  B=t(Z«-X».), 

(     C=Y(X--Y«). 

{h  H.  A.  RowLAiro,  Ph.  Mag.  [j]  t.  IX,  p.  i3S;  1880,  —  Joarn.  de Phys.,t.iX. 

p.  390  ;  18B0. 
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Les  composantes  de  la  force  éleciromotrice  totale  produite 
daas  !e  champ  sont  alors  (433) 

/ 


p= 

àF 
àl 

dx          ' 

Q= 

àG 
dt 

dy 

R  = 

_0H 

-#  +  C. 

Les  équations  générales  (D)  du  n°  439,  appliquées  à  un 
milieu  diélectrique,  en  négligeant  les  fonctions  ^  et  0  qui 
n'ont  pas  de  rôle  dans  les  phénomènes  périodiques,  prennent 
la  forme 

,        AI-         V      ['>'-''         ■^•\ 


(3)  iG  =  K,(^___j, 


-KK^f- 


Pour  un  système  d'ondes  planes  parallèles  à  l'axe  des  j, 
la  composante  Z  du  champ  est  la  seule  qui  intervienne.  Si  le 
champ  est  uniforme,  les  équations  (3)  se  réduisent  à 


lis  '       à'(^        U      f'^'<'  '/<* 


Comme  on  a  alors  (434) 


il  en  résulte 


«;         liy-G  '  jr^    d'F\ 
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Ces  équations  onl  pour  solutions 

/"^=  acos(bir  —  qz)cospz, 
G  :=  aco6(cdf  —  tf:^t,inpz  =^  /"tang/;:. 

Les  valeurs  de  F  et  de  fï  sont  les  projections  sur  les  axes 
d'une  force  électromotrice  <icos(wi  — ys)  qui  fait  avec  l'axe 
des  X  un  angle  égal  hpz. 

Si  l'on  prend  les  fonctions  ^ct  G  sous  la  forme 

:   ■    '     ■    F=^  ac'  "^'^'^cosftz,       G  :=  ae'^"'-^'Hinpz, 

et  que  l'on  pose 

P  =  F+iG,      Q  =  F-iG,       A^~, 
41: 

on  voit  aisément  que  les  équations  (5)  équivalent  à 


elles  constantes  seront  déterminées  par  les  conditions 

(1— vAi»)(j  +  /.)"  =  K|»»'; 

2/,,  =  Kf»'  7:^7.  ÂW  =  ïA»(7'  +  /''). 

Comme  le  coefficient  y  est  très  petit,  et  que  la  valeur  de  p 
est  aussi  du  premier  ordre,  on  peut  écrire 

"''=•'*■"'  =  ■'*¥  =  ■' 4Ï-V' 
,.  ^,  +  ï!^^  =  Kn»=(. +Y=A>u,'), 

'!'      KfV       4'  1 
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Ainsi,  lorsqu'un  rayon  polarisé  se  propage  suivant  la  di- 
rection du  champ  magnétique,  te  plan  de  polarisatioD  tourne 
dans  un  sens  qui  dépend  du  signe  de  y,  d'un  angle  propor- 
tionnel à  l'intensité  de  champ,  et  la  vitesse  de  propagation 
est  modifiée  par  une  quantité  du  second  ordre. 

Désignons  par  \  la  longueur  d'onde  de  la  lumière  primi- 
tive dans  le  vide,  et  par  n  l'indice  de  réfraction  correspon- 
dant du  milieu  considéré;  la  rotation  du  plan  de  polarisation 
pour  l'unité  d'épaisseur  et  l'unité  de  champ,  c'est-à-dire  le 
pouvoir  rotatoire,  est 

Lorsque  la  dispersion  du  milieu  est  très  faible,  la  rotation 
est  donc  en  raison  inverse  du  carré  de  la  longueur  d'onde,  ce 
qui  est  la  loi  approchée  du  phénomène. 

486.  Interprétation  de  la  dispersion.  —  Celte  différence  de 
phase  des  vibrations  circulaires  peut  être  expliquée  de  plu- 
sieurs manières  en  admettant  :  que,  pour  les  deux  rayons,  la 
période  reste  la  même,  avec  des  vitesses  de  propagation  diffé- 
rentee  ;  ou  que,  la  vitesse  restant  la  même,  la  période  cesse 
d'être  égale  pour  les  deux  rayons  et  devient  différente,  pour 
chacun  d'eux,  de  sa  valeur  relative  au  milieu  extérieur;  ou 
encore,  ce  qui  serait  peut  être  plus  vraisemblable,  qu'il  y  a 
en  même  temps  modification  de  la  période  de  vibration  et 
(le  la  vitesse  de  propagation. 

En  général,  il  est  impossible  de  concevoir  que  la  période 
d'un  état  vibratoire  permanent  soit  différente  de  celle  de  la 
cause  qui  le  produit;  mais,  dans  le  cas  actuel,  la  diniculté 
ne  semble  pas  exister,  au  moins  au  même  degré,  si  l'on 
admet  que  le  milieu  que  traverse  la  lumière  est  animé  lui- 
même  d'un  mouvement  de  rotation  dans  un  sens  déterminé, 
La  période  du  mouvement  relatif  pourrait  rester  la  même  pour 
les  deux  rayons  et  la  même  que  dans  le  milieu  extérieur;  la 
différence  de  phase  finale  serait  due  seulement  à  la  différence 
des  mouvements  absolus  de  rotation. 

Dans  tous  les  cas,  lorsque  les  deux  rayons  circulaires 
sortent  du  milieu,  ils  reprennent  la  même  période,  avec  ta 
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m£me  vitesse  de  propagation,  et  reconstituent  un  rayon  pola- 
risé rectilîgnement. 

Appelant  V  la  vitesse  de  propagation  dans  le  milieu  sous- 
trait  à  l'action  du  champ  magnétique  et  X  =  VT  la  longueur 
d'onde  correspondante,  l'interférence  a  lieu  h  la  sortie  entre 
les  composantes  circulaires  dont  la  ditîéreace  de  phase  h 
l'entrée  était 


V,/i         i\_       e/V       \\ 


Si  l'on  admet  que  les  périodes  Ti  et  Ti  des  rayons  circu- 
laires dans  le  milieu  soient  inégales,  leurs  longueurs  d'onde 
sont  X,  =  V|  T, ,  Xj  —  ViT-,  ;  la  différence  des  nombres  d'oscilla- 
tions qu'elles  ont  effectuées  pendant  la  traversée  est  ^ ^■ 

La  différence  de  phase  finale  des  rayons  émergents  et  la 
rotation  du  plan  de  polarisation  deviennent  alors 


«fc-^- 


e/V 


■'=t(^- 


La  vitesse  V,  est  une  fonction  de  la  longueur  d'onde  X,  et 
de  la  composante  X  du  champ  magnétique  parallèle  à  la  pro- 
pagation. La  modification  de  vitesse  étant  très  petite,  on 
pourra  dans  le  développement  de  cette  fonction  se  borner  aux 
termes  de  premier  ordre  et  écrire 

1  =  /(X,,X)=/(X  +  X,-X,X), 


--^-■<^).-KX).- 


Lorsque  la  valeur  de  X  est  nulle,  la  fonction  fst  réduit  au 
rapport  des  indices  de  réfraction  ni  et  n,  correspondant  aux 
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vitesses  Vi  et  V  dans  le  milieu  non  modifié  par  le  champ 
magnétique,  ce  qui  donne 

\d-K)^~tl\\nJ~  n   ,a  ~  n  d\' 


On  peut  donc  écrire 

Un  raisonnement'analogue  donnerait 


__(i,_X)_(,  +  S)X). 

Comme  les  coenicîents  ce  et  3  changent  de  signe  quand  on 
passe  du  circulaire  droit  au  circulaire  gauche,  il  eo  résulte 

On  a  aussi,  au  même  degré  d'approximation, 

('■■-'■■)(■ -^^rO=-»'''''- 

Enfin,  la  relation  X,  =  n\  donne 

dn  _  dXt dn  ,  dn  , 


par  suite. 


(x.-x,)^^=-.S»x^^x. 
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Le  pouvoir  rotatoire  devient  alor» 

C'est  la  formule  (IV)  vérifiée  par  M.  Joubin.  Le  coefficient 
B  deviendrait  égal  à  l'unité,  si  l'on  suppose  a—  3,  c'est-à-dire 
quand  on  admet  que  les  longueurs  d'onde  restent  propor- 
tionnelles aux  vitesses  de  propagation  correspondantes  ou. 
en  d'autres  termes,  que  les  vibrations  des  rayons  circulaires 
conservent  la  période  primitive. 

487-  Remarques  de  Lord  Kelvin.  —  Les  phénomènes  de 
polarisation  rotatoire  magnétique,  d'après  une  remarque  judi- 
cieuse de  Lord  Kelvin,  paraissent  être  la  confirmation  des 
idées  d'Ampère  sur  la  nature  du  magnétisme. 

*  L'influence  du  magnétisme  sur  la  lumière,  découverte 
n  par  Faraday,  dépend  du  sens  du  mouvement  des  particules 
«  mobiles.  Par  exemple,  dans  un  milieu  qui  possède  celte 
s  propriété,  les  particules  situées  sur  une  droite  parallèle  aux 
«  lignes  de  force,  déplacées  sur  une  hélice  ayant  cette  ligne 

0  comme  axe,  puis  projetées  tangentiellement  avec  une  vi- 

1  tesse  capable  de  leur  faire  décrire  des  circonférences  de 

<  cercle,  auront  des  vitesses  différentes  suivant  que  leur  mou- 

<  vement  s'effectuera  dans  un  sens  (par  exemple  celui  du 
I  courant  qui  produit  le  champ)  ou  dans  le  sens  opposé. 
<t  Mais  la  réaction  élastique  du  milieu  doit  être  la  même 
«  pour  des  déplacements  égaux,  quelles  que  soient  les  vi- 
«  tesses  et  la  direction  des  particules  ;  en  d'autres  termes, 
a  les  forces  qui  font  équilibre  à  la  force  centrifuge  du  mou- 
0  vement  circulaire  doivent  être  égales,  bien  que  les  mou- 
ï  vcmenls  lumineux  soient  inégaux. 

«  Les  mouvements  circulaires  absolus  étant  ou  égaux  ou 
«  capables  de  donner  des  forces  centrifuges  égales  aux  parti- 
*  cules  con-sidérées  en  premier  lieu,  il  faut  que  les  mouvc- 

<  ments  lumineux  soient  seulement  des  composantes  du 
«  mouvement  total;  et  que  la  moindre  composante  lumi- 
(  neuse  dans  une  direction,  composée  avec  le  mouvement 
i  qui  existe  dans  le  milieu  quand  il  ne  transmet  pas  de  lu- 
«  mière,  donne  la  même  résultante  que  le  plus  grand  mou- 
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:  vement  lumineux  composé  avec  le  même  mouvement  non 
;  lumineux. 

«  A  mon  avis,  il  est  non  seulement  impossible  de  concevoir, 
'  autrement  que  par  celte  explication  dynamique,  comment 
i  un  rayon  polarisé  circulairement  qui  traverse  un  morceau 
I  de  verre  aimanté  parallèlement  aux  lignes  de  force  puisse, 
1  tout  en  conservant  la  même  qualité,  c'estrà-dire  en  restant 
t  toujours  droit  ou  toujours  gauche,  se  propager  avec  une 
1  vitesse  différente  suivant  qu'il  se  meut  dans  le  sens  des 
I  lignes  de  force  ou  en  sens  contraire,  mais  je  pense  qu'on 
1  peut  démontrer  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  explication  possible 
■  de  ce  fait. 

«  Il  semble  résulter  de  là  que  la  découverte  de  Faraday 
t  apporte  une  démonstration  de  la  réalité  de  l'hypothèse 
I  d'Ampère,  sur  la  nature  intime  du  magnétisme,  et  donne 
I  une  déOnîtion  de  l'aimantation  dans  la  théorie  mécanique 
1  de  la  chaleur. 

0  L'introduction  du  principe  de  la  conservation  des  aires 
i  dans  l'hypothèse  des  tourbillons  {oortiees)  moléculaires 
«  conduit  à  ce  résultat  que  la  ligne,  perpendiculaire  au  plan 
»  sur  lequel  la  somme  des  projections  des  aires  des  mouve- 
>  vements  thermiques  est  un  maximum  (plan  du  maximum 
1  des  aires),  pourrait  bien  être  l'axe  magnétique  du  corps 
«  aimanté  et  suggère  l'idée  que  le  moment  magnétique  se 
«  trouverait  alors  déTini  par  la  valeur  de  cette  projection. 

«  L'explication  de  tous  les  phénomènes  d'attraction  et  de 

•  répulsion  électromagnétique,  ainsi  que  d'induclion  électro-: 
"  magnétique,  doit  dès  lors  être  cherchée  simplement  dans 
t  l'inertie  et  la  pression  de  la  matière  dont  le  mouvement 
«  constitue  la  chaleur.  Maintenant,  que  cette  matière  soit  ou 
«  non  1  "électricité,  qu'elle  soit  un  fluide  continu  remplissant 
0  les  espaces  inler-moléculaires,  ou  qu'elle  soit  elle-même 
«  groupée  moléculairement;  ou  encore  toute  matière  est-elle 
«  continue  et  l'hétérogénéité  moléculaire  n'est-elle  due  qu'à 
a  des  tourbillons  finis  ou  h  d'autres  mouvements  relatifs  des 
"  parties  contiguës  d'un  corps;  ce  sont  des  points  qu'il  est 
"  impossible  de  décider  et  sur  lesquels  il  serait  peut  être 
0  oiseux  de  faire  des  spéculations  dans  l'état  actuel  de  la 

•  science,  •  (Sir  W.  Thomson,  Reprini  of  Papers,  p.  419). 
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488.  Double  rétraction  électrique.  —  Sous  l'influence  de  la 
compression  ou  de  la  traction,  les  corps  solides  isotropes 
acquièrent  les  propriétés  biréfringentes  et  l'axe  de  double 
réfraction  est  parallèle  à  la  direction  suivant  laquelle  s'est 
exercée  l'action  mécanique.  Ces  propriétés  sont  temporaires 
et  disparaissent  avec  les  déformations  mécaniques. 

M.  Kerr  (')  a  constaté  que  des  phénomènes  analogues  se 
manifestent  dans  un  champ  électrique. 

Pour  réaliser  l'expérience  avec  les  corps  solides,  on  noie 
dans  une  plaque  de  verre  deux  lils  conducteurs  reliés  sépa- 
rément avec  les  électrodes  d'un  appareil  capable  de  produire 
des  étinceltes  de  i5  centimètres. 

Un  rayon  de  lumière  polarisé  à  4^  sur  la  direction  des  fils 
est  éteint  par  un  analyseur.  Quand  on  provoque  les  étincelles, 
la  lumière  reparaît  au  bout  de  quelques  secondes,  de  plus  en 
plus  brillante,  et  disparaît  d'une  manière  progressive  après 
suppression  des  décharges. 

L'effet  peut  être  compensé,  au  moins  pour  la  partie  cen- 
trale, par  une  lame  de  verre  tendue  suivant  la  direction  des 
lignes  de  force  ou  comprimée  dans  une  direction  perpendi- 
culaire. Le  champ  électrique  donne  donc  au  verre  une  double 
réfraction  négative,  analogue  à  celle  que  produirait  une  com- 
pression parallèle  aux  lignes  de  force. 

Pour  d'autres  corps,  comme  la  résine,  l'actiondu  champ 
équivaut  à  une  traction  parallèle  aux  lignes  de  force. 

Le  phénomène  se  produit  aussi  avec  les  liquides  ;  il  est 
alors  absolument  temporaire  et  simultané  avec  le  champ,  car 
dans  les  décharges  d'un  condensateur  observées  à  i'aide  du 
miroir  tournant,  il  n'existe  aucun  intervalle  de  temps  appré- 
ciable entre  la  production  des  étincelles  successives  et  la 
double  réfraction  correspondante  ('). 

Avec  des  électrodes  terminées  en  pointe  ou  munies  b  leurs 
extrémités  de  petites  sphères  métalliques,  le  champ  est  irré- 
gulier  et  la  double  réfraction,  tout  en  conservant  le  même 
signe,  présente  des  intensités  très  inégales  dans  les  différentes 
parties  de  la  région  observée. 

{!•)  J.  KBRr,  Phil.  Mag.  {i\,  t.  L,  p.  337;   1815.  —  Joarntl  d»  phyi.,  L  IV, 
p.  376;  1875. 
(']  R.  Blohkuit,  Journal  de  phyt.  [3],  I.  VII,  p.  SI;  ISSS. 
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L'emploi  de  petites  plaques  parallèles  aux  extrémités  des 
électrodes  permet  d'obtenir  un  champ  plus  uniforme  et  d'en 
déterminer  l'intensité.  11  résulte  des  expériences  de  M.  Kerr 
que,  pour  l'unité  d'épaisseur  du  diélectrique,  la  différence 
de  phase  S  des  composantes  principales  de  la  vibration  est 
proportionnelle  au  carré  de  la  différence  de  potentiel  des 
électrodes  et  en  raison  inverse  du  carré  de  leur  distance, 
c'est-à-dire  finalement  proportionnelle  au  carré  F*  du  champ  ; 
on  peut  donc  écrire 

Î-AF». 

La  constante  k  est  caractéristique  du  corps  soumis  à  l'ex- 
périence; eîle  est  positive  ou  négative,  suivant  que  le  corps 
se  comporte  comme  le  verre  tendu  ou  comprimé  parallèle- 
ment aux  lignes  de  force. 

La  plupart  des  liquides,  tels  que  le  sulfure  de  carbone,  les 
hydrocarbures  et  les  acides  gras  sont  positifs.  Il  n'existe  pas 
d'ailleurs  de  relation  nette  entre  les  propriétés  chimiques  de 
ces  corps  et  leur  double  réfraction  électrique. 

Les  diélectriques  (81)  peuvent  être  considérés  comme  sou- 
mis, suivant  les  lignes  de  force,  à  une  tension  proportionnelle 
au  carré  du  champ.  Il  semble  donc  que  la  double  réfraction 
considérée  soit  en  rapport  avec  la  tension  électrostatique  du 
milieu,  mais  l'inversion  de  signe  qui  a  lieu  pour  le  verre,  en 
particulier,  ne  permet  pas  d'établir  une  analogie  étroite  entre 
les  deux  ordres  de  phénomènes. 

489.  Réflexion  de  la  lumière  snr  les  aimants.  —  Une  nou- 
velle relation  entre  le  magnétisme  et  la  lumière  a  été  décou- 
verte par  M.  Kerr  ('),  Lorsqu'un  rayon  de  lumière  polarisé 
dans  l'un  des  azimuts  principaux,  c'est-à-dire  dans  un  plan 
parallèle  ou  perpendiculaire  au  plan  d'incidence,  tombe  sur 
la  surface  polie  d'un  métal,  le  rayon  réfléchi  reste  polarisé 
dans  le  plan  primitif,  par  raison  de  symétrie,  et  peut  être 
éteint  par  un  analyseur.  L'expérience  étant  ainsi  réglée,  la 
lumière  reparaît  en  général  dans  l'analyseur  dès  que  )e  métal 
est  aimanté;  sauf  des  cas  particuliers,  la  lumière  réfléchie 
n'est  plus  alors  entièrement  polarisée. 

(1)  J,  Rmui,  PMI.  Mag.  [5],  t'  VIII,  p.  331  ;  1877  et  l.  IX,  p.  161;  187K. 
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L'effet  est  surtout  manifeste  avec  le  fer;  il  s'observe  éga- 
lement pour  le  nickel  et  le  cobalt. 

Ce  phénomène  a  provoqué  un  grand  nombre  de  travaux  ; 
il  suffira  d'en  signaler  ici  les  principaux  caractères. 

Supposons  d'abord  que  la  réflexion  ait  lieu  sur  le  pdle  de 
l'aimant,  c'est-à-dire  sur  une  surface  perpendiculaire  à  l'ai- 
mantation. 

Pour  l'incidence  normale,  la  lumière  réfléchie  reste  pola- 
risée, mais  le  plan  de  polarisation  a  tourné  d'un  certain  augle, 
qui  ne  dépasse  guère  un  demi-degré  pour  les  plus  grandes 
aimantations,  en  sens  contraire  des  courants  particulaires 
auxquels  équivaut  le  magnétisme  dans  les  idées  d'Ampère. 

Pour  une  incidence  oblique,  la  lumière  réfléchie  devienl 
un  peu  elliptique  el  l'on  obtient  un  minimum  d'intensité  par 
une  faible  rotation  de  l'analyseur  ou  du  polariseur,  à  partir 
des  azimuts  primitifs  qui  correspondaient  à  l'extinction. 

Afin  de  fixer  les  idées,  on  supposera  que  ces  rotations  sont 
évaluées  par  un  observateur  situé  sur  le  rayon  incident  ou  le 
rayon  réfléchi  et  qui  regarde  la  surface  réfléchissante.  Les 
rotations  seront  dites  positives  dans  le  sens  des  courants 
particulaires  et  négatives  en  sens  contraire. 

La  lumière  primitive  étant  polarisée  dans  le  plan  d'inci- 
dence, ou  le  premier  azimut,  le  minimum  d'intensité  s'obtient 
en  tournant  l'analyseur,  a  partir  de  l'azimut  d'extinction, 
d'un  angle  négatif  ~  ^t,  ou  le  polariseur  d'un  angle  également 
négatif  —ai  et  plus  grand  en  valeur  absolue. 

Des  rotations  de  même  sens  produisent  le  minimum  d'in- 
tensité quand  la  lumière  est  polarisée  dans  un  plan  perpen- 
diculaire, ou  dans  te  second  azimut,  avec  cette  différence  que 
la  rotation  —  3a  de  l'analyseur  est  moindre  que  la  rotation  —  ïj 
du  polariseur. 

Ces  rotations  ont  une  valeur  maximum  pour  l'incidence 
normale  et  diminuent  à  mesure  que  le  rayon  se  rapproche  de 
la  surface.  Sous  une  même  incidence,  elles  présentent  d'ail- 
leurs les  relations  très  simples  :  ?s  —  ^i  et  a^—^,. 

En  renversant  le  sens  de  l'aimanlalion,  les  effets  changent 
de  signe;  on  profite  de  cette  propriété  pour  déterminer  le 
double  des  rotations  a  et  3  par  une  inversion  des  courants 
d'aimantation. 
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Des  phénomènes  analogues  se  maniTestent  encore,  mais  à 
un  degré  moindre,  lorsque  la  surface  réfléchissante  est  équa- 
loriale,  c'est-à-dire  parallèle  à  l'aimantation. 

Dans  ce  cas,  l'effet  du  magnétisme  est  nul  quand  le  rayon 
est  normal  à  la  surface,  ou  le  plan  d'incidence  perpendiculaire 
à  la  direction  d'aimantation. 

Lorsque  le  pian  d'incidence  est  parallèle  à  l'aimantation, 
les  phénomènes  changent  quelquefois  de  signe  au  passage 
de  l'incidence  principale  I,  déAnie  par  une  différence  de  phase 
de  90'  entre  les  composantes  principales  de  la  réflexion  mé- 
tallique, et  qui  est  d'environ  yj"  pour  ie  fer. 

Dans  le  premier  azimut  de  polarisation,  le  minimum  s'ob- 
tient  encore  en  tournant  l'analyseur  d'un  angle  négatif  —  3i- 
La  rotation  du  minimum  produit  par  te  polariseur  est  posi- 
tive -ha,  quand  l'incidence  i  est  comprise  entre  o  et  I  et  de 
sens  contraire  pour  des  incidences  supérieures  à  I. 

Dans  le  second  azimut,  la  rotation  du  minimum  par  le 
polariseur  est  toujours  négative  —  a^  ;  la  rotation  de  l'analy- 
seur doit  être  positive  H-pj  pour  o<;i<;I  et  de  sens  opposé 
pour  les  incidences  supérieures  à  I. 

Ces  différentes  rotations  passent  toutes  par  un  maximum 
en  valeur  absolue  au  voisinage  de  (  —  60"  et  l'on  a  encore  les 
relations  «1=^,,  flj  — a,. 

ËniiQ,  toutes  choses  égales,  les  rotations  paraissent  aug- 
menter beaucoup  avec  la  longueur  d'onde  de  la  lumière,  de 
sorte  que  la  dispersion  de  ce  phénomène  particulier  présen- 
terait un  caractère  anormal. 

La  réflexion  métallique  étant  par  elle-même  un  phénomène 
complexe,  on  peut  essayer  de  dégager  des  expériences  l'effet 
qui  est  dû  au  magnétisme. 

Désignons  par  h,  et  A»  les  facteurs  de  réflexion,  relatifs  k 
l'incidence  1,  pour  les  vibrations  polarisées  dans  le  premier 
ou  le  second  azimut,  et  par  Ë  l'excès  de  perte  de  phase  de  la 
dernière  produite  par  la  réflexion  métallique. 

La  lumière  primitive  étant  polarisée  dans  le  premier  azimal, 
prenons  pour  unité  l'amplitude  de  sa  vibration  et  supposons 
qu'on  tourne  le  polariseur  d'un  angle  a  très  petit,  de  droite 
à  gauche  par  exemple,  pour  l'observateur  qui  regarde  le 
miroir.  Les  composantes  a:  et  j  de  la  vibration,  l'une  per- 

Électr.  et  Magn.  —  i.  49 


DigmzcdbyGoOglC 


770  ÉLECTROMAGNÉTISME. 

pendiculaire  et  l'autre  parallèle  au  plan  d'incidence,  sont 

x=:C0S3     ou     j:=i        et       j=TBiua=a, 

On  admettra  que  ces  deux  composantes  subissent  sensible- 
ment les  effets  de  la  réflexion  métallique  ordinaire,  leurs 
amplitudes  devenant 

x'  =  h,x  =  h,        et       j-'=  Aa  J  =  /ta  a> 

et  que  l'aimantation  y  ajoute  une  composante  d'amplitude  m 
polarisée  dans  le  second  azimut,  avec  une  perte  de  phase  ji 
par  rapport  h  x'. 

En  négligeant,  ce  qui  est  permis,  la  perte  de  phase  de  la 
composante  x',  les  composantes  principales  de  la  lumière 
réfléchie  comprennent 

Amplitude.  Perte  de  phase. 

i*""  azimut  A,  o 

a*  azimut  v 

I  f  (*■ 

Si  l'on  tourne  l'analyseur  d'un  très  petit  angle  0  dans  le 
même  sens,  &  partir  de  ta  position  d'extinction  primitive,  les 
vibrations  qui  le  traversent  deviennent 

AmplituUe.  r«rle  de  phase. 

-A,6m3  =  -/(,g  o 

/i3aCOs3  =  /'i^  3 

D'après  la  règle  générale  de  la  composition  des  vibrations, 
l'intensité  peut  être  représentée  par 

(6)     { —  A,  g  -H  /ta»  cos  S  +  m  cos  \j.y  -i-  {/i jB  sin  3  -|-  m  sin  [»,)'. 

Les  conditions  du  minimum  relatif  aux  angles  a  ou  3  sont 

A  a  «  —  A  (  3  cos  3  +  m  cos  (o  ~  (i)  =:  o , 
—  A)P  + A,  acos5  +  mco9|i  =  o. 

Si  l'angle  ^  est  nul  pour  la  première  et  l'angle  a  nul  pour 
la  seconde,  les  rotations  correspondantes  et,  et  p,  sont 
Aaa,  -|-/hcob{£  — |jl)=zo,        A,^,  =MCost*. 
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1  en  résulte 

tangti  — — 


A.g.sinS        ~  A,3,sinS 

Les  quantités  i*  et  m  sont  ainsi  déterminées  en  fonction  des 
données  de  l'expérience  et  par  les  propriétés  relatives  h  la 
réflexion  métallique. 

On  peut  encore  rendre  l'intensité  nulle  par  des  valeurs 
convenables  a'  et  ^'  des  angles  a  et  ^,  auquel  cas  le  rayon 
réfléchi  reste  polarisé.  Celte  condition  exige  que  l'on  ait,  en 
même  temps, 

Aj  a'  sin  3  +  ;«  sin  [;,  ^  o  ; 
par  suite 

A.&' 


COt  (A  =:  COt  S  - 


AjJl 


Si  la  lumière  est  polarisée  d'abord  dans  le  second  az'tmal, 
on  ajoutera  de  même  à  la  vibration  réfléchie  une  composante 
d'ampHlude  m'  et  de  perte  de  phase  [*',  polarisée  dans  le  pre- 
mier azimut.  Les  angles  a  et  3  conservant  la  même  significa- 
tion par  rapport  aux  azimuts  de  polarisation  et  d'extinction 
relatiTs  à  la  réflexion  purement  métallique,  l'intensité  de  la  lu- 
mière dans  l'analyseur  sera  donnée  par  l'expression  (6),  sauf 
la  permutation  des  angles  a  et  ^  : 

( —  /i,a~f-Aa&coa3-)-/n'co9[ji')*  +  (Aï2siiiS-hm'sintJi')'. 

Appelant  «s  et  3a  les  angles  relatifs  au  minimum  obtenu 
par  le  polarisateur  et  l'analyseur,  a'  et  3'  les  rotations  qui 
correspondent  à  l'intensité  nulle,  on  a  encore 


/i,a,  MHS 
A,  a'      . 


tnng;*' 

=  — cot3 

COt  pi 

'  =  col  3  — 

m'  = 

A,  aa  _ 
coS[a' 

/la  3' sin  3 
/ia^'sinS 
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Pour  la  réflexion  équatoriale,  l'expérience  montre  que  l'on  a, 
sous  toute  incidence,  m'=m  et  i*'=  h-  D'ailleurs,  l'amplitude 
m  reste  très  petite,  au  plus  de  l'ordre  de  lo"',  ce  qui  justifie 
les  simpliiications  apportées  dans  le  calcul. 

En  prenant  l'amplitude  m  négative,  la  perte  de  phase  i*  est 
de  29° 26' pour  une  incidence  de  86°;  elle  diminue  jusqu'à 
zéro  pour  une  incidence  comprise  entre  60°  et  Sa",  l'ampli- 
tude —  m  prenant  alors  une  valeur  maximum.  A  mesure  qu'on 
se  rapproche  de  la  normale,  l'amphtude  m  se  rapproche  de 
zéro,  et  \t  semble  conserver  une  valeur  positive,  mais  les 
expériences  paraissent  alors  beaucoup  plus  douteuses. 

Pour  une  aimantation  de  t  400  unités  C.  G.  S.  par  unité 
de  volume,  la  valeur  de  m  est  o,a8.in-)  sous  l'incidence  de 
86' et  son  maximum  0,8.10-*. 

Il  ne  semble  pas  que  le  phénomène  de  Kerr  ait  encore  été 
rattaché  d'une  manière  satisfaisante  aux  relations  générales. 
L'idée  la  plus  simple,  au  moins  pour  la  réflexion  polaire, 
consiste  à  admettre  que  le  mouvement  lumineux  pénètre  dans 
ie  métal  à  une  certaine  profondeur,  où  les  vibrations  éprou- 
vent, dans  les  chemins  d'aller  et  de  retour,  une  rotation  élec- 
tromagnétique négative,  qu'elles  conservent  ensuite  dans  le 
premier  milieu.  Si  l'on  place,  en  effet,  sur  le  pdle  une  lame 
de  verre  argentée  à  sa  seconde  surface,  le  plan  de  polarisa- 
tion du  rayon  réfléchi,  après  avoir  traversé  deux  fois  la  lame, 
éprouve  une  rotation  positive. 

Placée  sur  la  surface  équatoriale  d'un  aimant,  une  lame 
de  verre  montre  également  des  propriétés  opposées  à  celles 
que  produit  l'aimantation. 

Pour  qu'une  même  explication  s'applique  aux  deux  cas,  il 
faudrait  que  le  pouvoir  rotatoire  magnétique  du  fer  fût 
négatif,  ce  qui  est  en  contradiction  avec  les  observations 
directes  de  Kundt  sur  les  lames  minces  de  ce  métal. 
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COMPLÉMENT 

PROPRIÉTÉS  DES  CRISTAUX 

RELATIONS   GÉNÉRALES 

490.  Milieux  continus.  —  Les  progrès  des  sciences  phy- 
siques et  chimiques  conduisent  à  considérer  les  corps  comme 
formés  par  un  ensemble  de  molécules,  dont  chacune  est  elle- 
même  un  édifice  particulier  renfermant  un  certain  nombre 
d'atomes,  de  même  espèce  ou  d'espèces  différentes,  groupés 
de  manière  à  constituer  l'édifice  moléculaire. 

La  nature  du  corps  est  définie  par  cet  édifice  ;  les  réactions 
chimiques  correspondent  à  une  modification  dans  le  nombre, 
l'espèce  ou  le  mode  de  groupement  des  atomes. 

Dans  les  liquides  et  les  gaz,  les  molécules  sont  relativement 
libres  et  leurs  actions  réciproques  sont  comparables  à  celles 
des  points  matériels. 

Dans  les  corps  solides,  les  molécules  sont  reliées  entre 
elles,  quelquefois  indifféremment  suivant  toutes  les  directions, 
comme  pour  les  verres  ou  les  métaux  solidifiés  brusquement 
après  fusion,  le  plus  souvent  avec  une  disposition  systéma- 
tique, soit  sous  l'influence  actuelle  ou  antérieure  d'actions 
mécaniques,  telles  que  la  tension,  la  compression  ou  la  tor- 
sion, soit  qu'elles  aient  pris  un  arrangement  cristallin  en 
relation  avec  leur  propre  structure. 

Un  milieu  quelconque,  môme  lorsqu'il  est  liquide  ou  ga- 
zeux, ne  possède  donc  pas  ce  qu'on  appelle  la  continuité  ma- 
thématique, en  ce  sens  que  les  propriétés  ne  varient  pas  tou- 
jours d'une  quantité  infiniment  petite  quand  on  passe  d'un 
point  à  un  autre  infiniment  voisin. 

Toutefois,  plusieurs  phénomènes  paraissent  indépendants 
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de  la  structure  des  molécules  et  peuvent  être  traités  comme 
BÎ  la  continuité  existait;  ea  d'autres  termes,  il  est  permis  de 
substituer  au  milieu  réel  un  milieu  continu,  sans  modifier 
aucun  des  faits  d'expérience. 

Le  milieu  est  homogène  lorsque  tous  les  éléments  de  volume 
possèdent  les  mêmes  propriétés  ;  il  est  isotrope  si  toutes  les 
directions  sont  physiquement  identiques,  an'tsolrope  dans  le 
cas  contraire. 

La  structure  d'un  milieu  doit  se  traduire  dans  les  phéno- 
mènes électriques  et  magnétiques  dont  il  est  le  siège,  aussi 
bien  que  dans  les  autres  effets  physiques,  tels  que  la  dilata- 
tion et  la  conductibilité  calorifiques,  la  propagation  de  la 
lumière,  etc.  Si  les  mêmes  lois  élémentaires  s'appliquent  à 
un  certain  nombre  de  phénomènes,  quelle  qu'en  soit  la  nature, 
elles  conduisent  &  plusieurs  conséquences  communes,  sans 
que  cette  uniformité  de  relations  implique  aucun  lien  néces- 
saire entre  les  causes  primitives  ('). 

491.  Ellipsoïde  primaire.  —Supposons  qu'en  un  point  O  d'un 
milieu  homogène,  un  phénomène  quelconque  défini  par  une 
grandeur  et  une  direction,  c'est-à-dire  par  un  vecteur  OM, 
corresponde  k  un  autre  vecteur  OM',  qui  en  est  la  cause  ou 
la  conséquence. 

Si  le  point  M'  décrit  une  sphère,  c'esUà-dire  si  l'on  envisage 
différentes  directions  du  vecteur  OM'  par  rapport  au  milieu, 
le  point  M  décrit  une  certaine  surface  qui  caractérise  les  pro- 
priétés du  milieu. 

t^renant  le  point  0  comme  origine  d'axes  rectangulaires,  les 
coordonnées  .r,  y;  z  du  point  M  sont  des  fonctions  des  coor- 
données:r',  y',  z'  du  point  M' et  réciproquement.  La  condition 
générale  est  que  le  vecteur  OM  s'annule  quand  le  vecteur  OM' 
devient  nul. 

Si  on  développe  les  valeurs  de  ^r'.^y',  s'enfonction  de  ;r,j  ,r, 
on  peut,  dans  la  majorité  des  cas,  se  borner  aux  termes  du 
premier  ordre,  ce  qui  donne  des  équations  de  la  forme 

i   ,r'  =  AJ:^-BJ-i-C3. 

{  z'T=k'x-\-^'y  +  C'z. 
(<)  E.  Mallaud,  TrùU  de  miaéntogie,  t.  Il,  ch.  I  ;  Paris,  1S8J. 
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On  en  déduit,  en  appelant  r'  la  longueur  OM', 

(a)    /'~j:»SA=+j-=2B»+2'2C»-t-a(xjSAB+/;SBC+3:cSCA}. 

Cette  équation  représente  un  ellipsoïde  S,  puisque  les  coef- 
ficients des  carrés  des  coordonnées  sont  essentiellement  posi- 
tifs. Donc,  si  la  valeur  de  r'  est  constante,  c'est-à-dire  si  le 
point  M'  décrit  une  sphère,  le  point  M  décrit  un  ellipsoïde; 
on  l'appelle  Y  ellipsoïde  primaire  du  phénomène  considéré. 

Lorsque  les  axes  de  coordonnées  sont  parallèles  à  ceux  de 
l'ellipsoïde  primaire,  on  a 

£AB  =  o,      SBC^o      et      lXA  =  o. 

Considérons  deux  droites  rectangulaires  OM,'  et  OMÎ  en  dé- 
signant par  les  mêmes  indices  i  et  a  les  coordonnées  relatives 
b  leurs  directions.  Avec  les  nouveaux  axes,  la  condition 

se  réduit  à 

x^Xi^k?  -)-/,  /ïSB'  +  z,  rj2C'  =  o. 

Cette  équation  signifie  que  les  vecteurs  OM,  et  OMj,  corres- 
pondant à  ces  droites'  rectangulaires,  sont  tels  que  chacun 
d'eux  se  trouve  dans  le  plan  diamétral  conjugué  de  l'autre 
par  rapport  à  l'ellipsoïde  primaire. 

Si  la  droite  OMa  est  l'un  des  axes  de  l'ellipsoïde,  la  droite 
0M|  est  située  dans  la  section  principale  qui  lui  est  perpen- 
diculaire; quand  cette  droite  OM)  coïncidera  avec  un  autre 
a.\e,  la  direction  correspondante  OM,'  sera  encore  perpendi- 
culaire à  OMâ-  Donc  les  axes  de  l'ellipsoïde  primaire  ont  pour 
correspondantes  trois  droites  rectangulaires. 

492.  Condition  de  Bymétrie.  —  Pour  préciser  le  problème, 
nous  admettrons  que  les  deux  directions  opposées  d'une 
droite  quelconque  jouissent  des  mêmes  propriétés.  Dans  ce 
cas,  les  axes  de  l'ellipsoïde  primaire  doivent  coïncider  avec 
leurs  droites  correspondantes. 

En  effet,  si  la  coïncidence  n'a  pas  lieu,  il  existe  une  direc- 
tion ON,  autour  de  laquelle  on  peut  faire  tourner  t'ellipsoTde 
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dans  un  certain  sens  et  d'un  angle  déterminé,  de  manière  à 
mettre  ses  axes  en  coïncidence  avec  leurs  droites  correspoQ- 
dsDtes.  Par  rapporta  la  direction  opposée  ON',  la  rotation  de 
coïncidence  est  de  sens  contraire;  les  directions  ON  et  ON' 
ne  jouiraient  donc  pas  des  mêmes  propriétés. 

Lorsque  !e  milieu  satisfait  à  cette  condition,  que  Mallard 
appelle  égalité  symétrique,  les  sections  principales  de  Tellip- 
soïde  sont  des  plans  de  symétrie  du  milieu  par  rapport  à  la 
propriété  physique  considérée. 

Les  phénomènes  étant  alors  symétriques  par  rapport  à  trois 
plans  rectangulaires,  la  valeur  de  x  change  seule  de  signe 
quand  on  change  le  signe  de  x'  et  inversement,  et  il  en  est  de 
même  pour  les  autres  coordonnées  ;  il  résulte  alors  des  équa- 
tions (i)  que  les  coefficients  B,  C,  A',  C,  A'  et  B'  sont  nuls. 
En  désignant  par  a,  b  et  c  les  inverses  des  coefficients  A,  B' 
et  C,  ces  équations  se  réduisent  donc  à 

(3)  .r  =  (ijr',       j-=  by',       z  =  cz'. 

c'est-à-dire  que  le  phénomène  total,  dont  les  projections  rec- 
tangulaires sont  x,x  et  s,  est  la  superposition  des  effets  qui 
correspondraient  séparément  aux  trois  composantes  x',y,  z' 
du  vecteur  CM'  parallèles  aux  axes  principaux. 
,  493.  Surfaces  principale  et  inverse.  —  Si  l'on  fait  r'=  i, 
ç'estrà-dire  si  les  coordonnées  nouvelles  représentent  les 
rapports  de  leurs  valeurs  précédentes  &  r',  l'équation  (s)  de 
t'cUipsoIde  primaire  devient 

■  (S)  ^-J-T^  +  T-'- 
^   '  a'        b^       c» 

■  Soient  a,  p,  -f  les  cosinus  directeurs  d'un  rayon  vecteur 
OM  =  p  de  cette  surface  et  a',  3',  y'  ceux  de  la  droite  corres- 
pondante OM'.  Les  équations  (3)  et  (S)  donnent 

(4)  pa  =  fla',      pg  =  i&',      pï  =  cr'. 

Le  plan   passant  par  l'origine   et  perpendiculaire  à  OM 
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a  pour  équation  x'.T~\-?,'j-'i-y'z  =  o,  c'est-à-dire,  en  tenant 
compte  des  équations  (4), 

Si  l'on  considère  la  surface  Si  du  second  degré 

(S,)  '2+Ç+-l^,, 

^    '  abc 

on  voit  que  le  plan  (6)  est  parallèle  au  plan  tangent  à  cette 
surface  en  un  point  P,  situé  sur  le  rayon  vecteur  p,  à  la 
dislance  OP,  =  p,,  et  dont  les  coordonnées  sont 

W  î=ï  =  Y  =  f■=*^ 

On  a  alors,  en  substituant  les  coordonnées  du  point  ?« 
dans  les  équations  (S,)  et  (5), 


(9)  -ij  =  ^  =  aa'^-|-i3''-|-CY''. 

K  p, 

La  surface  S|  est  la  surface  principale  relative  au  phéno- 
mène considéré  ;  elle  a  les  mêmes  directions  d'axes  que  l'ellip- 
soïde primaire. 

Cette  surface  est  aussi  un  ellipsoïde  si  les  coefficients  a,  b 
et  c  sont  de  même  signe  ;  c'est  un  hyperboloïde,  ou  plutôt  l'en- 
semble de  deux  hyperboloïdes  conjugués,  l'un  réel  et  l'autre 
imaginaire,  quand  ils  sont  de  signes  différents.  Dans  ce  der- 
nier cas,  le  point  Pi  est  réel  ou  imaginaire,  suivant  que  la 
direction  du  rayon  vecteur  p  rencontre  la  surface  réelle  ou  la 
surface  imaginaire  de  ces  hyperboloïdes. 

L'angle  d  que  forment  les  directions  correspondantes  OM 
et  OM'  est,  en  tenant  compte  de  (4)  et  (8), 
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est  la  projection  du    vecteur  p  sur  la 
correspondante.  On  se  rappellera  d'ail- 


778 

Le  produit  pcos6  est  la  projection  du  vecteur 
direction  qui  lui  est  correspondante.  On  se  rappelli 
leurs  que  la  valeur  de  p  est  négative  quand  le  rayon  vec 


teurpi  est  imaginaire.  Il  en  résulte 


(■') 


p,  cosO  =  v'p  cusO- 


Le  coefficient  le  est  réel  lorsque  p,  est  réel,  ou  cosO  positif, 
et  imaginaire  dans  le  cas  contraire.  Ce  coefficient  a  une  signi- 
ficatioQ  géométrique.  Soit  p  la  perpendiculaire  OQ,  (fig,  1 17) 
abaissée  du  point  0  sur  le  plan  tangent  en  P|,  à  la  surface 


.ç-^,.-(c-,P,y) 


principale  S,;  cette  perpendiculaire  fait  le  même  angle  0  avec 
le  rayon  vecteur  OM,  puisqu'elle  est  parallèle  à  la  direction 
correspondante  du  rayon  vecteur  p,  et  l'on  a 


y  =P.' 


~k 


Prenons  dans  la  même  direction  une  longueur  OP'  =  p' telle 
que/)p'=  I,  ou  p'  =  k;  le  lieu  des  points  P'est  une  surface  S' 
polaire  réciproque  de  S|  par  rapport  au  point  0;  on  l'appelle 
surface  inverse.  On  sait  d'ailleurs  que  le  plan  tangent  en  P' 
à  cette  surface  est  aussi  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  pi 
et  que  ta  distance  OQ'=/f'à  ce  plan  satisfait  également  à  la 
condition />'p(  =:  i. 

Pour  trouver  l'équation  de  la  surface  inverse  S',  il  sufHt  de 
remarquer  que  les  coordonnées  x' y'  ='  du  point  P'  sont,  en 
tenant  compte  de  (4)  et  (7), 
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Substituant  ces  valeurs  de  x„  y„  z,  dans  l'équation  de  la 
surface  principale  S|,  il  en  résulte 

(S')  ajc'^  +  b/' +  cz'- ~  i. 

La  surface  inverse  S'  est  encore  un  ellipsoïde,  ou  l'ensemble 
de  deux  hyperboloïdes  conjugués,  dans  les  mêmes  conditions 
que  pour  la  surface  S,;  ses  axes  sont  les  inverses  des  axes 
de  la  surface  principale. 

En  remplaçant  k  par  p'  dans  l'équation  (lo),  et  les  rayons 
vecteurs  p'  ou  pi  par  les  inverses  de  p  ou  de  p',  la  valeur  du 
rayon  vecteur  p,  qui  traduit  le  phénomène,  peut  s'écrire 


(•^)  p^r'  =  vrTwi  =  /îP' 


p'ï  cosO      '"'''      />'' 


ce  rayon  vecteur  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  h  la  sut^ 
face  inverse  S'  au  point  P'  déterminé  par  la  direction  qui  lui 
est  correspondante. 


DILATATION,    CONDUCTIBILITÉS,    INDUCTION 

494.  Dilatations  thermiques.  —  Dans  un  milieu  homogène 
dont  tous  les  points  sont  à  la  même  température,  la  dilatation 
relative  à  une  variation  de  température  t'  —  t  =  t  est  délinio 
encore  par  trois  plans  principaux. 

Dans  le  cas  actuel,  les  projections  rectangulaires  de  la  dila- 
tation d'une  droite  sont  des  fonctions  hnéaires  des  projections 
de  la  droite  et  les  équations  {i)  sont  rigoureuses;  cette  pro- 
priété résulte  du  fait  expérimental  que  les  faces  planes  d'un 
cristal  restent  planes  à  toute  température. 

Désignons  par  a,b  eic  les  coefficients  moyens  de  dilatation 
parallèlement  aux  axes  principaux  pour  la  variation  de  tem- 
pérature t.  Les  directions  des  axes  étant  délinies,  l'extrémité 
d'une  droite  de  longueur  égale  à  l'unité,  dont  la  direction  pri- 
mitive est  («',  ^',  y'},  se  déplace  d'une  quantité  p  suivant  la 
direction  correspondante  {«,  &,  t),  et  l'on  a 

pa  =  aa'î,       p3  =  A^'t,        P7  =  cf'-. 


DigmzcdbyGoOglC 


En  faisant  t  =  i ,  on  retrouve  ainsi  les  équations  (4).  el,  par 
suite,  l'ellipsoïde  primaire  S,  la  surface  principale  S.  et  la 
surface  inverse  S'. 

La  projection  de  la  dilatatioa  correspondante  p  sur  la  direc- 
tion primitive  de  la  droite  considérée  est 

p  cosô  =  aa''  +  ft3'»  +  cy'°  =  >■• 

Comme  le  rayon  vecteur  p  est  toujours  très  petit,  celte  pro- 
jection représente  la  dilatation  mâme  parallèlement  à  la  droite, 
ou  son  coefficient  moyen  de  dilatation  X. 

En  réalité,  cette  droite  a  tourné  d'un  angle  S  tel  que 

paînO 


t-p  cosO 

Si  la  direction  primitive  est  également  inclinée  sur  les  axes 
principaux,  on  a  a'a  =  3''  =  Y''=::=  et,  par  suite. 


Le  coenîcient  de  dilatation  est  alors  la  moyenne  des  coef- 
ficients principaux. 

Lorsque  les  paramètres  ti,beic  ne  sont  pas  tous  de  même 
signe,  les  surfaces  S,  et  S'  sont  hyberboliques.  Le  coefîicieDl 
moyen  de  dilatation  X  peut  alors  être  positif,  nul  ou  négatif. 
Il  est  nul  pour  les  droites  parallèles  aux  génératrices  du  cône 
asymptote  des  hyperboloïdes 

ojr'  ■+■  i/*  +  cz^  =  o. 

L'ellipsoïde  primaire,  ainsi  que  les  surfaces  principale  et 
inverse  des  dilatations,  devraient  être  semblables  pour  toute 
variation  de  température,  si  les  coefficients  principaux  a,  b 
et  c  restaient  proportionnels,  condition  qui  ne  semble  jamais 
réalisée.  En  réalité  ces  surfaces  ont  des  formes  particulières 
à  chaque  intervalle  ï'  —  (  de  température. 

Si  l'on  considère  une  suite  de  variations  très  petites,  les 
grandeurs  des  axes  de  ces  surfaces  et  leurs  directions  se  mo- 
difleot  d'une  manière  continue  suivant  des  lois  différentes. 
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Les  axes  principaux  conservent  des  directions  constantes 
lorsque  le  milieu  est  symétrique  par  rapport  à  trois  plans 
ou  trois  axes  rectangulaires. 

Quand  il  n'existe  qu'un  plan  de  symétrie,  l'un  des  axes  lui 
est  perpendiculaire  et  les  deux  autres  sont  dans  ce  plan. 

Enfin  les  trois  axes  n'ont  plus  aucune  direction  que  l'on 
puisse  définir  à  priori  si  le  milieu  ne  possède  ni  plan  ni  axe 
de  symétrie  cristalline. 

495.  GondQcUbilités  thermique  et  électrique.  —  Dans  les 
corps  anisotropes  et  homogènes,  le  flux  de  chaleur  au  travers 
d'un  élément  de  surface  isotherme  n'est  plus  normal,  mais  il 
existe  trois  directions  rectangulaires  pour  lesquelles  cette  con- 
dition est  satisfaite. 

Toutes  choses  égales,  le  flux  de  chaleur  par  unité  de  temps 
sur  un  élément  de  surface  dS  est  proportionnel  à  la  dérivée 
partielle  de  la  température  par  rapport  à  la  normale.  Si  cet 
élément  appartient  à  une  surface  de  niveau,  le  flux  est  repré- 
senté par  l'expression 

df  =  -mdS^^mfdS, 

dans  laquelle  le  coefficient  m  représente  la  conductivité  rela- 
tive à  cette  direction. 

Soient  p  le  flux  réel  par  unité  de  section  droite  ;  a,  P,  ï  ses 
cosinus  directeurs  rapportés  aux  axes  principaux  ;  a',  Ç,',  y'  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  n  à  l'élément  dS  ;  6  l'angle 
que  font  entre  elles  ces  deux  directions.  Le  flux  de  chaleur 
qui  traverse  cet  élément  est 

mfdS  =  prfS  cos8  =  p  (aa'  +  gg'  +  yt') ^^S. 

Si  l'on  désigne  par  a,  b  ei  c  les  conductivités  principales, 
la  composante  du  flux  considéré  parallèle  à  l'axe  des  x  est 

paix'dS=  —aa'dSj-  —  ax''fdS, 

ce  qui  donne,  en  appliquant  la  même  règle  aux  autres  coor- 
données. 
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Les  vecteurs  p  et  /"sont  ainsi  correspoodants.  En  faisant 
f=  I,  on  a  encore  les  mêmes  équations  pour  l'ellipsoïde  pri- 
maire, ainsi  que  pour  les  surfaces  principale  et  inverse  de  con- 
ductibilité. Les  dernières  sont  aussi  des  ellipsoïdes,  puisque 
les  coefficients  a,  b  eic  sont  essentiellement  positifs. 

Il  en  résulte  également 

p  co86  =  na'*-i- J^''4-cy''  :=in. 

CeUe  expression  représente  la  conductivité  m  relative  h  une 
direction  quelconque  (a',  p',  y),  en  fonction  des  coaductivités 
principales  a,  1/  et  c. 

Il  est  clair  que  le  même  raisonnement  s'applique  à  ta  pro- 
pagation de  l'électricité  dans  les  conducteurs  anisotropes.  Il 
suffira  de  considérer  {  comme  un  potentiel  et  le  flux  de  cha- 
leur par  unité  de  temps  comme  un  courant  électrique  ;  la 
grandeur  /*  représente  alors  le  champ  électrique  F. 

Lorsque  le  régime  permanent  est  établi,  ces  flux  de  chaleur 
ou  d'électricité  sont  indépendants  du  temps. 

496.  Induction  électrique  ou  magnétique.  —  Un  simple 
changement  dans  le  langage  permet  encore  de  traduire,  par 
les  mêmes  lois,  les  phénomènes  d'induction  électrostatique 
ou  d'aimantation  induite. 

Soient  a,  i  et  c  les  pouvoirs  inducteurs  spécifiques  re- 
latifs aux  directions  principales  d'un  milieu  anisotrope  et  F 
le  champ  électrique;  le  flux  d'induction  au  travers  de  l'élé- 
ment dS  d'une  surface  de  niveau  est,  en  appelant  K  le  pouvoir 
inducteur  correspondant, 

d?  -  KFdS, 
et  l'on  a 

K  —  p  cosOr^aa'--!- A^'-t-cv'^. 

Si  l'on  donne  au  champ  une  série  de  directions  différentes, 
l'ellipsoïde  primaire,  les  surfaces  principale  et  inverse  d'in- 
duction ont  les  mêmes  expressions  que  précédemment,  et  les 
dernières  sont  aussi  des  ellipsoïdes. 

Pour  le  magnétisme,  si  l'aimantation  reste  proportionnelle 
à  la  force  magnétisante,  on  désignera  encore  par  a,  b,  c  les 
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perméabilités  principales;  la  perméabilité  jx  relative  à  la  di- 
rection a,',  p',  y'  est 

î*  ~  p  cos  0  =  ax'^  +  i?''  +  n'-- 

497.  Sphère  diélectrique  anisotrope.  —  Supposons  qu'une 
sphère  diélectrique  de  volume  v  soit  placée  dans  un  champ 
uniforme  F,  ou  une  sphère  infioiment  petite  dans  un  champ 
quelconque  au  point  où  sa  valeur  est  F.  Si  la  direction  du 
champ  est  (a,  p',  i),  la  sphère  se  polarise  suivant  une  direc- 
tion dîfTérente  (a,  P,  y),  faisant  l'angle  S  avec  la  première;  la 
polarisation  peut  être  représentée  par  pF  et  le  moment  élec- 
trique de  la  sphère  est  M  =  cpF. 
En  désig;nant  par  a,  &  et  r  les  valeurs  principales  (12*7) 
,  du  coefficient 

H-l    K -  I  _       3/- 
~4it'K  +  2  ~  3-|-4t:A' 
on  a  aussi 

Si  la  sphère  peut  tourner  autour  de  son  centre  de  gravité, 
te  couple  produit  par  faction  du  champ  est 

C  =  MF  gin e  -—  fF» (aa'^  -I-  i3'=  -I- cy'-)  langS. 

L'axe  de  ce  couple  est  perpendiculaire  au  plan  formé  par  les 
directions  du  champ  F  et  de  la  polarisation  pF. 

La  sphère  est  en  équilibre  quand  le  champ  est  parallèle  h 
l'un  des  axes  principaux,  et  l'équilibre  est  stable  quand  cet 
axe  est  celui  de  plus  grande  induction. 

Si  la  sphère  est  astreinte  à  tourner  autour  d'une  droite,  te 
couple  efficace  est  la  projection  de  l'axe  du  couple  C  sur  cette 
droite;  l'équilibre  a  lieu  quand  la  droite  est  située  dans  le  plan 
du  champ  et  de  la  polarisation. 

Les  composantes  M,,  M,  et  M,  du  moment  électrique,  respec- 
tivement parallèles  aux  axes  principaux,  sont  d'ailleurs,  en 
appelant  X,  Y  et  Z  les  composantes  du  champ, 

M,  ™caX^c<zît'r, 
Mi^i^iY^t-AgF, 
M»  =^  ccZ  =  fc^'F- 
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Le  moment  électrique  résultant  M  est 

Les  cosinus  directeurs  a,  p,  y  de  ce  moment  et  l'angle  6  de 
l'axe  électrique  avec  le  champ  sont  donnés  par  les  équations 
(4)  et(io)du  n°493. 

Les  couples  de  rotation  Ci,  C^,  Cj  relatifs  aux  trois  axes 
principaux  sont 

C,  :-.  MiZ  -  MaY-  cF=  (A  -  c)  3'r', 
C,  -..:  MjX  —  M.Z  =  cF»  (c  —  fl)  y'»', 
C,  =  M.Y  -  MaX  =  fF« (a  ~  b)  a'g'; 

et  le  couple  résultant 

es  ^.»F'[(6-r)=g''Y'"  +  (<^- «)'/■«''  +  («- *)«■»&'*]. 

Ces  résultats  sont  comparables  à  ceux  qui  ont  été  établis 
précédemment  (134)  pour  l'action  d'un  champ  uniforme  sur  un 
ellipsoïde  diélectrique. 

Si  la  sphère  peut  tourner  autour  de  l'axe  des  z,  par  exemple, 
et  qu'elle  soit  déviée  d'un  angle  3,  on  a 

a'."  cosS,       ^'^isioS, 


Pour  une  déviation  initiale  assez  petite,  si  l'on  abandonne 
la  sphère  à  l'action  du  champ,  elle  exécute  des  oscillations 
isochrones.  En  appelant  r  le  rayon  de  la  sphère  et  d  sa  densité, 

son  moment  d'inertie  est  K  =  frf^;'. 

Le  nombre  N  des  oscillations  simples  par  seconde  est  alors 

N'  =  ^>'-(«-S). 

Il  en  résulte  une  méthode  pour  déterminer  la  différence  des 
pouvoirs  inducteurs  principaux. 
L'énei^ie  totale  de  la  sphère  dans  le  champ  est  la  somme 
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des  énergies  qui  correspondent  aux  moments  électriques  dus 
aux  composantes  Fa',  F^',  F-/  du  champ  parallèles  aux  axes 
principaux  ;  on  a  donc  {129) 

(,)  W^--(aa''  +  AP'*-+-c-r'")F». 

Si  la  sphère  est  mobile  autour  de  son  centre  de  gravité, 
l'équilibre  stable  correspond  au  cas  où  l'énergie  est  minimum. 
Comme  il  est  déjà  nécessaire,  pour  l'équilibre,  que  deux  des 
cosinus  et,  '(.',  '■'  soient  nuls,  ce  minimum  aura  lieu  quand  la 
parenthèse  se  réduira  au  terme  qui  correspond  au  plus  grand 
des  coefficients  a,  b  et  c.  Alors  l'axe  de  plus  grand  pouvoir 
inducteur  est  parallèle  au  champ. 

Si  la  sphère  occupe  successivement  deux  positions  Pi  et 
Pi,  pour  lesquelles  on  distinguera  par  les  indices  i  et  2  les 
valeurs  correspondantes  du  champ  et  de  sa  direction,  la 
variation  d'énergie  est 

W,~Ws  =  ^[(fla;»-higi*  +  CY;»}Fî-(aa;'  +  Ap;»-H<.7;ï)F;]. 

Lorsque  la  sphère  se  déplace  de  manière  que  le  champ 
conserve  la  même  direction  par  rapport  aux  axes  principaux, 
cette  expression  devient 

W.  -  Wa  =  ^  (<»«'»  -H  03'="  +  cy'»)  (FÎ  -  Fî). 

Dans  tous  les  cas,  la  sphère  tend  à  marcher  vers  les  points 
où  le  champ  est  maximum.  L'action  qu'elle  subit  est  d'autant 
plus  marquée  que  le  second  facteur  est  plus  grand  ;  elle  sera 
maximum  quand  l'axe  principal  de  plus  grand  pouvoir  induc- 
teur spécifique  sera  parallèle  au  champ,  minimum  quand  cet 
axe  lui  sera  perpendiculaire. 

498.  Corps  magnétiques.  —  Les  expériences  de  Plûcker(') 
et  de  Faraday  {'}  sur  les  corps  cristallisés  ont  montré  que 
l'action  du  champ  magnétique  peut  s'exercer  d'une  manière 
inégale  dans  les  dllTérentes  directions.  Poisson  avait  prévu 

;")  PlCckbr,  ^Fin.  de  GA.  eldePhyi.  [3]  t.  XXIX,;p,lî9;  1850. 
[ï)  FAHAïuiT,  Phil.  Tntu.  L.  R.  S.  ;  18«,  p- 1. 

Uleclr.  et  M»ga.  —  i.  5o 
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l'existence  de  pareils  corps,  que  Faraday  appelle  magnécris- 
iallins.  Pour  les  concevoir  dans  la  théorie  de  Poisson,  il  suffit 
de  substituer  aux  sphères  conductrices,  disséminées  dans  le 
milieu  non  conducteur,  des  ellipsoïdes  égaux  orientés  suivant 
la  même  direction.  Si  le  corps  ainsi  constitué  «  était  une 
«  sphère  homogène  et  qu'on  le  Ht  tourner  sans  déplacer  son 
«  centre  de  gravité  et  sans  rien  changer  aux  forces  extérieures 
<  ni  à  la  fonction  V,  les  actions  magnétiques  de  ce  corps 
c  changeraient  néanmoins  en  grandeur  et  en  direction.  Ce 
«  cas  particulier  ne  s*étant  pas  encore  présenté  dans  l'ohser- 
«  vation,  nous  l'exclurons  de  nos  recherches  quant  à  pré- 
«  sent...  (Mém.  de  l'Institut  pour  1821-1823,  t.  V,  p.  278)  .. 

Les  propriétés  établies  pour  les  diélectriques  s'appUquent 
exactement  dans  le  cas  actuel,  au  moins  toutes  les  fois  que 
l'on  peut  admettre  la  proportionnalité  de  l'aimantation  à  la 
force  magnétisante. 

En  outre,  l'aimantation  étant  toujours  très  faible,  les  valeurs 
de  a,  b  et  c  se  réduisent  alors  aux  coefficients  principaux  et 
il  n'est  plus  nécessaire  d'imposer  la  forme  sphérique  aux 
corps  étudiés. 

Quelle  que  soit  la  forme  du  corps,  pourvu  que  ses  dimen- 
sions restent  très  petites  par  rapport  à  l'espace  dans  lequel 
se  manifestent  les  variations  du  champ,  son  énergie  est  repré- 
sentée par  l'équation  (i). 

Si  ce  corps  est  mobile  autour  de  son  centre  de  gravité, 
l'équilibre  stable  a  lieu  quand  l'axe  de  plus  grande  aimanta- 
tion est  parallèle  au  champ.  S'il  peut  se  déplacer,  il  marche 
vers  les  points  où  le  champ  est  maximum. 

Pour  les  corps  de  plus  grandes  dimensions,  les  mômes  rè- 
gles s'appliquent  à  chacun  des  éléments  de  volume. 

Il  peut  arriver  alors  que  les  deux  causes  agissent  en  sens 
contraires  etque,  dans  un  champ  non  uniforme,  par  exemple, 
la  plus  grande  longueur  du  corps  se  place  dans  une  direction 
perpendiculaire  à  celle  du  champ,  de  manière  à  donner  les 
apparences  du  diamagnétisme.  C'est  ainsi  que  s'expliquent 
beaucoup  d'expériences  qui  avaient  paru  contradictoires. 

Les  conclusions  sont  directement  opposées  quand  il  s'agit 
de  corps  diamagnétiques,  auquel  cas  les  coefûcients  a,  A  et  c 
sont  négatifs.  L'équilibre  stable  dans  un  champ  uniforme  a 
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lieu  quand  l'axe  de  moindre  diamagnétisme  est  parallèle  à  la 
direction  du  champ.  Dans  uo  champ  non  uniforme,  le  corps 
tend  à  se  déplacer  dans  le  sens  ofi  l'intensité  décroît,  et 
l'action  est  maximum  quand  l'axe  de  plus  iiiible  diamagné- 
tisme est  parallèle  au  champ. 

Ces  deux  causes  peuvent  encore  agir  en  sens  contraires  et 
donner  des  résultats  dilTérents,  en  apparence  contradictoires, 
suivant  que  l'une  ou  l'autre  sera  prédominante,  lorsque  la 
rotation  n'est  plus  libre  autour  du  centre  de  gravité  ou  que 
le  corps  a  des  dimensions  notables. 

Le  phénomène  serait  encore  plus  complexe  pour  les  corps 
dont  les  coefficients  principaux  d'aimantation  ne  seraient  pas 
tous  trois  de  même  signe. 

De  pareils  corps  paraîtront  magnétiques  dans  certaines 
conditions  et  diamagnétiques  dans  d'autres.  On  n'en  con- 
naît aucun  exemple;  mais  le  cas  peut  être  réalisé  artiQciel- 
lement  en  plaçant,  dans  un  champ,  une  sphère  magnétique 
anisotrope  entourée  d'un  fluide  également  magnétique  et  dont 
le  coefficient  d'aimantation  serait  intermédiaire  entre  les 
coefficients  de  plus  grande  et  de  plus  petite  aimantation  du 
corps  anisotrope.  La  sphère  paraîtra  magnétique  suivant  l'axe 
de  plus  grande  aimantation,  diamagnétique  suivant  l'axe  de 
plus  faible  aimantation;  elle  se  dirigera  vers  les  points  de 
champ  maximum  si  le  premier  de  ces  axes  est  maintenu  dans 
une  direction  parallèle  au  champ,  dans  le  sens  inverse  pour 
le  second.  Ces  actions  sont  d'ailleurs  très  faibles  et  il  y  aurait 
sans  doute  de  grandes  difficultés  à  les  mettre  en  évidence. 

L'élévation  de  température  (289)  agit  aussi  sur  les  corps 
cristallisés  magnétiques  ou  diamagnétiques  :  non  seulement 
les  coefficients  d'aimantation  diminuent,  mais  leurs  différences 
s'affaiblissent  et  les  propriétés  magnéto-cristallines  tendent  à 
disparaître.  Entre  les  températures  de  30°  à  i4o°,  la  différence 
des  coefficients  diminue  de  moitié  pour  le  bismuth  et  des  deux 
tiers  pour  le  carbonate  de  fer. 

Il  résulte  encore  du  principe  de  Carnot  (290)  que,  dans  un 
champ  magnétique  invariable,  un  cristal  doit  se  refroidir 
quand  son  axe  de  plus  grande  aimantation,  ou  de  plus  petit 
diamagnétisme,  passe  d'une  direction  parallèle  à  une  direction 
perpendiculaire  à  celle  du  champ. 
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499.  Réseaux  cristallins.  —  L'homogénéité  des  corps  cris- 
tallisés se  (iéflnira  encore  par  ta  condition  que  deux  éléments 
de  volume,  pris  en  des  points  quelconques,  jouissent  des 
mêmes  propriétés,  mais  il  n'est  plus  permis  de  pousser  la 
division  au  delà  d'une  certaine  limite. 

Le  milieu  étant  supposé  indéfiDÎ,  il  existe  autour  d'un 
point  0  d'autres  points  homologues,  c'estrà-dire  tels  que  les 
propriétés  du  milieu  soient  les  mêmes  quand  on  les  rapporte 
à  des  axes  de  coordonnées,  de  directions  déterminées,  ayant 
pour  origine  l'un  ou  l'autre  de  ces  points. 

Considérons  l'un  d'eux  A,  le  plus  rapproché  du  point  0, 
suivant  une  direction  Oj:,  et  à  la  distance  OA=a;  il  s'en 

trouvera  d'autres  A',  A° à  la  même  dislance  commune  et 

l'ensemble  de  ces  points  ou  nœuds  forme  une  rangée  de 
paramètre  a. 

Un  autre  nœud  B,  le  plus  voisin  du  premier  dans  une  direc- 
tion différente  Oj-,  déterminera,  de  la  même  manière,  une 
rangée  B,B',B'...  de  paramètre  l>.  Une  droite  menée  par  l'un 
des  points  B  parallèlement  à  0:c  rencontre  aussi  une  rangée 
de  paramètre  a  et  une  parallèle  à  Or  par  l'un  des  points  A 
une  rangée  de  paramètre  b. 

Le  plan  des  J^y  est  un  plan  réliculaire  dans  lequel  les  deux 
systèmes  de  rangées  forment  un  réseau  dont  la  maille 
élémentaire  est  un  parallélogramme  de  côtés  a  et  b. 

Un  nœud  C,  situé  en  dehors  de  ce  plan  et  le  plus  rap- 
proché du  point  0  sur  la  direction  correspondante  0=,  déter- 
mine également  une  rangée  nouvelle  C,C',C',....  de  para- 
mètre c.  Enfin  un  plan  parallèle  à  j^y  mené  par  l'un  des 
points  C  est  un  plan  réticulaire  homologue  du  premier;  on 
aura,  de  même,  une  série  de  plans  réticulaires  homologues 
entre  eux  en  menant  par  l'un  des  points  A  et  B  des  plans 
parallèles  jz  ou  zx. 

L'intersection  de  deux  plans  réticulaires  voisins  de  chaque 
espèce  définit  la  molécule  intégrante  d'Hauy  ou  le  parallèli- 
pipède  élémentaire  de  Bravais. 

La  détermination  des  paramètres  d'un  système  réticulaire 
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et  de  leurs  directions  respectives  renferme  une  part  d'arbi- 
traire, puisqu'on  n'a  pas  suivi  de  règle  dans  le  choix  des 
axes,  mais  tous  les  modes  de  groupement  qui  comprennent 
l'ensemble  des  nœuds  doivent  nécessairement  satisfaire  aux 
conditions  de  symétrie  de  la  structure  générale. 

Les  différents  systèmes  cristallins  sont  définis  par  le  degré 
de  symétrie  des  systèmes  rétîculaires  correspondants. 

Quant  à  la  symétrie  propre  du  milieu,  elle  dépend  aussi 
de  la  répartition  de  la  matière  ou  des  propriétés  physiques 
autour  de  chaque  nœud  dans  les  éléments  du  réseau,  c'est-à- 
dire  dans  l'intérieur  de  chaque  molécule. 

Deux  causes  interviennent  ainsi  pour  déterminer  la  consti- 
tution d'un  cristal  :  la  structure  du  réseau,  c'est-à  dire  le 
mode  de  groupement  des  molécules  entre  elles,  et  la  structure 
particulière  à  chaque,  molécule. 

Les  éléments  de  symétrie  de  la  molécule  doivent  se  re- 
trouver dans  les  réseaux.  Si  ces  éléments  sont  les  mêmes  de 
part  et  d'autre,  il  se  traduisent  dans  la  disposition  relative 
des  faces  de  l'édifice  cristallin,  les  dimensions  mêmes  de  ces 
faces  étant  ducs  à  des  causes  accessoires  qu'il  n'y  a  pas  lieu 
de  faire  intervenir  ici. 

Les  formes  dominantes  du  cristal  sont  réglées  par  la  struc- 
ture des  réseaux;  lorsque  le  degré  de  symétrie  de  la  molé- 
cule n'est  pas  le  même  que  celui  des  réseaux,  il  peut  arriver, 
mais  non  d'une  manière  nécessaire,  que  cette  circonstance 
se  traduise  sur  le  polyèdre  cristallin. 

Un  cristal  est  dit  komoédriqae  lorsqu'il  conserve  en  totalité 
les  éléments  de  symétrie  du  système  auquel  il  appartient, 
hémiédrique  si  la  moitié  d'une  espèce  d'éléments  a  disparu  et, 
en  général,  mériédriqae  quand  une  partie  de  ces  éléments  fait 
défaut,  sans  que  la  symétrie  finale  cesse  d'être  plus  riche  que 
celle  des  systèmes  dont  le  degré  de  symétrie  est  inférieur  à 
celui  du  système  considéré. 

On  sait  combien  les  idées  de  Bravais  ont  apporté  de  pro- 
grès dans  l'étude  de  la  cristallographie  ;  toutefois  elles  pa- 
raissent aujourd'hui  insuffisantes  pour  rendre  compte  de  tous 
les  phénomènes  physiques  observés. 

La  théorie  de  Bravais  montre  seulement  que  les  centres  de 
gravité  des  molécules  homologues  ayant  même  orientation 
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sont  situés  aux  sommets  des  mailles  d'un  réseau  parallélipi- 
pédîgue.  Mais  il  peut  exister,  dans  l'intérieur  des  mailles, 
d'autres  molécules  homologues,  orientées  différemment,  qui 
jouent  le  même  rdle  par  rapport  à  des  axes  de  même  sens 
ou  de  sens  contraires. 

Les  axes  de  coordonnées  présentent,  en  eflet,  deux  carac- 
tères distincts,  droit  ou  gauche,  suivant  que  la  permutation 
des  lettres,  dans  l'ordre  x,y,z,x,...  se  fait  en  portant  Taxe 
des  x  sur  l'axe  des  7  vers  la  droite  ou  vers  la  gauche  d'un 
observateur  situé  sur  l'axe  des  s.  Les  axes  changent  de  sens 
quand  on  change  le  signe  de  l'une  des  coordonnées,  ou  des 
trois  en  même  temps,  ou  plus  généralement  quand  on  en 
prend  le  symétrique  par  rapport  à  un  plan. 

Les  axes  de  coordonnées  correspondant  à  diverses  espèces 
de  molécules  homologues  peuvent  aussi  être  dirigés  d'une 
façon  toute  différente.  Pour  le  quartz,  par  exemple,  on  a  été 
.  amené  à  supposer  qu'il  existe  trois  séries  de  molécules  ho- 
mologues, disposées  de  manière  que  l'on  passerait  de  l'une  à 
l'autre  par  des  mouvements  hélicoïdaux. 

500.  Eléments  de  symétrie.  —  On  doit  remarquer  aussi  que 
les  corps  soumis  aux  observations  ont  nécessairement  des 
dimensions  Qnies  et  que  certains  phénomènes  sont  liés  à  cette 
limitation  des  milieux. 

Pour  comprendre  l'ensemble  des  problèmes  de  physique 
moléculaire,  il  est  utile  d'envisager  la  symétrie  d'une  ma- 
nière plus  générale.  Nous  adopterons  le  mode  de  classifica- 
tion proposé  par  M.  Curie  ('). 

Un  système  physique,  de  dimensions  limitées,  possède  un 
certain  degré  de  symétrie  lorsque  ses  propriétés  sont  repré- 
sentées par  les  mêmes  fonctions  par  rapport  à  deux  ou  plu- 
sieurs jeux  d'axes  de  coordonnées  rectangulaires,  de  même 
sens  ou  de  sens  contraires,  que  l'on  appellera  équivalents. 

Les  propriétés  d'une  droite  peuvent  être  différentes  suivant 
les  directions  opposées;  une  droite  sera  donc  définie,  comme 
un  vecteur  géométrique,  par  sa  grandeur  et  sa  direction. 

De  môme,  un  plan  peut  séparer  des  régions  de  propriétés 
différentes,  comme  si  ses  deux  faces  ne  possédaient  pas  les 
mêmes  qualités. 

i>]  p.  Curie,  Joarn.  de  Phyt.  (3),  t.  III,  p.  3»3;  1B9J. 
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Les  éléments  d'un  système  (points,  droites,  plans,....)  sont 
dits  homologues  quand  ils  jouissent  des  mfimes  propriétés  par 
rapport  à  des  axes  de  coordonnées  équivalents. 

501.  Opérations  de  recouvrement.  —  L'existence  d'une 
symétrie  quelconque  implique  la  condition  que  le  système 
peut  être  superposé  à  lui-mènae  par  une  opération,  dite  de 
recouvrement,  laquelle  revient  à  superposer  les  axes  de  coor- 
données équivalents. 

Remarquons  d'abord  que,  dans  un  système  limité,  tes  ori- 
gines des  axes  de  coordonnées  équivalents  sont  nécessaire- 
ment situées  sur  une  même  surface  spbérique.  On  peut  les 
transporter  au  centre  de  la  sphère,  qu'on  appellera  le  centre 
de  figure  du  système.  Le  problème  revient  donc  à  détei^ 
miner  tous  les  types  de  symétrie  autour  d'un  point. 

Lorsque  les  jeux  d'axes  de  coordonnées  équivalents  sont 
de  même  sens,  on  peut  superposer  le  second  au  premier  par 
simple  rotation  autour  d'uoe  droite  ;  le  recouvrement  est 
alors  direct  ou  de  premier  genre. 

S'ils  sont  de  sens  contraires,  une  rotation  permet  encore 
lie  superposer  au  premier  l'image  du  second  par  rapport  à 
un  plan  passant  par  l'origine.  L'opération  de  recouvrement 
est  alors  inverse  ou  de  second  genre  ;  c'est  une  transformation 
symétrique. 

Dans  un  recouvrement  de  second  genre,  le  plan  de  symétrie 
qui  sert  à  produire  l'image  peut  toujours  être  choisi  de  ma- 
nière que  la  rotation  finale,  destinée  à  produire  la  -super- 
position, ait  lieu  autour  d'une  normale  au  plan. 

Supposons,  en  effet,  qu'il  existe  deux  jeux  d'axes  équiva- 
lents, un  droit  xyz  et  un  gauche  x'y'z'.  Chacun  d'eux  est  en- 
tièrement déterminé  quand  on  connaît  la  direction  de  deux 
axes  ou  celle  de  deux  droites  quelconques,  par  exemple  l'axe 
des  j:  et  la  médiane  du  trièdre  trirectangle  des  axes. 

Soient,  sur  une  sphère  ayant  pour  centre  l'origine  com- 
mune, Aet  A'(fig,  ii8)lestracesdesaxesdesxetdes  j-',  M  et  M' 
celles  des  médianes  correspondantes,  A,  et  M,  les  symétriques 
de  A'  et  M'  par  rapport  à  un  certain  plan  P.  Pour  que  les  nou- 
veaux axes  soient  superposahles  aux  premiers  par  rotation 
autour  de  la  normale  au  plan  P,  il  faut  que  les  arcs  de  grands 
cercles  A.B'  et  M,N'  soient  respectivement  égaux  aux  arcs 
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AB  et  MN  perpendiculaires  au  même  plan.  Comme  on  a 
A(B'=A'B'  et  M(N'  =  M'N',  par  raison  de  symétrie,  les 
triangles  sphériques  rectangles  ABa  et  A'B'a  sont  égaux, 
ainsi  que  les  triangles  MNmetM'N'm,  ce  qui  donne  Ao  =  oA' 
ctMm  =  M'm.  Le  plan  cherché  P  passe  donc  par  les  bissec- 
trices des  angles  plans  AA'  et  MM'. 

On  peut  d'ailleurs  choisir  pour  les  directions  A  et  A'. 
M  et  M',  deux  paires  quelconques  de  droites  homologues;  il 
en  résulte  que  toutes  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les 
droites  homologues,  rapportées  aux  deux  espèces  d'axes,  se 
trouvent  dans  un  même  plan. 


502.  Différents  types  de  symétrie-  —  Les  caractères  de 
symétrie  d'un  système  présentent  quelque  analogie  avec  les 
dimensions  des  grandeurs  physiques  (413)  et  donnent  lieu  à 
des  applications  de  même  ordre. 

Dans  les  recouvrements  de  premier  genre,  la  droite  L  au- 
tour de  laquelle  on  effectue  la  rotation  du  système  s'appelle 
souvent  un  axe  de  symétrie,  mais  cette  expression  n'a  plus 
ici  sa  signification  géométrique;  le  nom  d'axe  de  répétition, 
proposé  par  M.  Curie,  paraît  mieux  approprié. 

L'axe  de  répétition  est  d'ordre  q,  pair  ou  impair,  lorsque  la 

moindre  rotation  qui  produit  le  recouvrement  est  — ■  L'opé- 
ration pouvant  alors  être  répétée,  puisque  le  système  est  de 
nouveau  identique  à  son  état  primitif,  la  rotation  peut  être 
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UD  multiple  du  premier  angle,  par  o,  i,  2,.,,  ^— i.  L'axe  est 
binaire,  ternaire,  quaternaire,...  suivant  que  la  valeur  de 
q  est  2,  3,  4f--;  c'est  un  axe  d'isofropie  lorsque  la  rotation 
peut  être  quelconque,  ou  y=  00. 

Si  les  deux  directions  opposées  de  l'axe  soat  d'espèces 
différentes,  par  exemple  l'axe  d'une  pyramide  droite  à  base 
régulière,  on  le  désignera  par  le  symbole  L^Xç. 

Lorsque  ces  directions  sont  de  même  espèce,  l'axe  est 
doublé  et  se  représentera  par  rîL,;  il  existe  alors  un  axe  de 
répétition  d'ordre  pair,  normal  à  l'axe  doublé,  qui  permet  de 
renverser  cet  axe  sur  lui-même  par  une  rotation  de  180°  et  fai- 
sant partie  des  opérations  de  recouvrement.  Tel  serait  le  cas 
d'un  parallèlipipède  rectangle. 


Dans  les  recouvrements  de  second  genre,  si  la  rotation  est 
nulle,  le  système  possède  un  plan  de  symétrie  P. 

Si  !a  rotation  est  de  180°,  il  existe  un  centre  de  symétrie  C. 

Si  la  normale  au  plan  qui  a  servi  pour  produire  l'image  du 
système  est  un  axe  de  répétition  d'ordre  q,  il  existe  q  transfor- 
mations symétriques. 

Deux  circonstances  peuvent  alors  se  présenter,  suivant  que 
l'image  se  superpose  directement  au  système  primitif  ou  que, 
par  suite  d'un  arrangement  alterne,  la  superposîtioû  exige  en 

outre  une  rotation  de -•  Dans  le  premier  cas,  il  existe  un 

plan  de  symétrie  direct  Py  d'ordre  q;  dans  le  second,  un  plan 
de  symétrie  alterne  ra^,  également  d'ordre  q. 

Considérons,  par  exemple,  un  prisme  à  base  hexagonale 
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régulière  qui  porte  sur  les  arêtes  latérales  les  troncateurs 
appartenant  à  deux  rhomboèdres />  et  p' (fig.  119  et  120). 

Les  inclinaisons  a  et  a'  sur  l'axe  de  ces  deux  espèces  de  troo- 
catures  peuvent  être  égales  ou  difFérenles  et  correspondre, 
soit  aux  mêmes  faces  latérales  m  haut  et  bas  (fîg.  119),  soit 
alternativement  à  des  faces  différentes  m  et  m'  (flg.  120). 

Dans  les  deux  cas,  l'axe  du  prisme  est  ternaire  ;  ses  deux 
directions  étant,  en  général,  d'espèces  différentes,  il  sera  re- 
présenté par  LjXj. 

Si  les  angles  et  et  01'  sont  égaux,  l'axe  du  prisme  est 
doublé,  a  Li;  il  existe  trois  axes  binaires,  3L'i,  perpendiculaires 
au  premier,  ou  transverses  à  l'axe  principal,  lesquels  sont 
normaux  aux  faces  latérales,  pour  la  figure  119,  et  dans  le 
plan  des  arêtes  opposées  pour  la  flg.  lao. 

Le  plan  médian  perpendiculaire  aux  arêtes  verticales  est  un 
plan  de  symétrie  ternaire;  il  est  direct, Pg, pour  la  figure  119 
et  alterne,  nj,  pour  la  figure  120. 

Un  groupe  est  formé  par  un  ensemble  d'opérations  telles 
que  deux  opérations  successives  soient  équivalentes  à  une 
seule  rentrant  dans  la  même  définition.  Ainsi,  autour  d'un 

axe  d'ordre  7,  les  rotations  successives  m  —  et  n—  donnent 
'  'I  î 

le  même  résultat  que  la  rotation  unique  (m  -\-n)  —  • 

Remarquons  encore,  et  c'est  là  une  notion  importante,  qu'un 
groupe  d'éléments  de  symétrie  est  une  partie  d'un  groupe  de 
symétrie  plus  élevée,  dont  il  forme  ce  qu'on  peut  appeller 
un  intergroupe.  Un  axe  de  répétition  d'ordre  q,  par  exemple, 
donne  lieu  à  un  intergroupe  du  groupe  qui  correspondrait 
à  une  axe  d'ordre  nq;  toutes  les  opérations  de  la  première 
symétrie  appartiennent  à  la  seconde. 

503.  Dissymétrie.  —  Pour  un  milieu  dans  un  état  physique 
déÛni,  on  appellera  symétrie  caractéristique  d'an  phénomène 
le  degré  maximum  de  symétrie  compatible  avec  l'existence 
de  ce  phénomène,  lequel  peut  d'ailleurs  se  produire  avec  la 
symétrie  d'un  des  intergroupes  du  maximum  de  symétrie. 

En  d'autres  termes,  l'existence  du  phénomène  exige  seule- 
ment que  certains  éléments  de  symétrie  fassent  défaut  ou 
que  le  milieu  possède  une  dissymétrie  déterminée. 
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Il  ea  résulte  que,  si  plusieurs  phénomènes  de  natures  difîé- 
rentes  se  superposent,  les  espèces  de  dissymétrie  correspon- 
dantes doivent  exister  en  même  temps  ;  le  système  fmal  ne 
peut  plus  renfermer  que  les  éléments  de  symétrie  communs 
aux  difTérents  phénomènes. 

Les  propositions  suivantes  sont  encore  évidentes  : 

Les  éléments  de  symélrie  des  causes  doivent  se  retrouver 
dans  les  effets  quelles  produisent; 

Lorsque  les  effets  révèlent  une  certaine  dissgmétrie,  cette 
dissgmétrie  doit  exister  dans  les  causes. 

Les  réciproques  ne  sont  pas  nécessaires,  au  moins  prati- 
quement. Il  est  possible,  en  effet,  que  le  degré  de  symétrie 
des  phénomènes  soit  plus  élevé  que  celui  des  causes  dont  ils 
proviennent  et,  d'autre  part,  que  certaines  causes  de  dissymé- 
trie ne  se  traduisent  pas  par  des  effets  correspondants,  au 
moins  d'une  manière  appréciable. 

504.  Axes  d'isotropie.  —  Au  point  de  vue  des  phénomènes 
physiques,  il  est  surtout  utile  de  considérer  les  groupes  qui 
ont  un  axe  d'isotropie,  ou  groupes  cylindriques,  lesquels  sont 
au  nombre  de  cinq,  les  quatre  derniers  étant  des  intergroupes 
du  premier  : 

(a)  -p-^'    — p^'  C,  cylindre  circulaire  droit. 

(b)  aL.,    coLj,       cylindre  tordu. 

(c)  L«X„,    QoP,,     tronc  de  cône,  champ  électrique. 

(d)  p  ",    C,  cylindre  tournant, champ  magnétique. 
M      L.X.. 

Le  groupe  (a)  possède  un  axe  de  symétrie  doublé  d'ordre 
infini,  aL«,  avec  une  infinité  d'axes  binaires  doublés  trans- 
verses à  l'axe  principal,  oo  Lj,  un  plan  de  symétrie  direct  P« 
transverse  et  d'ordre  infini,  une  infinité  de  plans  de  symétrie 
binaires  et  directs  suivant  les  plans  méridiens,  oo  Pj,  enfin  un 
centre  de  symétrie  C. 

C'est  la  symétrie  caractéristique  de  la  double  réfraction 
uniaxe.  Un  corps  isotrope,  comprimé  ou  dilaté  suivant  une 
direction,  possède  cette  symétrie  en  totalité.    Les   cristaux 
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uniaxes  conservent  le  centre  ;  l'axe  principal  est  ternaire 
(rhomboèdre)  ou  quaternaire  (prisme  droit  â  base  carrée)  ou 
hexaire  (prisme  hexagonal);  ils  ont  3,  4  ou  6  axes  binaires 
transverses,  un  plan  de  symétrie  transverse,  direct  ou  alterne, 
et  enfin  des  plans  de  symétrie  binaires  méridiens.  Dans  tous 
les  cas,  le  degré  de  symétrie  reste  plus  élevé  que  pour  chacun 
des  groupes  suivants. 

Le  groupe  (i)  peut  être  considéré  comme  représentant  la 
torsion  ;  plus  de  centre  ni  de  plans  de  symétrie.  C'est  ta  sy- 
métrie caractéristique  du  pouvoir  rotatoire  naturel. 

Elle  se  traduit  sur  les  cristaux  de  qaa^lz  par  des  facettes 
-r  et  a  (fig.  121)  affectant  de  deux  en  deux  les  arêtes  du  prisme 


hexagonal  et  situées  de  part  et  d'autre  aux  extrémités  d'une 
même  arête.  L'axe  principal  est  doublé  et  ternaire;  il  existe, 
en  outre,  deux  séries  de  trois  axes  binaires  non  doublés, 
transverses  au  premier.  Cette  symétrie  sera  donc  représentée 
par  iLj,  SLaXa;  c'est  un  intergroupe  de  (i). 

Dans  le  groupe  (c), les  directions  opposées  dei'axe  principal 
étant  d'espèces  différentes,  il  n'y  a  plus  d'axe  Iransverse.  C'est 
la  symétrie  caractéristique  de  toutes  les  fonctions  (vitesse, 
force,  attraction  universelle,  champ  électrique,  courant  élec- 
trique, etc.)  qui  peuvent  être  représentées  par  un  vecteur  tel 
que  tous  les  méridiens  soient  des  plans  de  symétrie  ;  ces  diffé- 
rentes fonctions  sont  compatibles  avec  la  symétrie  (c)  ou 
avec  l'un  de  ses  intergroupes. 

Le  groupe  (d),  qui  correspond  à  un  cylindre  tournant  ou  k 
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un  couple,  conserve  un  centre  et  un  plan  de  symétrie  traos- 
verse:  les  deux  directions  opposées  de  l'axe  principal  sont 
symétriques,  avec  des  caractères  différents,  et  il  n'y  a  plus  de 
plans  de  symétrie  méridiens. 

C'est  à  ce  groupe  que  l'on  doit  rapporter  le  champ  magné- 
tique. En  effet,  le  champ  magnétique  F  en  un  point  P  peut  être 
considéré  comme  produit  par  un  courant  circulaire  situé 
dans  un  plan  normal  à  la  direction  du  champ  et  ayant  pour 
centre  le  point  P;  la  symétrie  du  courant  est  évidemment 
celle  d'uD  couple.  Le  champ  magnétique  est  donc  incompa- 
tible avec  l'existence  d'un  axe  binaire  transverse  à  sa  direc- 
tion; il  en  est  de  même  pour  l'aimantation  d'un  milieu  ma- 
gnétique et  pour  le  pouvoir  rotatoire  magnétique. 

Enfin  le  groupe  (e)  est  un  intergroupe  commun  à  tous  ceux 
qui  le  précèdent;  il  est  donc  compatible  avec  l'existence  de 
phénomènes  qui  auront  l'un  quelconque  des  premiers  comme 
symétrie  caractéristique. 

505.  Exemples.  —  Pour  préciser  ces  idées,  nous  les  appli- 
querons à  quelques  phénomènes. 

1°  Une  sphère  électrisée  possède  des  axes  d'isolropie  dans 
toutes  les  directions.  Si  on  la  soumet  à  l'action  d'un  champ 
électrique,  tous  les  axes  de  symétrie  perpendiculaires  à  la 
direction  du  champ  sont  supprimés;  le  nouveau  système 
formé  par  la  sphère  et  le  champ  ne  possède  plus  alors  que 
la  symétrie  caractéristique  du  champ. 

2'  Le  champ  électrique  développe  la  double  réfraction 
uniaxe  dans  les  solides  isotropes  ou  les  liquides  (488)  et  im- 
pose au  nouveau  système  la  symétrie  (c),  laquelle  n'est  pas 
incompatible  avec  le  phénomène,  puisqu'elle  forme  un  inter- 
groupe de  la  symétrie  caractéristique  (a). 

i"  Le  système  formé  par  un  conducteur  rectiligne  animé 
d'une  vitesse  normale  à  sa  direction  possède  un  axe  binaire 
dans  le  sens  de  la  vitesse.  Si  le  mouvement  a  lieu  dans  un 
champ  magnétique  perpendiculaire  au  plan  du  conducteur  et 
de  sa  vitesse,  l'axe  binaire  normal  au  champ  ne  peut  plus 
exister  ;  c'est  à  celte  dissymétrie  que  correspond  la  force  élec- 
tromotrice d'induction  dont  le  conducteur  devient  le  siège. 

4*  L'aimantation  longitudinale  d'un  cylindre  de  fer  pro- 
voque, suivant  la  nature  du  métal,  une  dilatation  ou  une  con- 
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traction(').  Ce  changement  de  dimensions  traduit  la  dissymé- 
ia-ie  de  (a)  dont  (d)  est  un  intergroupe. 

5°  Si  l'on  superpose  les  symétries  (c)  et  {d)  dans  une  expé- 
rience, les  seuls  éléments  de  symétrie  qui  restent  sont  ceux 
de  (e)  qui  est  un  intergroupe  de  (è). 

Un  fil  de  fer  étant  aimanté  dans  le  sens  de  sa  longueur,  on 
le  fait  parcourir  par  un  courant.  Le  caractère  de  dissymétrie  (i) 
doit  se  manifester,  le  fil  se  tord  ;  c'est  une  expérience  de 
M.  Wiedemann  {'). 

6°  Inversement,  si  l'on  tord  on  fil  de  fer  parcouru  par  un 
courant,  il  s'aimante  dans  le  sens  de  la  longueur.  En  super- 
posant ainsi  les  groupes  (b)  de  torsion  et  (c)  du  courant,  on 
obtient  (e)  qui  est  un  intergroupe  de  raimantation. 

7°  Dans  le  phénomène  de  Hall  {476}  un  courant  électrique  (c) 
et  un  champ  magnétique  (d)  sont  superposés  à  angle  droit. 
Le  seul  élément  de  symétrie  commun  aux  deux  systèmes  qui 
persiste  est  alors  un  plan  de  symétrie  passant  par  le  courant 
et  perpendiculaire  au  champ  magnétique.  La  production  d'un 
courant  latéral  situé  dans  ce  plan  et  perpendiculaire  au  pre- 
mier n'est  pas  incompatible  avec  la  symétrie  résiduelle. 

8°  Si  l'on  considère  une  bobine  cylindrique  indéfinie  à  en- 
roulement uniforme  et  de  section  quelconque,  le  plan  de 
chaque  section  droite  est  un  plan  de  symétrie.  Le  champ 
magnétique  du  courant  doit  donc  être  normal  à  ce  plan  dans 
toute  l'étendue  de  la  section  ;  les  surfaces  équipotentielles 
sont  des  plans  parallèles  et  le  champ  est  uniforme. 


PYROÉLECTnlClTÉ 

506.  Propriétés  de  la  tourmaline-  —  Une  baguette  de  iour- 
maline  chauQ'ée  jouit  de  la  propriété  d'attirer  les  corps  légers; 
le  phénomène  est  dii  pyroélecirigae. 

Œpinus  (*)  reconnut,  dès  1756,  que  les  deux  extrémités  du 
cristal  s'électrisent  en  sens  contraires,  au  point  qu'on  peut 
en  tirer  une  étincelle;  le  cristal  présente  donc  deux  poles 

(•]  Joule,  PhU.  MAg.  [3],  t.  XXX,  p.  76  cl32S;  lSt7. 
{■t  G.  WiEDRMANH,  Pogg.  Ann.,  psisiin. 

l»)  F.  V.  T,  (Knsiifl,  Mem.  de  l'Acad.  dt Berlin;  1756.  —  Sertno acadtmicat  dt 
limiliiudiae  vit  eUctricse  tique  magnelicœ;  Petropolitana,  1758. 
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électriques,  analogues  à  ceux  des  aimants,  ou  une  polarisation 
comparable  à  celle  des  diélectriques,  car  les  charges  des  sur- 
faces terminales  sont  égales  et  de  signes  contraires. 

En  brisant  une  baguette  de  tourmaline  ainsi  électrisée, 
Canton  (')  trouva,  en  effet,  que  les  deux  fragments  restent  élec- 
trisés  comme  le  cristal  primitif;  il  lit,  en  outre,  cette  observa- 
tion importante  que  rélectrisationn'est  pas  due  à  la  tempéra- 
ture même,  mais  à  ses  variations.  Pendant  qu'on  échauffe  la 
tourmaline,  l'un  des  pâles  A  est  positif,  l'autre  B  négatif;  si 
alors  on  ramène  les  extrémités  à  l'état  neutre  en  les  touchant 
sur  toute  leur  étendue  par  des  conducteurs  et  qu'on  laisse  en- 
suite refroidir  le  cristal,  il  se  produit  une  inversion  du  phé- 
nomène :  le  pdle  A  devient  négatif  et  le  pôle  B  positif. 

On  appelle  pôle  analogue  l'extrémité  A  dont  l'électrisation 
a  le  mâme  signe  que  celui  de  la  variation  de  température, 
pôle  anlilogae  l'extrémité  B  de  caractère  opposé,  et  la  ligne 
qui  joint  les  deux  pôles  est  l'axe  de  pyroélectricité. 

L'électricité  qui  apparaît  aux  pôles  d'une  tourmaline  peut 
être  déterminée  en  couvrant  les  surfaces  terminales  par  une 
feuille  d'étain  mise  en  communication  avec  le  sol  par  un  ap- 
pareil de  mesure.  Les  lois  du  phénomène  ont  été  nettement 
établies  par  les  expériences  très  délicates  de  Gaugain  (°)  et 
peuvent  se  résumer  de  la  manière  suivante  : 

La  charge  électrique  qui  se  produit  sur  une  baguette  de  tour- 
maline chauffée  entre  les  températures  i,  et  (»  est  proportion- 
nelle à  la  section  droite  S  du  cristal,  indépendante  de  sa  lon- 
gueur, et  reste  la  même  quels  que  soit  le  mode  et  la  durée  de 
variation  des  températures.  Une  charge  égale  et  de  signe 
contraire  se  produit  par  le  refroidissement  de  h  à  (,,  de  sorte 
que  si,  la  tourmaline  restant  isolée,  on  la  fait  passer  par  un 
cycle  fermé  de  températures  en  revenant  au  point  de  départ, 
elle  se  retrouve  dans  l'état  initial. 

D'après  cet  énoncé,  l'accroissement  de  charge  dq,  pour  une 
variation  de  température  dt,  peut  s'écrire 

(i)  dq  =  kSdt=Sf{t)dt=  S  ^dt, 

(')  Cautou,  Pbil.  Tran».  L.  H.  S.,  vol.  U,  p.  i03  ;  1759. 

(>)  Gadcais,  Aitn.  de  cMm.  et  de  phyt.  [3],  t.  LVII,  p.  5;  1859.  —  Voir  Ma&- 
CAHT,  Traité  d'éUclricité  iUliqae,  l.  Il,  p.  49i. 
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en  désigaant  parF(r)  la  fonction  ôoalf{t)  est  la  dérivée.  La 
charge  totale  q  acquise  entre  les  températures  t,  et  it  a  donc 
une  expression  de  la  forme 

(»)  7  =  S[F(/,)-F(<,)]. 

Il  faut  remarquer  toutefois  que  la  tourmaline  doit  élre  par- 
faitement isolante  et  qu'il  est  nécessaire  de  prendre  des  pré- 
cautions particulières  pour  que  ces  lois  se  vérifient.  On  doit 
faire  un  choix  parmi  les  échantillons  du  cristal  et  nettoyer  leurs 
surfaces  par  un  lavage  à  l'eau  en  les  faisant  sécher  ensuite  à 
une  température  inférieure  à  iSo";  en  outre,  les  propriétés  élec- 
triques disparaissent  vers  4oo  ou  Soo",  parce  que  le  cristal  est 
devenu  conducteur.  Ramené  ensuite  à  la  température  ordinaire, 
sa  surface  reste  hygrométrique  et  un  nouveau  lavage  est  né- 
cessaire pour  lui  restituer  ses  propriétés  primitives. 

Ajoutons  encore(')  que  le  phénomène  est  moléculaire,  car 
des  fragments  de  tourmaline  pulvérisés  au  mortier  et  projetés 
sur  une  plaque  de  verre  chaude  ont  une  tendance  manifeste 
h  se  grouper  en  lignes,  quand  on  agite  la  plaque,  comme  la 
limaille  de  fer  dans  un  champ  magnétique. 

Les  lois  expérimentales  s'expliquent  en  admettant,  suivant 
les  idées  de  Faraday  ('),  que  les  baguettes  de  tourmaline  sont 
polarisées,  comme  le  serait  un  cylindre  diélectrique  placé  dans 
un  champ  parallèle  à  sa  longueur. 

Dans  cette  manière  de  voir,  la  densité  électrique  sur  un 
élément  de  la  face  terminale  est  égale  à  la  projection  nor- 
male de  la  polarisation  I,  c'est-à-dire  que  la  charge  corres- 
pondante est  proportionnelle  à  la  projection  de  l'élément  sur 
un  plan  perpendiculaire  à  Taxe.  La  charge  totale  est  donc  le 
produit  SI  de  la  section  droite  parla  polarisation.  Telle  serait 
la  charge  observée  si  la  tourmaline  était  réellement  neutre 
dans  l'état  initial;  mais,  si  la  première  polarisation  a  été  voi- 
lée par  une  communication  au  sol,  la  chai^  apparente  est 
due  seulement  au  changement  de  polarisation  : 

(3)  ,  =  S(1,-I,). 
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MM.  Curie  ('),  envisageant  le  phénomène  d'une  manière  un 
peu  différente,  assimilent  chaque  molécule  ou  chacune  des 
tranches  de  la  tourmaline  à  un  couple  de  Volta,  cuivre  et 
zinc  par  exemple,  dans  lequel  existe  une  force  électromotrice 
de  contact  V.  Toutes  ces  tranches,  étant  séparées  par  un  dié- 
lectrique isotrope  équivalant  à  une  couche  d'air  d'épaisseur  e, 
formeraient  une  série  de  condensateurs  superposés.  La  charge 
des  faces  opposées  dans  ces  différents  condensateurs  est 


(4) 


_  SV 
4xe 


de  sorte  que,  quand  on  passe  d'un  état  à  un  autre,  la  produc- 
tion d'électricité  est 

(5)  ,=>ci=i>çy 

507.  Symétrie  des  cristanx.  —  Les  phénomènes  de  pyro- 


f^l 

Fis-  " 


électricité    sont  en  relation  avec  une  dissymétrie    particu- 
lière de  structure  des  cristaux. 

La  tourmaline  appartient  au  système  rhomboïdal.  Si  l'on 
opère  sur  un  cristal  entier,  dont  les  extrémités  sont  terminées 
par  des  faces  naturelles,  on  reconnaît  que  le  pdle  analogue 
porte  les  faces  hémiédriques  d'un  rhomboèdre  6'  (fig.  laa) 
et  le  pôle  antilogue  les  faces  hémiédriques  d'un  autre  rhom- 
boèdre e'  moins  aigu. 

(1)  J.  ET  p.  GuHiH,  C.  fl.  de  iMcad.  des  îf.,  l.  XCI,  p.  2S5;  1880. 

Électr.  et  Magn.  -  i.  5i 
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L'axe  principal,  ou  axe  optique,  est  ternaire,  mais  tes  di- 
rections opposées  sont  d'espèces  différentes,  et  il  reste  trois 
plans  de  symétrie  méridiens.  Le  type  du  cristal  doit  donc  se 
représenter  par  LjX,,  3P,  ;  c'est  un  sous-groupe  du  système  (c) 
des  axes  d'isotropie  (504),  lequel  est  compatible  avec  l'exis- 
tence d'un  champ  électrique. 

Les  propriétés  pyroélectrîques  se  retrouvent  à  un  moindre 
degré  sur  d'autres  cristaux,  tels  que  la  calamine,  !a  topaze, 
l'acide  tarlrique,  le  sucre,  etc.,  et  correspondent,  dans  tous 
tes  cas,  au  même  caractère  de  dissymétrie  cristalline. 

La  pyroélectricité  doit  être  considérée  comme  une  pro- 
priété du  milieu  indépendante  de  la  forme  extérieure,  de  telle 
sorte  qu'une  sphère,  dont  tous  les  points  sont  à  la  même 
température,  est  polarisée  suivant  une  direction  déterminée. 
Il  n'est  donc  pas  possible  qu'un  cristal,  en  tant  que  milieu 
antsotrope,  présente  plusieurs  axes  de  pyroéiectricité.  Les 
apparences  contraires  tiennent  à  la  forme  particulière  des 
cristaux  observés  et  à  l'inégalité  des  températures  en  leurs 
différents  points. 

C'est  ainsi  que  les  lamelles  de  prehnile  en  losange  parais- 
sent présenter  un  pôle  analogue  au  centre  et  deux  pôles  antl- 
logues  aux  extrémités  de  la  petite  diagonale,  ce  qui  donnerait 
deux  axes  pyroélectriques  opposés  suivant  la  même  droite; 
les  cristaux  d'axinite,  en  forme  de  parallélipipède  oblique, 
auraient  également  deux  axes  parallèles  et  de  sens  contraires 
suivant  deux  arêtes  opposées.  Dans  les  deux  cas,  l'électrisa- 
tion  est  réelle,  mais  elle  tient  à  l'inégalité  des  températures 
dans  le  milieu  et,  sans  doute,  aux  déformations  élastiques  qui 
en  résultent;  elle  disparait  entièrement  dès  que  la  tempéra- 
turc  est  uniforme. 

Pour  éviter  ces  causes  d'erreur,  la  méthode  la  plus  cor- 
recte consiste  à  tailler  une  lame  dans  le  cristal,  en  appliquant 
des  conducteurs  sur  les  deux  faces  de  manière  que  l'unifor- 
mité de  température  soit  assurée;  on  fait  ensuite  communi- 
quer l'un  de  ces  conducteurs  avec  le  sol  et  l'autre  avec  un 
électromètre.  Dans  ces  conditions,  la  quantité  d'électrîcitr 
produite  est  proportionnelle  à  ta  composante  normale  de  la 
polarisation  électrique. 

La  boracile,  qui  semble  cristalliser  dans  le  système  cubique 
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avec  l'hémiédrie  tetraédrique,  présente  un  intérêt  particulier- 
Une  lame  perpendiculaire  à  l'une  des  diagonales  est  pyro- 
électrique, le  pôle  analogue  étant  du  cOté  où  se  trouvent  les 
Faces  du  tétraèdre.  Mais  Mallard  a  montré  qu'à  la  tempéra- 
ture ordinaire  la  boracite  est  réellement  formée  par  la  juxta- 
position de  douze  pyramides,  ayant  pour  bases  les  faces  du 
dodécaèdre  rhomboïdal,  et  que  le  cristal  devient  subitement 
cubique  à  la  température  de  265°.  A  cette  température,  en 
effet,  toute  trace  de  pyroélectricité  disparaît. 

508.  Cristaux  thermoëlectriques.  —  Si  l'on  réunit  par  un  fil 
extérieur  les  deux  pôles  d'une  tourmaline  dont  la  température 
est  croissante  ou  décroissante,  on  obtientun  courant  électrique 
temporaire,  ou  plus  exactement  une  série  de  décharges  cor- 
respondant aux  variations  successives  de  température. 

Avec  certains  cristaux,  le  courant  est  continu  et  se  main- 
tient quand  la  température  reste  constante.  Il  est  possible 
que  la  pyroélectricité  intervienne  pour  une  part  dans  le  phé- 
nomène, mais  il  est  alors  nécessaire  que  les  cristaux  soient 
plus  ou  moins  conducteurs  et  leurs  propriétés  sont  &  propre- 
ment parler  thermoélectriques. 

C'est  ainsi  que  paraissent  devoir  s'interpréter  les  expé- 
riences de  M.  Friedel  (')  sur  la  panabase  (cuivre  gris)  et  la 
chalcopgrite.  Ces  deux  cristaux  appartiennent  au  système 
cubique,  avec  l'hémiédrie  tetraédrique;  sur  les  laraes  perpen- 
diculaires à  l'une  des  diagonales  du  cube,  le  pôle  qui  devient 
positif  par  échauffement  est  du  côté  des  faces  iétraédriques 
pour  la  panabase  et  du  côté  opposé  pour  la  chalcopyrite. 

Des  effets  analogues  peuvent  être  obtenus  avec  les  métaux. 
Si  l'on  construit  un  tétraèdre  en  cuivre  et  que  l'on  applique 
sur  la  base  et  sur  la  pointe  opposée  des  lames  de  platine 
communiquant  avec  un  galvanomètre,  il  se  produit  pendant 
réchauffement  du  tétraèdre  un  courant  dont  le  sens  corres- 
pond à  une  température  plus  élevée  sur  la  pointe;  c'est  là  en 
effet  que  réchauffement  est  le  plus  rapide.  Le  résultat  est  le 
même  avec  un  tétraèdre  de  panabase;  il  est  de  signe  contraire 
pour  un  tétraèdre  de  chalcopyrite. 

On  est  donc  conduit  à  admettre  que  les  molécules  des  cris- 

[ij  FiiiEnEL,  Ann.  de  chim.  ri  de  phyt.  [\).  I,  XVU,  p.  19;  1B69. 
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taux  présenlenl  la  même  structure  télraédrique  et  que  les  va- 
riations de  température,  se  produisant  d'une  manière  inégale 
sur  les  faces  d'une  lame  parallèle  Â  la  base  des  pyramides, 
donnent  lieu  h  de  véritables  courants  thermoéleclriques. 

D'autres  phénomènes  présentent  ce  caractère  d'une  manière 
évidente.  Marbach  ('}  a  reconnu  que  les  cristaux  de  pyrite  de 
fer  et  de  cobalt  gris  se  partagent  en  deux  variétés,  de  pro- 
priétés thermoélectriques  opposées.  En  appliquant  sur  le 
cristal  deux  ûls  métalliques,  l'un  chaud  et  l'autre  froid,  le 
galvanomètre  qui  les  réunit  indique  un  courant  qui,  suivant  la 
variété  soumise  à  l'expérience,  traverse  le  contact  chaud  dans 
un  sens  ou  dans  l'autre.  La  pyrite  et  le  cuivre  gris  de  variété  » 
sont  même  positifs  par  rapport  au  bismuth  et  les  variétés  ? 
négatives  par  rapport  à  l'antimoine,  de  sorte  qu'eu  constituant 
un  couple  avec  les  variétés  «  et  g  on  obtient  une  force  élec- 
tromotrice supérieure  à  celle  du  couple  bismuth-antimoine. 

M,  Friedel  a  constaté  que  ces  effets  s'observent  quelque- 
fois sur  un  même  cristal.  Dans  la  pyrite,  par  exemple,  les 
faces  du  cube  sont  tantôt  couvertes  de  stries  et  tantôt  lisses, 
quelquefois  sur  des  plaques  juxtaposées.  L'application  des 
fils  froid  et  chaud  sur  des  plaques  d'aspect  différent  fait  ap- 
paraître des  courants  thermoélectriques. 

509.  GonBÔquences  dn  principe  de  Garuot.  —  Si  la  pyro- 
électricité est  due  à  une  polarisation  de  milieu,  les  remarques 
de  Lord  Kelvin  (73)  sur  le  principe  de  Carnot  sont  applicables. 
Un  cristal  jouissant  de  cette  propriété  doit  s'échaufTer  ou  se 
refroidir  quand  on  le  déplace  dans  un  champ  électrique  non 
uniforme.  Les  forces  extérieures  tendent  à  porter  le  cristal 
vers  les  points  où  le  champ  est  maximum  et  le  travail 
correspondant  croît  avec  la  température;  il  en  résulte  qu'une 
tourmaline  doit  s'échauffer  quand  on  la  déplace  de  manière 
que  l'action  du  champ  tende  à  augmenter  sa  polarisation  et  se 
refroidir  dans  le  cas  contraire. 

Comme  l'effet  du  champ  n'est  pas  modifié,  alors  même 
que  la  polarisation  serait  neutralisée  par  des  causes  exté- 
rieures, telles  que  la  conduction  par  l'air  ou  par  la  couche 
superficielle,  les  variations  de  température  doivent  se  pro- 

[')  Marbach,  C.  R.  de  l'Acad.  du  tciencet.  l.  XLV.  p.  701  ;  18ST. 
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duire  également  lorsque  la  tourmaline  semble  à  l'état  neutre, 
et  dans  les  mêmes  conditions  que  si  sa  polarisation  restait 
apparente. 


PIEZOÉLECTHICITÉ 

510.  Compression  delà  tourmaline.  —  MM.  J.etP.  Curie (*) 
ont  découvert  que  si  l'on  comprime  parallèlement  à  Taxe  une 
baguette  de  tourmaline,  le  pôle  analogue  se  charge  d'électri- 
cité négative  et  le  pôle  antilogue  d'électricité  positive.  Pour 
réaliser  l'expérience,  on  coupe  une  tourmaline  par  des  bases 
normales  h  sa  longueur  et  on  les  couvre  de  feuilles  d'étain 
que  l'on  met  en  relation  l'une  avec  la  terre  et  l'autre  avec  un 
électromëtre. 

Inversement,  si  l'on  ramène  les  bases  à  l'état  neutre  et  que 
l'on  supprime  ensuite  la  compression,  le  pôle  analogue  devient 
positif  et  l'autre  négatif,  avec  la  même  charge  que  dans  la 
première  expérience.  On  a  désigné  ce  phénomène  par  le  nom 
de  piezoélectricilé. 

La  quantité  q  d'électricité  ainsi  produite  sur  une  surface  S 
est  proportionnelle  à  la  pression  exercée  P=/iS,  indépen- 
dante de  la  surface  et  de  la  longueur  du  cylindre  ;  on  a  donc 

(l)  q=:kP  =  kpS. 

L'expérience  a  montré  que,  sur  tous  les  échantillons  de 
tourmaline  observés,  une  pression  d'un  kilogramme,  qui  équi- 
vaut environ  à  lo'  dynes  (17),  dégage  une  quantité  d'électri- 
cité égale  à  o,o53  unités  électrostatiques  ;  la  valeur  du  coef- 
ficient k  est  donc 

,      o,o33     -  „      _ 
«= — -—-^5,5.10  *, 

10" 

On  peut  traduire  également  cette  relation  en  disant  que  la 
tourmaline  se  polarise  et  que  la  polarisation  kp  est  propor- 
tionnelle à  la  pression  p  par  unité  de  surface. 

(I)  J.  et  p.  CvHiE,  C.  R.  de  l'Acad.  da  sciencet,  t.  XCl  et  XC[I,  passim;  18R0 
et  18S1.   -  Voir  Mallarr,  loc.  cil.,  t.  II,  p.  555. 
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Dans  les  vues  de  MM.  Curie  (506),  qui  assimilent  un  cristal 
de  tourmaline  à  une  pile  de  condensateurs  formés  par  de 
doubles  lames  métalliques,  la  force  électromotrice  de  contact 
ne  dépend  que  de  la  température  et  la  charge  produite  tient 
k  la  variation  îe  de  l'épaisseur  des  couches  intermédiaires. 
L'équation  (5)  du  n"  506  donnerait  alors 


,   ,  S  ./V\  VS  Se 


4-  . 


Comme  la  contraction  —  8e  est  proportionnelle  à  l'excès  de 
pression  p,  et  peut  être  représentée  par  kp,  il  en  résulte 

,.,,  VSA  ...  ,       VA 

Remarquons  encore  qu'un  accroissement  de  pression  dans 
une  direction  parallèle  à  l'axe  équivaut,  au  point  de  vue  élec- 
trique, à  une  diminution  de  température  du  cristal. 

La  tourmaline  s'électrise  aussi  sous  l'influence  d'actions 
mécaniques  latérales.  Considérons  un  prisme  à  section  rec- 
tangulaire dont  la  longueur  <•  est  parallèle  à  l'axe,  le  côté  a 
étant  dans  un  plan  de  symétrie  méridien  et  le  troisième  h 
perpendiculaire  à  ce  plan.  Si  l'on  exerce  une  pression  normale 
k  l'une  des  faces  latérales,  c'est-à-dire  suivant  une  direction 
parallèle  ou  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie,  les  bases  «ib 
et  les  faces  latérales  bc  s'éleclrisent  encore,  de  sorte  que  la 
polarisation  résultante  est  dirigée  dans  le  plan  de  symétrie. 

Dans  les  deux  cas,  la  charge  des  faces  électrisées  est  en- 
core proportionnelle  k  leur  étendue  et  k  la  pression  p'  par 
unité  de  surface;  les  composantes  de  la  polarisation  parallèle 
et  perpendiculaire  h  l'axe,  cette  dernière  dans  le  plan  de  symé- 
trie, peuvent  être  représentées  par  k'p'  et  k"p'.     ^ 

La  compression  suivant  l'axe  optique  ne  modifle  pas  1» 
symétrie  primitive  (LiXj.SP,)  et  les  compressions  latérales 
considérées  ne  conservent  plus  que  l'un  des  plans  de  symé- 
trie méridiens;  la  symétrie  du  cristal  reste  encore  un  sous- 
groupe  de  celle  du  champ  électrique. 

Les  autres  cristaux  pyroélectriques  satisfont  aux  mêmes 
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conditions  de  symétrie  et  présentent  le  môme  caractère  de 
piezoélectricité. 

511.  Propriétés  du  quartz.  —  La  symétrie  du'  quartz 
{aLj.SLiXj)  est  incompatible  avec  celle  du  champ  électrique. 
Cette  symétrie  se  conserve  pour  un  échaufTemcnt  uniforme; 
le  cristal  n'est  donc  pas  pyroétectrique.  Elle  se  conserve  en- 
core pour  une  pression  parallèle  h  l'axe,  de  sorte  que  les 
actions  mécaniques  de  cette  nature  ne  rendent  pas  le  cristal 
piézoélectrique.  Il  n'en  est  plus  de  même  si  la  pression  est 
normale  ou  oblique  à  l'axe  ternaire. 

Une  pression  parallèle  à  l'un  des  axes  binaires  non  doublé 
supprime  l'axe  ternaire  et  deux  des  axes  transverses  ;  rien  ne 
s'oppose  alors  à  ce  que  le  cristal  se  polarise  dans  la  direction 
de  l'axe  binaire  conservé.  Il  en  est  de  même  si  la  pression  est 
perpendiculaire  à  l'axe  optique  et  à  un  axe  binaire. 

Supposons  que  l'on  taille  un  parallélipipède  recfangle  de 
cdtés  a,  b  et  c,  le  dernier  c  étant  parallèle  à  l'axe  ternaire  et 
le  côté  a  parallèle  à  un  axe  binaire. 

Si  l'on  exerce  une  pression  P  =p.bc  normale  aux  faces  bc, 
l'une  d'elles  devient  positive  et  l'autre  négative  et  la  charge 
électrique -obéit  à  la  même  loi  : 

(4)  q  =  kP  =  kp.bc. 

La  polarisation  kp  qui  se  produit  alors  suivant  l'axe  binaire 
est  dirigée  vers  les  arêtes  latérales  qui  ne  portent  pas  les  fa- 
cettes a(fig.  lai). 

Quand  on  comprime  le  parallélipipède,  P'^p'.ac,  suivant 
une  direction  normale  aux  faces  ac,  aucune  trace  d'électricité 
n'apparaît  ai  sur  les  faces  comprimées,  ni  sur  les  faces  ^ib 
perpendiculaires  à  l'axe  ternaire;  les  autres  faces  bc  s'élec- 
trisent  encore,  mais  en  sens  contraire  de  la  charge  qu'elles 
auraient  prise  par  compression  directe. 

La  polarisation  est  alors  —k'p'  et  la  charge  correspondante 

(5)  q'  =  kp'bc  =  k'-P. 

Si  l'on  comprime  à  la  fois  dans  les  deux  sens,  la  polarisa- 
tion de  l'axe  binaire  est  kp  —  k'p'.  Supposons  alors  que  les 
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pressions  par  unité  de  surface  soient  égales,  />—/>'■  Dans  ce 
cas,  la  polarisation  doit  être  nulle,  puisque  la  symétrie  pri- 
mitive du  cristal  est  rétablie;  il  en  résulte  k=k'. 

L'expérience  montre,  en  elîet,  que  ces  coefficients  sont 
égaux.  La  valeur  obtenue  par  MM.  Curie  est /-  =  6,3.  lo-*.  La 
piezoélectricité  du  quartz  est  donc  supérieure  de  0,3  eaviroo 
à  celle  de  la  tourmaline. 

Remarquons  encore  que,  d'après  l'équation  (5],  la  cbarge  q' 
produite  par  une  pression  totale  P'  (ou  par  une  tension  égale) 
est  proportionnelle  au  côté  b  perpendiculaire  k  l'axe  binaire, 
en  raison  inverse  du  côté  a  parallèle  à  cet  axe  et  indépen- 
dante de  la  troisième  diqiension  suivant  l'axe  optique.  Une 
lame  dont  l'épaisseur  a  est  très  petite,  la  longueur  li  très 
grande  et  la  largeur  c  quelconque  donnera  ainsi  sur  ses  faces 
latérales  des  charges  électriques  proportionnelles  au  poids 
qu'elle  supporte  dans  le  sens  de  la  longueur. 

MM.  Curie  ont  mis  à  profit  cette  propriété  pour  construire 
un  appareil  qui  permet  d'obteflir  à  volonté  une  quantité  déter- 
minée d'électricité. 

512.  Caractère  géséral.  —  On  voit,  par  l'exemple  du  quartz, 
que  tes  cristaux  piézoélectriques  sont  plus  nombreux  que  les 
cristaux  pyroélectriques.  La  condition  nécessaire  est  qu'a- 
près déformation,  le  cristal  ait  une  symétrie  inférieure  à  celle 
du  champ  électrique. 

La  blende,  par  exemple,  a  la  symétrie  du  tétraèdre  régulier, 
4L»,  3(aLj),  6P.  Il  existe  quatre  directions  d'axes  ternaires,  trois 
d'axes  binaires  et  ces  éléments  de  symétrie  ne  se  rencontrent^- 
pas  dans  le  champ  électrique,  qui  n'a  qu'une  seule  direction 
d'axe.  Aussi  la  blende  n'est-elle  pas  pyroélectrique. 

Mais,  si  l'on  comprime  le  cristal  suivant  l'un  des  axes  ter- 
naires, il  se  produit  un  fort  dégagement  d'électricité.  Dans 
ce  cas,  en  effet,  la  symétrie  se  réduite  à  {L,,3P),  laquelle 
est  de  degré  inférieur  à  celle  du  champ  électrique. 

Il  en  est  de  même  pour  le  chlorate  de  soude,  dont  ia  symé- 
trie 4La,3(2La)  ne  conserve  plus  qu'un  axe  ternaire  Lj,  après 
qu'on  l'a  comprimée  suivant  la  direction  de  cet  axe. 

513.  Sphère  cristalline.  —  La  compression  d'une  sphère 
suivant  l'un  des  diamètres  conduira  à  des  phénomènes  plus 
généraux,  en  éliminant  l'influence  de  la  forme  extérieure. 
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DanslesexpériencesdeM.Rôntgea('),  une  sphère  de  quartz 
était  comprimée  suivant  un  diamètre  et  on  déterminait,  par 
un  plan  d'épreuve  relié  avec  un  électromètre,  le  diamètre 
correspondant  d'électrisation  maximum. 

Une  compression  parallèle  à  l'axe  ternaire  ne  produit  aucune 
électrisation,  puisqu'elle  ne  change  pas  ta  symétrie. 

Considérons  maintenant  les  pressions  parallèles  au  plan 
équalorial,  c'est-à-dire  perpendiculaires  à  l'axe  ternaire. 

Soient  0 A,  0A|  et  OAs(fig.  ■a3)]es  directions  positives  des 
axes  binaires. 

Les  plans  perpendiculaires  PP',  P|P,'  et  PiP,,  qui  sont  les 
plans  de  symétrie  supprimés  par  l'hémiédrie,  partagent  la 


Fi(t.  n3. 

sphère  en  deux  groupes  de  trois  fuseaux  alternatifs,  dont  les 
uns,  qui  sont  ombrés  sur  la  figure,  renferment  un  pOle  positif 
et  les  autres  un  pôle  négatif. 

La  compression  d'un  axe  binaire  A  A'  produit  les  effets  ordi- 
naires, le  pdle  A  devenant  positif  et  le  pôle  A'  négatif. 

La  compression  du  diamètre  PP',  étant  symétrique  par  rap- 
port à  l'axe  0  A,  ne  peut  éiectriser  que  cet  axe  ;  on  sait  que  le 
pôle  A  devient  négatif  et  le  pôle  A'  positif. 

La  compression  d'un  diamètre  quelconque  MM',  qui  fait 
l'angle  a  avec  l'axe  binaire  OA,  doit  produire  encore  une  élec- 
trisation située  dans  le  plan  équatorial  et  dans  une  direction 
ON  qui  fait  avec  cet  axe  un  angle  3,  que  nous  compterons  du 
côté  opposé.  L'angle  ^  s'annule  avec  a  et  devient  égal  à  60° 

(')  W.  C.  RûMTCBM,  Wied.  Ann.,  t.  XIX,  p.  31S;  IBSÎ. 
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lorsque  l'angle  a  est  égal  à  3o°,  puisque  ta  compression  suivant  le 
diamètre  PiPi  donne  un  pôle  positif  en  A^.  Il  est  donc  &  pré- 
sumer que  l'axe  d'électrisation  ON  se  déplace  entre  les  direc- 
tions OA  et  OP,  lorsque  la  droite  OM  de  compression  se 
déplace  entre  OA  et  OPi, 

Si  les  angles  a  et  ^  restent  proportionnels,  on  a  0  =  aa,  de 
sorte  que  l'angle  g-t-a  est  de  45*  lorsque  la  droite  OM  est 
bissectrice  de  l'angle  AOPa. 

L'observation  conGrme  ces  résultats. 

Dans  le  sel  de  Seignelle,  qui  cristallise  en  prismes  droits  à 
base  rhombe,  l'hémiédrie  se  traduit  par  des  faces  tétraédri- 
ques;  le  cristal  possède  seulement  trois  axes  binaires  doublés 


rectangulaires  entre  eux  :  aLj,  îL'»,  afs.  La  compression  d'un 
diamètre  des  grands  cercles  correspondants  PP'  et  QQ 
(fig.  124)  ne  produit  pas  d'électricité.  Deux  des  octants  PQ 
et  P'Q'  correspondent  aux  sommets  du  tétraèdre,  les  deux 
autres  PQ'  et  QP'  aux  faces  opposées. 

D'après  les  observations  de  MM.  Curie,  les  premiers  devien- 
nent positifs  quand  on  exerce  une  pression  en  un  point  quel- 
conque de  leur  surface  et  les  autres  négatifs;  le  maximum 
doit  avoir  lieu  quand  la  pression  agit  au  milieu  de  l'octant. 

514.  Dilatation  électriqae  des  cristaux.  —  M.  Lippmano  a 
déduit  encore  du  principe  de  la  conservation  de  l'électricité 
que  l'électrisation  d'un  cristal  piézoélectrique  est  accompa- 
gnée d'un  changement  de  forme. 

Puisqu'une  tourmaline  s'éiectrise  par  compression,  une 
électrisation  de  même  sens  doit  dilater  le  cristal. 
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Comme  la  charge  piézoélectrique  est  proportionnelle  à  la 
pression,  dans  les  limites  des  expériences,  le  coefficient  h  du 
D*  16  est  constant  et  indépendant  de  la  différence  de  poten- 
tiel x;  l'équation  (i6)  indique  alors  que  la  capacité  C  d'un 
condensateur  à  lames  de  tourmaline  est  indépendante  de  la 
pression  que  l'on  fait  subir  au  cristal. 

Il  en  est  de  même  pour  le  quartz;  MM.,Curie(*)  ont  vérifié 
directement  ce  phénomène  inverse  par  diverses  méthodes. 

L'une  d'elles  consiste  à  serrer,  entre  deux  plaques  de  bronze 
maintenues  à  distance  invariable,  un  parallélipipède  de  quartz 
dont  les  bases,  perpendiculaires  à  un  axe  binaire,  sont  cou- 
vertes de  lames  de  cuivre  en  communication  respective  avec 
les  pôles  d'une  machine  de  Holtz;  le  cristal  se  dilate  quand 


Fig.  I 


on  porte  les  pôles  à  une  différence  de  potentiel  très  élevée, 
de  même  signe  que  celle  que  produirait  la  compression. 

Pour  mettre  en  évidence  cette  dilatation,  MM.  Curie  inler- 
calentsous  le  quartz  précédent,  entre  les  mâchoires,  un  second 
quartz  dont  les  bases  bc  sont  parallèles  h  un  axe  binaire.  La 
dilatation  du  premier  cristal  comprime  le  second  et  les  faces 
latérales  ac  du  dernier  s'électrisent.  On  pourrait  encore  rem- 
placer le  second  quartz  par  un  cube  de  verre  dont  la  biré- 
fringence permettrait  d'évaluer  la  compression,  mais  un  ap- 
pareil de  ce  genre  serait  environ  mille  fois  moins  sensible  que 
le  manomètre  piezo-électrique. 

Par  une  autre  disposition  expérimentale,  on  a  déterminé  la 
dilatation  du  cristal  h  l'aide  d'un  levier  amplificateur. 

La  dilatation  électrique  modifiant  la  structure  du  milieu,  elle 
doit  altérer  ses  propriétés  optiques  et  se  traduire  dans  les 

[<)  p.  ET  J.  CitBTE,  Journal  lie  Phys.  (2),  t.  VIII,  p.  16'J;  I88S. 
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phénomènes  de  polarisation  chromatique.  Kundt  (<)  se  servait 
d'un  cube  de  quartz  dont  les  faces  S,  et  Sa  (fig.  laS)  sont  per- 
pendiculaires à  l'un  des  axes  binaires,  la  première  S|  étant 
supposée  positive  par  compression;  les  faces  S,'  et  Sj  sont 
parallèles  à  cet  axe  et  à  l'axe  ternaire. 

On  couvre  les  faces  Si  et  S,  de  lames  métalliques  en  com- 
munication avec  les  pâles  d'une  machine  de  Holtz,  et  on 
observe  les  anneaux  isochroraatiques  au  travers  des  faces 
parallèles  au  plan  de  la  figure. 

Dans  l'état  naturel,  ces  anneaux  sont  circulaires.  Quand 
les  faces  S,  et  Si  ont  des  potentiels  de  même  signe  que  ceux 
que  produirait  la  compression,  les  anneaux  deviennent  des 
courbes  elliptiques  dont  le  grand  axe  est  parallèle  à  l'électri- 
sation,  c'est-à-dire  à  la  dilatation  du  cristal.  Quand  on  change 
le  signe  des  potentiels,  les  anneaux  s'allongent  dans  une  direc- 
tion perpendiculaire  b  l'axe  d'électrisation;  l'axe  binaire  subit 
alors  une  contraction. 

Les  résultats  sont  moins  simples  quand  on  électrise  deux 
lames  appliquées  sur  les  surfaces  S,'  et  S,;  les  grands  axes 
des  ellipses  isochromatiques  sont  alors  dirigés  suivant  les 
diagonales  de  ta  base,  dans  la  direction  CF,  si  la  face  S,'  est 
positive,  et  suivant  DE,  si  cette  face  est  négative. 

On  sait,  en  effet,  parles  expériences  relatives  à  la  sphère,  que 
l'angle  3  est  égal  à  90'  quand  l'angle  a.  est  de  45°;  une  com- 
pression parallèle  à  la  diagonale  CF  électrise  donc  les  sur- 
faces s;  et  Sj,  la  première  étant  positive.  Par  suite,  l'électri- 
sation  artificielle  des  surfaces  dans  le  même  sens  produit  une 
dilatation  suivant  cette  diagonale;  l'électrisation  inverse  dilate 
la  diagonale  DE. 

515.  Théorie  de  H.  Voigt  (^).  —  Dans  un  milieu  soumis  à  des 
déformations  quelconques,  supposons  que  le  point  M,  dont 
les  coordonnées  :r,  7  et  a  sont  rapportées  à  des  axes  fixes, 
éprouve  un  déplacement  dont  les  projections  sont  u,  v,  et  w. 
Pour  un  point  M'  infiniment  voisin,  dont  les  coordonnées 
primitives  étaient  .x~\~^x,  x-\-ly  et  î-}-Sz  les  déplacements 
seront  u-\-du,  v  +  dc  et  iv-\-dw. 

{>)  Ki^Dt,  Wied.  Ami.,  t.  XYI».  p.  aiB;  1883. 

(')  W.  Voinx,  Abh.  (fer  Kgl.  Ges.  der  WUl.  Gallingen,  p.  3S;  1890.  —  Hricu 
el  VoiQT,   Wied.  Ann.,  l.  XLV,  p.  523;  1891 
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Les  projections  €,  i],  ï  de  la  variation  de  distance  des  deux 
points  sont  alors 


Les  coefficients  -p'  ï-  et  -^  sont  respectivement  les  dila- 
tations \x,  V  ^^  ^t  ^^  l'unité  de  longueur  parallèlement  aux 
axes  de  coordonnées. 

La  dérivée  -r-  représente  un  glissemenl  parallèle  à  l'axe 

des  /  ;  -T-  est  aussi  un  glissement  parallèle  à  l'axe  des  j:  ;  la 

dy       du 
somme    1*^  = 

dièdre  droit  formé  par  les  plans  zx  et  sj-,  dont  l'arête  est 
l'axe  des  ~.  La  déformation  totale  est  définie  par  les  dilata- 
tions Xi,  Xj-,  Xi  et  les  quantités  jx^,  [ij-,  [ij. 

Si  le  milieu  s'électrise,  par  suite  de  celte  modification 
mécanique,  on  peut  admettre  que  les  composantes  A,  B,  C  du 
moment  électrique  par  unité  de  volume,  ou  de  la  polarisation, 
sont  des  fonctions  linéaires  des  dilatations  et  des  déforma- 
tions, d'où  résultent  les  équations 

/  A  — e,.,Xi-t-e,,3Xj--(-f,.jXj  +  e,.4ii,»-|-ei.ïli.;-f-«i.«(*;, 

(<>)     I   B  =Êi.|Xj,  +  ea.iXj  +  ej.,X;-|-e,.,iJ.a.-(-£î.3i*r-Hïa.»l*;, 

'   C  =  s,.|Xj:-|-*,.jXj.-(-ej.jXj-(-aj.,[jLj,-|-Sj.3[*j-  +  es.»|*î. 

Les  coefficients  e  sont  les  constantes  piézoélectriques. 

D'autre  part,  les  forces  élastiques  dans  un  milieu  dépendent 
de  six  composantes  distinctes. 

Sur  l'unité  de  surface  perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  la  force 
élastique  a  une  composante  N^  normale  et  deux  autres  Tx^-et 
Tsct  tangentielles,  les  composantes  relatives  aux  axes  des  y  et 
des  z  seront,  de  même,  Nj-,  T„,  Tj-x  et  N,,  T„,  T,j.. 
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L'équilibre  d'un  élément  de  volume  dxdydz  exige  d'ailleurs 
la  condition  ly^^'ï^y,  car  le  couple  de  rotation  autour  de 
l'axe  des  z  est  égal  à 

Tj-ydrdz .  dr  — T,.,d;(it  .rfr=(Tx_r  —  'ï,j)dxdydz. 

On  peut  représenter  ces  deux  composantes  tangentielles, 
égaies  entre  elles  et  perpendiculaires  &  l'axe  des  =,  par  T,  et 
lea  analogues  par  Tx  et  T, . 

Si  l'on  considère  un  élément  de  surface  dS  dont  la  normale 
a  pour  cosinus  directeurs  a,  3  et  y»  les  composantes  X,  Y  et  Z 
de  la  force  élastique  par  unité  de  surface  peuvent  s'écrire 

:  X  =  aN,  +  3'l'..--HYT=^^:«Nx-+-»T=  +  vlV, 

'    Z  -.=  yN:  -t-  «Tj..  H-  gT,.,  =  yN=  -t-  »Tv+  PTar. 

Enfin,  quand  on  se  borne  aux  termes  du  premier  ordre,  les 
déformations  sont  aussi  liées  aux  composantes  des  forces 
élastiques  par  des  équations  linéaires. 

En  remplaçant  les  quantités  X  et  ;jl  par  leurs  expressions  en 
fonctions  des  forces  élastiques,  les  équations  (6)  prendront 
la  forme 

f   -A  =  S,.,N^  +  î,.,N^.  +  5,.,N«+3,.,T,  +  5..,Tj.-i-5,.,T^, 

Les  coefficients  S,  ou  modules  piézoélectriques,  sont  direc- 
tement accessibles  à  l'expérience. 

Les  constantes  t  s'exprimeront  en  fonction  des  modules  i 
si  l'on  connaît  les  propriétés  élastiques  du  milieu. 

516.  Réduction  des  coefficients.  —  Dans  le  cas  général 
(hémiédrie  du  système  triclinique)  il  existe  21  coeflicients 
élastiques,  18  constantes  t  et  18  modules  S,  mais  la  symétrie 
réduit  beaucoup  le  nombre  de  ces  coefficients.  Nous  examine- 
rons seulement  quelques  cas  particuliers. 

L'état  mécanique  du  système  étant  déterminé  par  les  N  et 
T  relatifs  aux  axes  précédents,  supposons  d'abord  que  l'on 
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conserve  l'axe  des  :  en  prenant  de  nouveaux  axes  x'  et  j  ' 
faisant  avec  les  premiers  un  angle  ô  (a,  g,  y  =  o). 

Pour  une  surface  perpendiculaire  à  l'axe  des  x',  les  com- 
posantes de  la  force  élastique  s'obtiendront  en  faisant  y  =  o 
dans  les  équations  (7).  Les  composantes  normale  et  tangen- 
tielles  relatives  à  cette  surface  seront  alors  : 

L'axe  des  /'  fait  avec  l'axe  des  x  l'angle  0  +  90°;  il  suffira 
donc  de  remplacer  dans  ces  expressions  x  par  —  ^  et  3  par  a, 
pour  obtenir  les  composantes  normale  et  tangentielles  rela- 
tives à  une  surface  perpendiculaire  à  l'axe  des ->'.  On  trouve 
ainsi  deux  relations  nouvelles 

Enfin,  la  composante  normale  de  la  force  élastique  sur  la 
surface  perpendiculaire  à  l'axe  des  z  n'étant  pas  modifiée, 

x;=N,. 

D'autre  part,  les  composantes  A',  B',  C  de  la  polarisation 
rapportées  aux  nouveaux  axes  sont 

A'=Aa  +  B3, 
B'  =  Ba-A3, 

Lorsque  l'axe  des  z  est  de  répétition  pour  l'angle  6,  ces 
composantes  doivent  s'exprimer  en  fonction  des  N'  et  T'  par 
les  équations  (8)  avec  les  mêmes  modules  3.  On  a  donc 

A«  +  B&  =  -{B...X  +  3i.ïN;+ ,. 

Ba-A0  =  '-t5...N;+îi.,N;-t- ), 

c=-(s,,n;+8,,sn;+ 1. 

En  exprimant  les  composantes  A,  B,  C,  ainsi  que  les  N  et 
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T'  en  fonction  des  N  et  T,  ces  équations  doivent  se  réduire  k 
des  identités,  puisqu'elles  sont  indépendantes  de  l'état  du 
système.  Il  en  résulte  les  i8  conditions  suivantes,  qui  ne 
sont  pas  d'ailleurs  entièrement  distinctes  : 


"8,,,-t-P8,. 

=  =,=  8,.,  +  p=8, 

■  -.fia,. 

■.8,.,  +  p8,. 

=  S"8,.,+«"8, 

+»e8,,. 

«8,.  +  (8,. 

=  8,.,, 

«8,.. 

^-S^.. 

=  a8,.,  +  pa,.. 

.8,..  +  P8,. 

=  .8,.s-P8,.j 

.8,..  +  P8.. 

=  2<.J(8,.,-S 

.)+(•■- 

P')8 

"8... 

-P,. 

=  «'8..,+f8, 

,-«SS... 

.8,., 

-S8, 

,  =  fB,.,+a-8, 

.-1->P8,.. 

a8,,j 

-P8, 

.  =  8,.,, 

«8,,, 

-e8,. 

=  =.8,.,  + PS... 

«8... 

-S8,. 

=  «8,.,-J8,,, 

.8... 

-S8,. 

=  a.?(8,.,-8. 

=)  +  («'- 

S-)8, 

8| 

.=" 

8,,,+P8,..-a 

ps..„ 

8. 

.  =  ? 

■8... +«'«...  +  « 

f'.,.,. 

8, 

.  =  8 

-s. 

8, 

i  =  « 

8,.,  +  P8,.>, 

8, 

s  =  a8..,-P8,.,, 

8. 

.  =  = 

>.P(8„-8,.)  + 

{«■-S>)8 

.... 

r  Si  l'axe  c 

es  z 

est  binaire,  on 

fera  .= 

—  1    C 

qui  donne 

o  = 

=  8,.,  =8,.,  =  S, 

.  =  8,., 

o  = 

=  8,.,  =  8,.,  =  8, 

.  =  8,.,, 

o  = 

=  8,.,  =  8„. 

et  p  =  o,  ce 


Le  système  est  alors  défini  par  8  modules  différents  : 

8i..,     8..., 

8...,     8,.,, 

8..I,     8,.,,     a,.,,     8,... 
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a*  Si  cet  axe  est  quaternaire,  on  pourra  faire  aussi  a  =  o  et 
p  — ±  I,  d'où  les  nouvelles  conditions 

3,.,  =  8,.j ,     5,.s  =  —  8,., ,     5s.,  =  5,., ,     S,..  =  o. 

Il  a'exisle  plus  que  4  modules  différents 

3.-4,     8i.5,     î).i,     8i.j. 

3°  Lorsque  les  cosinus  a  et  ^  sont  tous  deux  différents  de 
zéro,  on  a  toujours 

o  =  3, ,,  =  8,.,  =  8,.,  =  S,.,  =;  8,., , 
Sï.4  =  8,., ,     8j.s  =  —  S,,, ,     8,.,  =  8,.,, 
»>  =  8,.i+8,.j  =  3a.,-(-8j.i. 

4°  Si  l'axe  est  ternaire,  ou  plus  généralement  d'ordre  im- 
pair, une  même  valeur  de  a  correspond  à  deux  valeurs  de  ^ 
égales  et  de  signes  contraires,  ce  qui  exige  les  conditions 

8,.,  =  -8,.,  =  -8,.., 


Les  relations  {8)  deviennent  alors 

/     -A  =  î,.,{N^-Nj)-»-î,.,T^  +  8,.,Tj,+  2Sj.,T,, 

(9)      1      -B  =  B,.,{N^-Nj.)  +  e,.,T^-8..,Tj,-28,.,Ti, 
(      -C::^8a.,{N^-HNr)  +  e,.,N,. 

5'  L'axe  étant  d'ordre  impair,  supposons  que  le  plan  des 
yz  soit  un  plan  de  symétrie.  Une  déformation  symétrique 
par  rapport  à  ce  plan  ne  modifie  pas  l'aimantation,  ce  qui 
exige  les  conditions  o  =  8,.(=ân.  Il  reste  alors 

I       _Ar:S,,jTj--t-a8,.,T,, 
6°  Supposant  toujours  que  l'axe  des  z  est  d'ordre  impair, 

ÊUetr.  Ef  Magn.  —  i,  5i 
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si  l'axe  des  x  est  binaire,  on  peut  faire  tourner  le  système 
de  [80°  autour  de  celte  droite,  sans  que  la  forme  des  rela- 
tions soit  modifiée,  d'où  résultent  les  relations 

A':=A,      n;=n„    t;=t^, 
B'=-B,    n;^n^,    t;=-Tj.. 
c'  =  -c,    n;=n^,    t;  =  -t«. 

Les  conditions  d'identité  exigent  alors 

Dans  ce  cas,  les  composantes  de  la  polarisation  ne  dépen- 
dent que  de  deux  modules  différents  et  deviennent 

'     -A  =  8,..(N^-.N^)  +  8,.,T,, 
(11)  j     _B  =  -8,..Ty-25,.,Tî, 

V     — C  =  o, 

511.  Application  au  quartz  et  à  la  tourmaline.  —  La  symé- 
trie particulière  (3L1,  3L3  Xj)  du  qaariz  correspond  au  dernier 
cas  et  les  composantes  de  la  polarisation  sont  représentées 
par  les  équations  (ii). 

La  polarisation  est  donc  toujours  normale  à  l'axe  ternaire, 
puisque  la  composante  C  est  nulle,  et  la  valeur  de  N^  n'inter- 
vient pas  dans  le  phénomène.  Une  compression  uniforme 
parallèle  à  l'axe  ternaire  ne  produit  aucune  électrisation. 

Considérons  un  parallélipipède  rectangle  dont  les  cdlés 
a,  A  et  c  sont  respectivement  parallèles  aux  axes  des  coor- 
données. 

Si  l'on  exerce  une  pression  P  —/> .  bc  sur  les  faces  bc,  on  a 


(,2) 


(      -A  =  8,.,N,  =  -8,.,», 


Le  cristal  -se  polarise  suivant  l'axe  des  Xt  parallèle  à  ia 
pression,  et  la  charge  électrique  des  faces  est 

Q  =  Aic  =  8,.,;j.6c  =  8,.,P. 


DiailizodbyGOOgle 


PROPRlÊrfs  DES   CRISTAUX. 


Cette  quantité  d'électricité  est  proportionnelle  à  la  pression 
et  indépendante  de  l'étendue  de  la  surface. 

Entln  si  la  pression  P'=/>'.ac  s'exerce  sur  les  faces  ac,  pa- 
rallèles aux  axes  ternaire  et  binaire, 


(13) 


La  polarisation  se  produit  encore  suivant  l'axe  binaire,  mais 
dans  une  direction  opposée  à  la  précédente,  et  la  charge  de 
la  même  face  bc  est 

Q'  =  A'ic--S,.,/>'.6c=-î,.,-P'. 

Les  coefficients  qui  interviennent  dans  ces  deux  compres- 
sions sont  égaux  et  de  signes  contraires,  conformément  à 
l'expérience. 

D'après  MM.  Riecke  et  Voigt,  on  aurait  8,.,  =  6,45.  lo-», 
valeurtrèsvoisinede  celle  qu'avaient  obtenue  MM.  Curie. 

L'arête  c  du  parallélipipède  étant  toujours  dirigée  suivant 
l'axe  ternaire,  supposons  que  le  côté  a  fasse  l'angle  0  avec 
l'axe  binaire.  En  exerçant  une  pression  p  par  unité  de  surface 
sur  les  faces  latérales  bc,  on  aura 


("0 


La  polarisation  résultante  I  et  l'angle  0  qu'elle  fait  avec 
l'axe  des  x  sont 

l  =  KiP,      ©=^-26. 

Cette  polarisation  est  indépendante  de  l'angle  6  et  située  du 
côté  de  l'axe  binaire  opposé  à. la  compression;  ces  résultats 
sont  conformes  aux  expériences  de  M.  Rôntgen. 


o  =  T. 

,  =  ' 

IV 

=  N.i 

N^ 

T, 

"sin'O' 

cos'  e  ~ 

siadcosO 

;,(C05> 

«- 

su 

,.»)  = 

=  6,.,;)cos2Ô, 

l'',.,P'i 

oOc 

;os 

e  =  - 

-8,..psi. 

2». 
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Supposons  encore  que,  l'arête  a  du  parallélipipède  restant 
dirigée  suivant  l'axe  binaire,  le  côté  c  fasse  l'angle  6'  avec 
l'axe  ternaire.  Une  pression  P=:p.ab  sur  les  faces  ab  donne 
alors  B  =  C  =  o  et 

{i5)  A  =  -;>(3,.,8in*9'-8...sioe'co8e'). 

Toute  compression  perpendiculaire  i  l'axe  binaire  produit 
donc  une  polarisation  parallèle  à  cet  axe  ;  la  mesure  de  la 
charge  électrique  sur  les  faces  normales  6  cet  axe  permet 
ainsi  de  déterminer  le  second  module  S,.,  qui  se  trouve  égal 
&  — 1,45. 10-». 

La  polarisation  est  nulle  pour  e'=:o,ce  qu'on  avait  déjà  vu, 
et  pour  la  condition 


tang9'=:r^ 


6,45' 


qui  correspond  aux  directions  6'= — i-i'^o'  ^^'=^1: —  ia'4o'. 
La  polarisation  est  maximum  pour  les  deux  directions  rec- 
tangulaires déterminées  par  l'équation 

(16)  tangaft'^i'-^. 

qui  correspond  aux  directions  fl'=83°4o'  et  6'  =  — 6°îo'. 

Ainsi  le  maximum  d'effet  piézoélectrique  ne  correspond  pas 
exactement  à  une  pression  perpendiculaire  à  l'axe  optique 
et  il  existe  une  autre  direction  que  cet  axe  pour  laquelle  la 
polarisation  s'annule. 

On  peut  traduire  la  formule  (i5)  par  une  courbe  en  coor- 
données polaires  (âg.  isti),  en  portant  sur  la  direction  de  la 
compression  une  longueur  proportionnelle  à  la  polarisation 
qui  se  produit  suivant  l'axe  binaire.  Cette  courbe  est  sy- 
métrique par  rapport  aux  deux  directions  OA  et  OB  de  pola- 
risation maximum,  car,  en  désignant  par  <z  l'un  des  angles 
déBnis  par  l'équation  (16),  l'expression  (1 5)  de  la  polarisation 
peut  s'écrire 

(,5y  A^-giiir.-""*'-'']. 

'  2     L  cossa     J 
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Les  petites  boucleB  OC  et  OD  correspondent  à  une  polari- 
sation de  signe  contraire  à  celle  qui  est  indiquée  par  les 
grandes  boucles.  Cette  polarisation  inverse  est  si  faible  qu'on 
a  da  multiplier  les  rayons  vecteurs  par  lo  pour  rendre  l'effet 
plus  visible  sur  la  figure. 

D'autre  part,  M.  Voigt  a  déterminé  les  6  coenicients  qui 
définissent  les  propriétés  élastiques  du  quartz;  avec  les  va- 
leurs des  modules  S,  on  peut  en  déduire  les  constantes  e  et, 
par  suite,  les  relations  qui  existent    entre  le   dégagement 


d'électricité  et  la  déformation.  Pour  la  symétrie  particulière 
du  quartz,  les  formules  (6)  deviennent 


.,(X„-Xj.)4 


avec  les  valeurs  numériques 
«1.1  =  4,67-'"*      < 


n  =  ',73.  lO', 


La  symétrie  (L'>.*,3P)  de  la  /ourma/i'/ie  correspond  aux 
équations  (10);  quatre  modules  différents  sont  nécessaires 
pour  représenter  les  phénomènes  piézoélectriques. 

Une  compression  parallèle  à  l'axe  optique  donne 

A  =  B  =  o,       C  =  8,.,^: 
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833  COUPLÉUENT 

1a  polarisation  se  produit  alors  suivant  l'axe  ternaire,  comme 
pour  la  pyroéleclricilé. 

Une  compression  dans  le  sens  de  l'axe  des  x,  c'esUà-dire 
perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  symétrie,  produit  une  pola- 
risation située  dans  ce  plan,  dont  les  composantes  sont 

C'r=— 8,.,/      et      B'  =  — 5,.,;)'. 

Enfin  une  compression  parallèle  h  l'axe  des  y,  c'est-à-dire 
dans  le  plan  de  symétrie,  donne  encore  la  même  polarisation 
dans  ce  plan. 

On  en  déduirait  facilement  l'efTet  produit  par  une  compres- 
sion quelconque. 

Les  expériences  de  MM.  VoigL  et  Riecke  conduisent  aux 
valeurs  suivantes  des  modules  et  des  constantes  : 


«. 

,  =  -    6,71.. 0-', 

«j.i  =  -t-o,49.'o 

8, 

,  =  +    0,67., 0-, 

.j.,  =  +  o,49.ic, 

8, 

,  =—    o,88.io--«. 

e,,,=  — 3,o3.io' 

8, 

,  =  -Il,O!..10-', 

î...  =  -;,î8.io' 

MM.  Curie  ont  fait  remarquer  que  la  pyroélectricité  paraît 
liée  surtout  à  la  déformation  de  dilatation  du  cristal  et  que  la 
variation  de  température  elle-même  ne  semble  jouer  qu'un 
râle  secondaire.  Partant  de  cette  idée,  M.  Voigt  a  calculé,  à 
l'aide  des  constantes  piézoélectriques  ej.j  et  cg.i,  quelle  serait 
la  polarisation  de  la  tourmaline  pour  une  déformation  méca- 
nique correspondant  à  celle  que  produit  dans  le  cristal  une 
variation  de  température  d'un  degré.  Le  nombre  C  =  1 ,34  ainsi 
obtenu  est  assez  voisin  de  la  valeur  1,24  déterminée  directe- 
ment par  M.  Riecke,  au  moins  d'une  manière  approchée, 
pour  la  pyroélectricité  de  la  tourmaline. 


FIN   DU   TOHG    PREMIER 
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